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CHEVALLEY GROUPS OF TYPE �� IN THE 56-DIMENSIONAL REPRESENTATION

�� �� �����	�∗ �
� �� �� �������†∗ ��� �����

The present paper is devoted to a detailed computer study of the action of the Chevalley group G(E7, R) on the
56-dimensional minimal module V (�7). Our main objectives are an explicit choice and a tabulation of the signs of
structure constants for this action, compatible with a given choice of a positive Chevalley base, construction of mul-
tilinear invariants and of equations satisfied by the matrix entries of elements from G(E7, R) in this representation,
and an explicit tabulation of root elements. These calculations are performed in four numberings of weights: the
natural one and those compatible with the A6-branching, the D6-branching, and the E6-branching. Similar tables for
the action of Chevalley group G(E6, R) on the 27-dimensional minimal module V (�1) were published in our joint
paper with Igor Pevzner. Bibliography: 142 titles.
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� �00000
0

A %0�−�� �� 0� 0� 0� 0� 0& 000000
�

A %�� �� �� �� 0� 0� 0� 0&

0�0000
0

A %0� 0�−�� �� 0� 0� 0� 0& 00�000
0

A %0� 0� 0�−�� �� 0� 0� 0&
000�00
0

A %0� 0� 0� 0�−�� �� 0� 0& 0000�0
0

A %0� 0� 0� 0� 0�−�� �� 0&
00000�
0

A %0� 0� 0� 0� 0� 0�−�� �&

� ��0000
0

A %0�−�� 0� �� 0� 0� 0� 0& 00�000
�

A %�� �� �� 0� �� 0� 0� 0&

0��000
0

A %0� 0�−�� 0� �� 0� 0� 0& 00��00
0

A %0� 0� 0�−�� 0� �� 0� 0&
000��0
0

A %0� 0� 0� 0�−�� 0� �� 0& 0000��
0

A %0� 0� 0� 0� 0�−�� 0� �&

� ���000
0

A %0�−�� 0� 0� �� 0� 0� 0& 0��000
�

A %�� �� 0� �� �� 0� 0� 0&

00��00
�

A %�� �� �� 0� 0� �� 0� 0& 0���00
0

A %0� 0�−�� 0� 0� �� 0� 0&
00���0
0

A %0� 0� 0�−�� 0� 0� �� 0& 000���
0

A %0� 0� 0� 0�−�� 0� 0� �&

� ���000
�

A %�� 0� �� �� �� 0� 0� 0& ����00
0

A %0�−�� 0� 0� 0� �� 0� 0&
0���00
�

A %�� �� 0� �� 0� �� 0� 0& 00���0
�

A %�� �� �� 0� 0� 0� �� 0&

0����0
0

A %0� 0�−�� 0� 0� 0� �� 0& 00����
0

A %0� 0� 0�−�� 0� 0� 0� �&

� ����00
�

A %�� 0� �� �� 0� �� 0� 0& �����0
0

A %0�−�� 0� 0� 0� 0� �� 0&
0���00
�

A %�� �� 0� 0� �� �� 0� 0& 0����0
�

A %�� �� 0� �� 0� 0� �� 0&

00����
�

A %�� �� �� 0� 0� 0� 0� �& 0�����
0

A %0� 0�−�� 0� 0� 0� 0� �&

� ����00
�

A %�� 0� �� 0� �� �� 0� 0& �����0
�

A %�� 0� �� �� 0� 0� �� 0&

������
0

A %0�−�� 0� 0� 0� 0� 0� �& 0����0
�

A %�� �� 0� 0� �� 0� �� 0&

0�����
�

A %�� �� 0� �� 0� 0� 0� �&

� ����00
�

A %�� 0� 0� �� �� �� 0� 0& �����0
�

A %�� 0� �� 0� �� 0� �� 0&

������
�

A %�� 0� �� �� 0� 0� 0� �& 0����0
�

A %�� �� 0� 0� 0� �� �� 0&
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0�����
�

A %�� �� 0� 0� �� 0� 0� �&

� �����0
�

A %�� 0� 0� �� �� 0� �� 0& �����0
�

A %�� 0� �� 0� 0� �� �� 0&

������
�

A %�� 0� �� 0� �� 0� 0� �& 0�����
�

A %�� �� 0� 0� 0� �� 0� �&

� �����0
�

A %�� 0� 0� �� 0� �� �� 0& ������
�

A %�� 0� 0� �� �� 0� 0� �&

������
�

A %�� 0� �� 0� 0� �� 0� �& 0�����
�

A %�� �� 0� 0� 0� 0� �� �&

�� �����0
�

A %�� 0� 0� 0� �� �� �� 0& ������
�

A %�� 0� 0� �� 0� �� 0� �&

������
�

A %�� 0� �� 0� 0� 0� �� �&

�� �����0
�

A %�� �� �� �� �� �� �� 0& ������
�

A %�� 0� 0� 0� �� �� 0� �&

������
�

A %�� 0� 0� �� 0� 0� �� �&

�� ������
�

A %�� �� �� �� �� �� 0� �& ������
�

A %�� 0� 0� 0� �� 0� �� �&

�� ������
�

A %�� �� �� �� �� 0� �� �& ������
�

A %�� 0� 0� 0� 0� �� �� �&

�� ������
�

A %�� �� �� �� 0� �� �� �&

�� ��=���
�

A %�� �� �� 0� �� �� �� �&

�� ��=���
�

A %�� �� 0� �� �� �� �� �&

�� ��=���
�

A %�� 0� �� �� �� �� �� �&
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� �000000
0

A %0�−�� �� 0� 0� 0� 0� 0� 0& 0000000
�

A %�� �� �� �� 0� 0� 0� 0� 0&

0�00000
0

A %0� 0�−�� �� 0� 0� 0� 0� 0& 00�0000
0

A %0� 0� 0�−�� �� 0� 0� 0� 0&
000�000
0

A %0� 0� 0� 0�−�� �� 0� 0� 0& 0000�00
0

A %0� 0� 0� 0� 0�−�� �� 0� 0&
00000�0
0

A %0� 0� 0� 0� 0� 0�−�� �� 0& 000000�
0

A %0� 0� 0� 0� 0� 0� 0�−�� �&

� ��00000
0

A %0�−�� 0� �� 0� 0� 0� 0� 0& 00�0000
�

A %�� �� �� 0� �� 0� 0� 0� 0&

0��0000
0

A %0� 0�−�� 0� �� 0� 0� 0� 0& 00��000
0

A %0� 0� 0�−�� 0� �� 0� 0� 0&
000��00
0

A %0� 0� 0� 0�−�� 0� �� 0� 0& 0000��0
0

A %0� 0� 0� 0� 0�−�� 0� �� 0&
00000��
0

A %0� 0� 0� 0� 0� 0�−�� 0� �&
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� ���0000
0

A %0�−�� 0� 0� �� 0� 0� 0� 0& 0��0000
�

A %�� �� 0� �� �� 0� 0� 0� 0&

00��000
�

A %�� �� �� 0� 0� �� 0� 0� 0& 0���000
0

A %0� 0�−�� 0� 0� �� 0� 0� 0&
00���00
0

A %0� 0� 0�−�� 0� 0� �� 0� 0& 000���0
0

A %0� 0� 0� 0�−�� 0� 0� �� 0&
0000���
0

A %0� 0� 0� 0� 0�−�� 0� 0� �&

� ���0000
�

A %�� 0� �� �� �� 0� 0� 0� 0& ����000
0

A %0�−�� 0� 0� 0� �� 0� 0� 0&
0���000
�

A %�� �� 0� �� 0� �� 0� 0� 0& 00���00
�

A %�� �� �� 0� 0� 0� �� 0� 0&

0����00
0

A %0� 0�−�� 0� 0� 0� �� 0� 0& 00����0
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Table 4. 6��$
�� �� � %��& �� ���� �� ��.
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2. The weights of ��
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��� �"����� ���� �

������� <� �� ����� �
� ���# ��(����# �� �
�� �� �
� 
#��(���� ����4����� �
� ���� �� ��

��!� �� �� �* �"�������� ��
� �
�� �� � /* �"�������� ������ 	� $�� � �� �� �+��* �"������� �� ����������$
�
� ���$
�� �� �� �������# �� �
��� �
� ��
�$������# B ���
 ������ �� �
� ����� ������	�� ���� �� ���C B
�� �
� �������$ !����� �� �
� ��������$ ���� !����;
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��� �
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�� ��� 
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���� �� {����������������}� 	
� �()����!� �� �� ����� �
�� �
� �������� �� ��
�$���� �� �� �� �
� ����� �� �
�
��	������ ���� �� ���� '���� ��� ��
� ��@�  � ��� ������� ��� �� �
�" ��  ��� ��� "���� �
��
� �� ����
�
� ����� ��� � �
� 
#��(���� ���� �� ���� �� ��  � ��� 
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 � ���� ��� ��$���
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000�000 0 − − 0 H 0 0 − 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 H 0 0 H 0 0 0 H 0 0 H 0 0 0
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00000�0 0 0 0 0 − 0 H 0 0 0 − 0 0 0 0 − − 0 0 0 − − 0 0 0 − 0 − 0 0 0 −
000000� 0 0 0 0 0 − 0 0 0 0 0 − 0 0 0 0 0 − 0 0 0 0 − − 0 0 − 0 − 0 0 0
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00��000 H 0 0 0 0 0 H 0 0 0 − 0 0 0 0 − 0 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 H 0 0 0
000��00 − 0 0 − 0 0 − 0 0 H 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 − 0 0 H 0 0 0 0 0
0000��0 0 0 0 0 − 0 0 0 − 0 0 − 0 0 − 0 0 0 0 0 0 H 0 H 0 0 0 0 0 0 0
00000�� 0 0 0 0 − 0 0 − 0 0 − 0 0 − 0 0 0 − 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
�0��000 0 0 0 − 0 0 0 H 0 0 0 0 H 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 H 0 0 0
0���000 0 *� 0 0 0 0 0 0 0 0 − 0 0 0 0 − 0 0 0 − 0 0 0 0 0 0 − 0 0 0 0
0�0��00 0 H 0 0 0 0 0 0 0 H 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 − 0 − 0 0 0 0 0 0
00���00 − 0 0 0 0 − − 0 0 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0
000���0 0 0 0 H − 0 H 0 0 0 0 0 0 0 − 0 0 0 − 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0
0000��� 0 0 H 0 − H 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 − 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
����000 0 0 0 0 0 0 0 H 0 0 0 0 H 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 − 0 0 0 0
�0���00 0 0 H H 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0
0����00 0 H 0 0 0 − 0 0 0 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 H 0 0 0 0 − 0 0 0 0 0 0
0�0���0 0 − 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 0 − 0 0 0 − 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 0
00����0 0 0 0 0 0 0 H 0 0 0 0 H 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0
000���� − 0 0 0 − 0 0 0 0 H 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
�����00 0 0 H 0 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 − 0 0 0 0 0 0
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0����00 H H 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 H 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0
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�����00 0 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 − 0 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0
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�� ��(���
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0�����0 − 0 0 0 0 0 H H 0 0 0 0 H − 0 0 0 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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������0 0 0 − 0 0 0 H 0 0 H 0 0 H 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 H 0
������� 0 0 − 0 − 0 0 0 0 0 0 H 0 0 0 0 H 0 0 0 0 H 0 − 0 0 0 0 − 0 0 0
0������ − 0 0 0 0 − 0 H 0 0 0 0 0 − 0 0 0 0 0 − 0 0 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0
������0 0 0 0 − 0 0 H 0 − 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 − 0 0 0 0 − 0 0
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������� 0 − 0 0 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 H 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
������� 0 0 0 − 0 0 0 0 0 − 0 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
���=��� 0 0 − 0 0 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
���=��� − 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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�0����� 0 0 H 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0�����0 0 − 0 0 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 H 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0������ 0 0 0 0 0 − 0 0 0 0 − 0 0 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
�����00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 − 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
������0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 − 0 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
������� 0 0 H 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0�����0 0 − 0 0 0 0 − 0 0 0 0 − 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0������ H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 − 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
������0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 − 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
������0 0 0 0 H 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
������� 0 0 0 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0������ H 0 0 0 0 H 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
������0 0 0 0 0 0 0 0 0 H 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
������� 0 0 0 0 0 0 0 H 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
������� 0 0 − 0 0 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0������ 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
������0 0 0 0 − 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
������� 0 0 − 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
������� 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
������0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
������� H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
������� 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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������� 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
������� 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
������� 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
������� 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
���=��� 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
���=��� 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
���=��� 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4. The weight diagram of � %��&

<� �"������ ���� �� �
� ��� # �� ��� �� ������������� �� �+��������� $���� �� �
�� �	��
 �������� � <
 ������  ��������� �� ���$
�  ��$�"� �� "��# ���
� �������� ��� (� ���� �� ����� ���� ��=� �0�� ��.��

I����� �
�� �
� "���#� ������� �� � ������������ � �� � "��� ������ $��
 8 �� �� J��
����@�
��"�����$#� � ����� $��
� ��������� �� ��������

• 2�� !������ ������� �� �
� ���$
�� �� �
� ������������ �� ������# ���
 "��������������

• 	�� !������ � �� � �� )���� (# �� ��� ���
 ���$ � A �� %	�	� �  ����� ��" � �� �� ��!� � �
��
�− � A �� �� �
� ��
 ��� �"����� ����

	
� ���
�� � �� ������# ��� ���� (�� �
� �
���  ��$�" �� �� �� ������!�  �������� ������# ��" �$
� ��
����� �� (����"*���
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Table 6. '������ ��������� �� � %��&.

0
0
0
0
0
0
0
�

0
0
0
0
0
0
�
�

0
0
0
0
0
�
�
�

0
0
0
0
�
�
�
�

0
0
0
�
�
�
�
�

0
�
0
�
�
�
�
�

0
0
�
�
�
�
�
�

�
0
�
�
�
�
�
�

0
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

0
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

0
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

0
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

0
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�

�000000 0 0 0 0 0 0 H 0 H 0 H 0 H 0 0 H 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0�00000 0 0 0 0 H 0 H H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 H 0 0 0 H 0 0 H H
00�0000 0 0 0 0 H H 0 0 0 0 0 H 0 0 H 0 0 H 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0
000�000 0 0 0 H 0 0 0 0 H H 0 0 0 0 0 0 H 0 0 0 H 0 0 0 H 0 0 0
0000�00 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 H H 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 H 0 H 0 H
00000�0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 H 0 H 0 H 0 0 H 0 0 H 0 0 0 0 0
000000� H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 H 0 H 0 0 H 0 0 H 0 H H 0
�0�0000 0 0 0 0 H H 0 0 0 0 − 0 − 0 0 − 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0�0�000 0 0 0 H 0 0 − − 0 0 0 0 0 0 0 0 H 0 0 0 H 0 0 0 H 0 − 0
00��000 0 0 0 H 0 − 0 0 0 H 0 0 0 0 − 0 0 − 0 0 0 − 0 0 0 0 0 0
000��00 0 0 H 0 0 0 0 0 − − 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 − 0 0 0 − H 0 0
0000��0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 − − 0 − 0 0 0 0 0 H 0 0 H 0 0 0 0 −
00000�� H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 − 0 − 0 − 0 0 − 0 0 − 0 0 0 H 0
�0��000 0 0 0 H 0 − 0 0 − 0 0 0 H 0 0 H 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0���000 0 0 0 H H 0 0 − 0 0 0 0 0 0 − 0 0 − 0 0 0 − 0 0 0 0 − 0
0�0��00 0 0 H 0 0 0 H H 0 0 0 0 0 H 0 0 0 0 0 0 − 0 0 − − 0 0 −
00���00 0 0 H 0 0 H 0 0 0 − 0 − 0 0 0 0 0 H 0 0 0 H 0 0 0 H 0 0
000���0 0 H 0 0 0 0 0 0 H H 0 0 0 − 0 0 − 0 0 0 0 0 H 0 H 0 0 0
0000��� H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 H H 0 H 0 0 0 0 0 − 0 0 − − 0 − 0 0
����000 0 0 0 H H 0 H 0 0 0 0 0 H 0 0 H 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 − 0
�0���00 0 0 H 0 0 H 0 0 H 0 H 0 0 0 0 − 0 0 − 0 0 0 0 0 0 H 0 0
0����00 0 0 H 0 − 0 0 H 0 0 0 − 0 0 0 0 0 H 0 0 0 H 0 − 0 0 0 −
0�0���0 0 H 0 0 0 0 − − 0 0 0 0 0 − 0 0 − 0 0 − 0 0 0 0 H 0 0 H
00����0 0 H 0 0 0 − 0 0 0 H 0 H 0 0 H 0 0 0 0 0 0 − H 0 0 0 0 0
000���� H 0 0 0 0 0 0 0 − − 0 0 0 H 0 0 H 0 0 0 H 0 − 0 0 − 0 0
�����00 0 0 H 0 − 0 − 0 0 0 H 0 0 0 0 − 0 0 − 0 0 0 0 − 0 0 0 −
�0����0 0 H 0 0 0 − 0 0 − 0 − 0 − 0 0 0 0 0 H 0 0 0 H 0 0 0 0 0
0����00 0 0 H H 0 0 0 H 0 H 0 0 0 0 0 0 0 H 0 0 H H 0 0 H 0 0 0
0�����0 0 H 0 0 H 0 0 − 0 0 0 H 0 0 H 0 0 0 0 − 0 − 0 0 0 0 0 H
0�0���� H 0 0 0 0 0 H H 0 0 0 0 0 H 0 0 H 0 0 H H 0 0 H 0 0 H 0
00����� H 0 0 0 0 H 0 0 0 − 0 − 0 0 − 0 0 − 0 0 0 0 − 0 0 − 0 0
�����00 0 0 H H 0 0 − 0 − 0 0 0 0 0 0 − 0 0 − 0 H 0 0 0 H 0 0 0

1(!�����#� �� "������� ���$
�� � �� K� �� ��� "��� $�!� ������ ����� �� �
�� �+����# �� "���� (# �
� �(�!�
�������#� ,������# �
� �������� �� �
� "����������# ��(��" �� ���� ���
������ �� ��� �(����� ���# �� �
�
��"��� ���� (# -��4��$ �� J��
���� �� �
� �����+� �� ������" $����� '��� �
������ -�����"��� ��!���� 
� ������$�# (�������� ���"����# (�� ��
� ��$������ ������
 �� �
� ����������� �� �
��� $��
� 8 �
� ��
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� %��� ��& ↓ <� A � %<�� ��&⊕ � %<�� ��&⊕ � %<�� �	&⊕ � %<�� ��&�

� %��� ��& ↓ �� A � %��� ��&⊕ � %��� �	&⊕ � %��� ��&�

� %��� ��& ↓ �� A � %��� 0&⊕ � %��� ��&⊕ � %��� ��&⊕ � %��� 0&
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� "���+ �� ��$�� �� � %��&.
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0000000� H 0 0 H 0 0 H 0 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
000000�� 0 H H 0 H 0 0 H 0 0 H 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
00000��� 0 − 0 0 0 H 0 0 H 0 0 H 0 H 0 H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0000���� H 0 − 0 − − 0 0 − 0 0 0 0 0 H 0 H H 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
000����� 0 0 H H 0 H 0 − 0 0 0 − 0 0 − 0 0 0 H H 0 0 0 0 0 0 0 0
0�0����� − H 0 − H 0 0 H H 0 0 H 0 0 H 0 0 0 0 0 H H 0 0 0 0 0 0
00������ 0 0 − 0 0 − H 0 0 0 − 0 0 − 0 0 − 0 − 0 0 0 H 0 0 0 0 0
�0������ 0 0 H 0 0 H 0 0 0 H 0 0 − 0 0 − 0 − 0 − 0 0 − 0 0 0 0 0
0������� H − 0 0 − 0 − 0 − 0 H 0 0 H 0 0 H 0 0 0 − 0 0 H 0 0 0 0
�������� − H 0 0 H 0 0 0 H − 0 0 H 0 0 H 0 H 0 0 0 − 0 − 0 0 0 0
0������� 0 H 0 H 0 0 H − 0 0 − − 0 − 0 0 0 0 H 0 H 0 0 0 H 0 0 0
�������� 0 − 0 − 0 0 0 H 0 H 0 H − 0 0 − 0 0 0 H 0 H 0 0 − 0 0 0
0������� − 0 H − H 0 − H 0 0 H 0 0 0 − 0 − 0 − 0 − 0 0 0 0 H 0 0
�������� 0 H 0 0 0 0 − 0 0 − H 0 H H 0 H 0 0 0 0 0 0 H H H 0 0 0
�������� H 0 − H − 0 0 − 0 − 0 0 H 0 H 0 0 − 0 − 0 − 0 0 0 − 0 0
0������� − 0 0 − 0 H − 0 H 0 0 H 0 H H 0 H 0 H 0 H 0 0 0 0 0 H 0
�������� − 0 H 0 H 0 H 0 0 H − 0 − 0 0 0 H H 0 0 0 0 − − 0 H 0 0
�������� H 0 0 H 0 − 0 0 − − 0 − 0 0 − H 0 H 0 H 0 H 0 0 0 0 − 0
0������� 0 H − 0 − H 0 − H 0 − H 0 H H 0 H 0 H 0 H 0 0 0 0 0 0 H
�������� 0 0 − − 0 0 − H 0 − H 0 H 0 0 0 0 0 H H 0 0 H 0 − − 0 0
�������� − 0 0 0 0 H H 0 H H 0 0 0 − 0 − − − 0 0 0 0 H H 0 0 H 0
�������� 0 − H 0 H − 0 H − 0 0 − − 0 − H 0 H 0 H 0 H 0 0 0 0 0 −
�������� H − 0 H − 0 H − 0 H − 0 − 0 0 0 0 0 0 0 H H 0 H H H 0 0
�������� 0 0 0 − 0 − − 0 0 − 0 H 0 H 0 H 0 0 − − 0 0 − 0 H 0 − 0
�������� 0 H − 0 − H 0 0 H 0 H 0 H − 0 − − − 0 0 0 0 H H 0 0 0 H
�������� H H 0 H 0 0 H 0 − H 0 − 0 − 0 − 0 0 0 0 − − 0 − − 0 H 0
�������� H 0 H − 0 H − 0 0 − 0 0 0 0 H 0 H H H H 0 0 H 0 0 H H 0
�������� 0 H H 0 0 − 0 − 0 0 − H − H 0 H 0 0 − − 0 0 − 0 H 0 0 −

• 7# ��������� �� <� ��  ���"����� ���� ��� �� ���(�� ��""�� �; �
� /* �"�������� ��!���� ������*
������� �
� ��* �"�������� ������������� �
��
 �� �
� �+���� ����� �� �
� !���� ���� �
� ��* �"��������
������������� �
��
 �� �
� �+���� ����� �� �
� ��!���� ���� �� � >����#� �
� /* �"�������� ��!���� ���*
����������

• 7# ��������� �� �� ��  ���"����� ���� �
�� �� ���(�� ��""�� �; ��� ��* �"�������� ��!���� ������*
������� �� �
� ��* �"�������� ��"������ �������������

• 7# ��������� �� �� ��  ���"����� ���� ��� �� ���(�� ��""�� �; ��� ��!��� ���� �� ��� �����$� ����
"���"�� �����
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�������� H 0 0 H 0 − 0 0 H − 0 0 − 0 H − − H 0 0 − 0 H 0 0 H H 0
�������� 0 H − 0 0 H 0 0 − H H − 0 H 0 0 0 0 H 0 0 − − 0 H H 0 H
�������� 0 H 0 − H 0 − H 0 0 0 0 H 0 − 0 H 0 − − 0 H 0 0 − 0 H H
���=���� H 0 0 0 H − 0 0 0 0 H − − 0 H − 0 H 0 − 0 0 H − 0 H − 0
�������� 0 H 0 − 0 H 0 0 − H 0 0 H 0 − 0 H 0 − 0 0 H − 0 − 0 0 0
�������� 0 0 H − H 0 − H 0 0 0 0 0 0 0 H 0 − H 0 H − 0 − H 0 H −
���=���� H 0 0 0 0 0 H 0 − 0 H 0 − − 0 − H 0 0 − H 0 H − 0 H − 0
���=���� 0 H 0 0 − H 0 0 0 0 − H H 0 − 0 0 0 − H 0 H − 0 0 0 0 −
�������� 0 0 H − 0 H 0 0 − H 0 0 0 0 0 H 0 − H 0 H − 0 0 H − 0 0
���=���� H 0 0 0 0 0 0 H 0 − 0 H 0 − − 0 H − 0 − H 0 H − 0 H − 0
���=���� 0 H 0 0 0 0 − 0 H 0 − 0 H H 0 0 − 0 − H 0 0 − 0 H 0 0 −
���=���� 0 0 H 0 − H 0 0 0 0 − H 0 0 0 H 0 − H 0 0 − 0 H 0 − 0 H
���=���� 0 H 0 0 0 0 0 − 0 H 0 − 0 H H 0 − 0 0 H 0 − − 0 H 0 0 −
���=���� 0 0 H 0 0 0 − 0 H 0 − 0 0 H 0 H 0 0 H 0 − 0 0 H − − 0 H
���==��� 0 0 0 H − H 0 0 0 0 0 0 − 0 H H 0 − H 0 0 − 0 0 0 0 H 0
���=���� 0 0 H 0 0 0 0 − 0 H 0 − 0 H 0 0 0 H 0 0 − H 0 H − − 0 H
���==��� 0 0 0 H 0 0 − 0 H 0 0 0 − 0 0 H H 0 H 0 − 0 0 0 − 0 H 0
���==��� 0 0 0 H 0 0 0 − 0 H 0 0 0 0 − 0 H H 0 0 − H 0 0 − 0 H 0
����=��� 0 0 0 0 H 0 − 0 0 0 H 0 − 0 0 H 0 0 H H 0 0 0 − 0 0 H −
����=��� 0 0 0 0 H 0 0 − 0 0 0 H 0 0 − 0 0 H 0 H 0 H 0 − 0 0 H −
����=��� 0 0 0 0 0 H 0 0 − 0 H 0 − 0 0 H 0 0 H 0 0 0 H 0 0 − 0 0
����=��� 0 0 0 0 0 H 0 0 0 − 0 H 0 0 − 0 0 H 0 0 0 H H 0 0 − 0 0
��=�=��� 0 0 0 0 0 0 H − 0 0 0 0 0 H 0 0 − 0 0 H H 0 0 − H 0 H −
��=�=��� 0 0 0 0 0 0 0 0 H − 0 0 0 H 0 0 − 0 0 0 H 0 H 0 H − 0 0
��=.=��� 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 H − 0 H 0 0 0 0 0 − 0 0 H H 0 − 0 H
��=.���� 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 H 0 − 0 H 0 0 − 0 0 H 0 0 0 H 0
��=.�=�� 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 H 0 − 0 0 H 0 0 − 0 H H 0
��=.�=�� 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 H 0 0 − 0 0 H 0 0 −

����� ���$ � %��& �� �� ������� �
�!����# "� ��� �� �
� �
�!����# $��� �� �#�� ��� �� ���  ����� �
���
 ���"��������� �� �������� 	
� <�� ��� ��*��"������� ��� (� ��� ���� (# �
� !���� �� �
� ���Æ����� �� ���
��� � ��� �� �
� �+������� ���
 ������ �� �
� ��� �"����� ����� 9� �
� ���$
�� �� � %��&� �
� ���Æ����� ��
�� ��� ���# ���� �
� !����� 0� �� �� �? �
� ���Æ����� �� �� ��� ���# ���� �
� !����� 0� �� �? �
� ���Æ����� �� ��
��� ���# ���� �
� !����� 0� �� �� �� 	
��� �� $�� �
� ���$
�� �� �� � � ��"����(�� ���
 �
� ����� (���
��$�
�� �� ��Æ����� �� ������ ���$
�� ���
 � �����(� !���� �� �
� �������!� ��"������� �� ��� �

�(
���� ��" �
�
���� �� ���$
��� ��"(��� �
� �������$ ����� �$���� �� >����# ��!�� �
� �������$ ���� ����$ ;������� �� �
�� �
�

�$
��� ���$
� ��"�� >��;

��#��������#��%.�;�������%		�>�?
�#�&�����

$��������#������#�������

�(
����< ���  ���7 �

{�����}   
��#��������#��@.�;�������%		�>�?
�#�&�����

$��������#������#�������

�(
����< ���  ���7 �

{�����}   
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�������� 0 0 0 H H 0 H 0 H H 0 0 0 0 − 0 − − 0 0 H H 0 H 0 − − 0
�������� 0 0 0 0 H 0 0 H − 0 H − H − 0 − 0 0 0 0 − − 0 − − 0 0 H
�������� 0 0 0 0 H H 0 − 0 0 − 0 − 0 H 0 H H H H 0 0 H 0 0 H 0 H
���=���� H 0 0 0 0 0 H H 0 H 0 H 0 0 H 0 0 0 − − − − 0 0 H H H 0
�������� H H H 0 0 0 0 H H 0 H 0 H 0 − 0 − − 0 0 H H 0 H 0 − 0 −
�������� 0 0 H 0 0 0 0 0 H 0 0 − 0 − H − H H H H 0 0 H 0 0 0 H −
���=���� H 0 0 H 0 0 0 0 0 H H 0 0 H 0 0 H 0 H 0 H 0 − − − − − 0
���=���� 0 H − H H 0 0 0 0 0 H H H 0 H 0 0 0 − − − − 0 0 H H 0 H
�������� H − 0 0 H H 0 0 0 0 0 H 0 H − H − − 0 0 H H 0 H 0 0 − H
���=���� H 0 0 H 0 0 H 0 0 0 0 0 H 0 0 H 0 H 0 H 0 H H H H H H 0
���=���� 0 H − 0 H 0 H H 0 0 0 0 H H 0 0 H 0 H 0 H 0 − − − − 0 −
���=���� 0 − 0 H 0 − 0 H H 0 0 0 0 H H H 0 0 − − − − 0 0 H 0 H −
���=���� 0 H − 0 H 0 0 H 0 H H 0 0 0 0 H 0 H 0 H 0 H H H H H 0 H
���=���� 0 − 0 0 0 − H 0 H 0 H H 0 0 0 H H 0 H 0 H 0 − − − 0 − H
���==��� − 0 H H − H 0 H − 0 0 H 0 0 0 0 H H − − − − 0 0 0 H − H
���=���� 0 − 0 0 0 − 0 0 H H 0 H H H 0 0 0 H 0 H 0 H H H H 0 H −
���==��� − 0 H 0 − H H 0 − 0 H 0 0 H H 0 0 H H 0 H 0 − − 0 − H −
���==��� − 0 H 0 − H 0 0 − H 0 0 H 0 H H H 0 0 H 0 H H H 0 H − H
����=��� 0 0 H − 0 H H − 0 0 H − 0 H − 0 H 0 0 H H 0 − 0 − H − H
����=��� 0 0 H − 0 H 0 − 0 H 0 − H 0 − H 0 H H 0 0 H H 0 H − H −
����=��� H − 0 − H 0 H − H 0 H − 0 H − 0 H 0 H 0 0 H 0 − H − H −
����=��� H − 0 − H 0 0 − H H 0 − H 0 − H 0 H 0 H H 0 0 H − H − H
��=�=��� 0 0 H 0 0 H − 0 0 H − 0 H − 0 H − H − H 0 0 0 H − H − H
��=�=��� H − 0 0 H 0 − 0 H H − 0 H − 0 H − H 0 0 − H H 0 H − H −
��=.=��� 0 − 0 H 0 0 − H 0 H − H H − 0 H 0 0 − H H − − H 0 H − H
��=.���� − 0 H H − 0 − H 0 H − 0 H 0 H 0 − H H − − H H − H 0 H −
��=.�=�� − 0 0 H 0 H − 0 − H 0 H 0 − − H H − − H H − − H − H 0 H
��=.�=�� 0 H H 0 − − 0 H H 0 − − H H H − − H H − − H H − H − H 0

9�" 	�(�� � ��� ���� �
�� �
� ��� �� ���$
�� �� � %��& �� �#""����� 	
�� �(��!����� �� ������(� ����
�
� ���$��$� �� ������� �
�!����# "� ���� �� �������� �!�# ���$
� � 
�� � ����	
��� ��������� � ���
 �
��
�
�� ��" � H � ������ �
� "�+�"�� ��� �� ��� 	
��� �� ���� (� "�� ���!������ �� �� �� ��"(� �
� ���$
��
��� (# �
� ��"(�� ��" � �� �.� (�� (# �
� ��"(�� �� �� 
 
 
 � ���−��� 
 
 
 �−��−�� 9� ���������� ���!�������
�� ����� ���� � ������ �� −�� 	
� �������$ ���$
� ��"(���$� �� �������� �� 	�(�� ��

6. The matrix of signs

E�� �� �� ��� ��� �� �+�������# ��������� �
� ��(��� �� ������ ������� ��������� �� �
� ������������ � %��&
�� �
� �
��� �� ��� ���"���� �� �
�� ������������� 2� ������ �� ��������� �
� ������� ��������� �� �
�
-�� ��$�(� �� �#�� �� ������ !�� �� �� ����!� ��$���
" �2�����) �� (# "���� �� �
� 9�����8J�� ���#���
5�������) � 	
� �������$ ��(�� �� ������� ��������� �� �� �� ��� ��� �� 	�(�� �� <� ��� ���� �� '��� ��
�
� ��(�� �� ������ ������� ��������� �� �
� "� ��� � %��& �� �(����� ��"��# (# �+������$ �
� �������� ���
��" �
� ��(�� �� ������� ��������� �� ��;
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#2���	
��������#��������  ���#������#�������)   �

{����.�}�{)���0.}  
	
� �������� #2�����>  �>�� �� ����� �+������ �
� ������� ��������� �� ��� 2�  �D�� ��" �
� ��������
�2 �� �
�� ��� �$�"���� �� �
� ���� �
�"���!�� ��
� �
�� �
�� ��������� �� �
� ���� �� ������!� ����� 	
�
�������$ ��(�� �� ��� ��� �� 	�(�� .�

<� �� �
� ������ �� �� ��� �� ����� �� 
�!� ���  �����# (���� ��(��� ��" �� ��������� !����� �� ������
2����� � �� ��������� ��� �������# ��$�� ����
� 	
�� ���  �4��� �� ��"�� ����� �
�� �
� ��"� ������������ ��
�
� �550�� 6� $��
� �
�� ���
 �� ����������� ������ (� ������(�# �+������ (# � 
�$
� ����� ���� �� �
�

� ��� ������� �� ���� �� �
� ������� ����"���� �� ������������# �� ��"���� ��$�(� �#���"��

<������#� ������# �� �� "�� ���!������ �� ��� �
� ��(�� �� ��$�� �� � ���$
��#  �D���� ��"� ��� �� �
� ��(�� ��
������ ������� ��������� (�� ��
� �� �
� ��
��� �� ����� ;

���#������&�����

#2�����#������#�������)  ���#������#��������  �

��#������#��������   �

{����0.}�{)���0.}  
<� ������ �� �
� ��(�� �� ������ ������� ��������� �
� ��� �� �
��
 �� �� �+� (# ����� �� �
� ����"��
�� �� �+� (# ���$
��� 
�� (��
 �
� ��� �� �
� ����"�� �� �� �+� (# ���$
�� �� �
� "� ��� � %��&� 	
�
���# �� �
�� "���+ �� �
� �������� %�� �& ������ �
� ���Æ����� ���
 �
��
 �
� ��� ���"��� ��� �
�� � A �−��
�  � �
� ��"(� �� �
� ����"� �� �
� ��"(� �� �
� ��� 	
� "���+ �� ��$�� �� ��� ��� �� 	�(�� /? ���
��(������� ��(��� ��# �� �
�� ����

7���� �� ��� ��� �
� ������ �� ��� ��"������� �� ���$
��; �
� ��
���� ���� �
� ��� ����� �� �
� <�*
(���
��$� �
� ��� ����� �� �
� ��*(���
��$� �� �
� ��� ����� �� �
� ��*(���
��$� <� �� 
�!� ���� #
"������� � 	�(�� � ����(���
�� �
� ������� ���� �� �
��� ��"��������

I����� �
�� �� ��"(� ���$
�� ������$ ���
 �
� 
�$
��� ���� 	
�� "���� �
�� 8 ���� ��" �
� ��"(���$
�� ��� �� ����"��C 8 �
� "���+ �� ��$��� ��� ��� �� 	�(�� 5 �� �(����� ��" �
� "���+ �� 	�(�� / (#
������$ �� �
� �������� ���
 �$� �� �
� ��	�  ��$����� 	
������ ���
 �
� �+������� �� ��"� �#��$��
��
 ������� 8 !����� \��2��� \������2��� ���� 8 	�(�� 5 �� �
� ��(�� ��" �� �
� ��������$ "���+;
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7. Elementary root unipotents
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8. An invariant quartic form
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-���
� ������� �� �50�� �.=�� �� �
� �����+� �� �� (����$���� �� � �
��� �� �
� 6�#� $��� �� �#�� � %��&�
<�������#� ������� ����� �� ������ � ���������� ���
 �
� �
�!����# $��� �� �#�� �� ������� 1 ����� �
�!����#
$���� ���� 
�!� (���  ����!�� �0 #��� ������

1As it stands, the explicit construction of the form in Cartan’s paper contains an error, but most probably this is merely a
misprint.
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���# �� �
��� �
�� �� �� ����!� (# �
� ��� ��($��� (�� �� ���	 ��� � ∈ L�

2� �� � �� �� ���# �� ��� �
�� �� ��# 
	
���	 %��� ��� ��� �
& �� ��� ���"����# ��� ��������� ) A ��%�&�
��� 
��

&���%)�
�� � )��� � )��� � )���& A &���%�

�� � ��� � ��� � ��� &


�����������#� �
�� �+��� ��� ����� 8 ��� ���� ��C 8 �� ���$
��� �� �
��
 �
� �$
�*
�� �� � �� 4��� �
����
�
� ����*
�� �� � �� ���� 9� ��������� ���� ��� ���$
�� ��� ��� ��� �
 ���
 �
�� �� H �� �� H �� �� H �� �
 − �
�� ���$
��� �� �
� �(�!� ��$
� ���$
�� ��" � ��(�� 2� ��
� �� �� �
� ������� ��$ ���$
�  ��$�" �� �
�
����� �� ��� �� �
�� ������ �� %<�� ��& %��� �����&� 	
�� ��� �� �
� ���$
�� ��� ��� �� �� � )����� ���
 �
�
��
� ��� ���$
��� ��#� '%��� ��& A '%��� ��& A �� �� �
��

&���%�
�� � ��� � ��� � ���& A 0


1� �
� ��
� 
�� � �+��� ��$ &���%)�
�� � )��� � )��� � )���& (# �������#� �� $�� � ��""�� �� �+����# ��� �� �
���

��""�� �� ��"��#� &���%�
����� ��� � ��� � ���&� ������� � �� � ���� � �� �� ����� �� ±�� 	
��� �
� ��" &���

�� ��� ��!����� �� � �
� ������ �� (�� �����# �� �
� �+�����������
2� ������ �
�� �� ��� ��$��� 1�� ���� 
��� �� ���� �
� ��������� (# �
����$ �� ����
� 6�#� �(�� ��

"���"����� 	
�� �� �������# �
�� �
� �	�� ���(�� ������ 2� �
� �(�!� �+�"���� �
����$ �� ����
� �(��
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���	 ��"��
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��� ��� ±� ������ �
�����#� �� �
���������� � �
��  ��� ��� "��� ������

E�!��
������ �� �
���������� �A � �
� �(�!� ����������� �� 	��	�
����� ������ �� �
� ����� �
�� ��  ����(��
�
� �	�	���
 ��� �� �
� ������ ��"� �
� ��� �
�� �������� �� � ������ �� ��� -�� �� >+ � (��� !���� ���
	
�� & %��� ∗� ∗� ∗& �������� �� ��� ����� �
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��� �� ��
"��� �
� �������$ ��" �*��!������ 	
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∗
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��$ ��� ��
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9. An invariant quartic form, continued
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��� ����� � �
� �
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 �D� (# ��""�� � �� �
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 ������ ��!������ 6� ��� �
� �� � �� ��=� �.� ��  ������ ������������� ������ �����"����� �� 
������

:��� �� ��� ��� ��� ���
 ����������� �� � �������	
��� ���*����� ��!����� ��" �� �
� "� ��� � %��&�
�
��
 ���� ���
��� ��# ���������� �� �
� �
���������� �� �
� $��� ��$ �� 2� �
� ���� �� � >�� ��
�
���������� �A �� �
� ������ ��" ��������� ���
 �
� ����	
����
��� �� �� ��" ������ �� ���
 �
� ��"
��������� (# ������ �� �� � ����� "��������

-�� g (� �
� -�� ��$�(� �� �#�� ��� I����� �
�� �
� ���	��
 �� � ��� �� �
� ���Æ����� �� ��� �� �
� �+�������
�� �
� ��� ���
 ������ �� �
� (��� �� ��� �"����� ���� �� ��� '���� �
� 
�$
��� ��� �� �� ������

* A �=.�=��
�

�

�
� ��*
��$
� ��� ���# ���� �
� !����� −��−�� 0� �� �� �� �
��  �>��� � Z*$� ��$ �� ���$�
 � �� g;

g A g−� ⊕ g−� ⊕ g� ⊕ g� ⊕ g�


E�"��#� �
� ��(����� �� g ������ (# �� ����� ���� g� �� �
� ���Æ����� �� � �� �� ������ �� 9��
�"��� g�
�������� �
� ����� ��(��$�(� h� 1(��!� �
�� �
� �.* �"�������� ����� g� 
�� �
� (��� �� ��� ���"����
��� �
�� � ��� �!� ��� ���� �� ��*
��$
� �� �� �
�� �� �
� ��"�� �
� ���$
�� �� �
� ������������ � %��&�
N���!�� �
� ������ g−� �� g� �� ���* �"��������� �� $������ (# �−
 �� �
� �������!��#�

	��� ��# ��� ���$
�� �� +� ,� Æ �� � %��& �� ����� � �
� ��""����� �����−
� ���� ���� �� �� �Æ�� 	
� ��� −*

�� ��*
��$
� −�� �
���� �
� ���� �� +� ,� Æ 
�!� ��*
��$
� �� 2� ������� �
�� �
� �������$ ���"��� ���� �� g��
�� � �
��� �� � "������� �� �
� ��>�� �%�� +� ,� Æ& (#

�����−
� ���� ���� �� �� �Æ� A �%�� +� ,� Æ&�



2� �� ���# �� ��� �
�� �%�� +� ,� Æ& ∈ Z� 	
� ���Æ������ �%�� +� ,� Æ&  �>�� � ���*����� ��" - �� � %��& �� �������;

-%%� �� �� .& A
∑

������Æ∈�
�%�� +� ,� Æ&%�����.Æ


7# ������������ �
�� ��" �� ��!����� �� � �
� ������ �� �� �� �
� "� ��� � %��&� 2� ��
� �� �� -%%� �� �� .& A
-%)%� )�� )�� ).& �� ��� %� �� �� . ∈ � %��& �� ��� ) ∈ �%��� �&�

������ (# & �
� �#""���4����� �� �
� ��" -�

& %%�� %�� %�� %
& A
∑
∈��

-%%���� %���� %���� %�
�&�

�� (# � �
� ��������� ������ ��"�
�%%& A & %%� %� %� %&


�����#� ��� �
� ���Æ������ �� �
� ��" � ��  �!���(�� (# .� 9�"���#  �!� ��$ �
� ��" � (# =C A �=� �� $�� �
��" �
��� ���Æ������ "�# �����(�# ������� � � = �� �
�  ���"������� 	
�� �� �������# �
# �
� �
����������
�  ��� ��� ��� �� ������ ��(��"� �� �
� ����#��� �� ����	
��� ������ ��!�������

I����� �
��

���� ��� A

⎧
⎪⎨
⎪⎩

�� �� �H + A 0?

/������ �� �H+∈��? ���� ��� A 〈�� +〉�� A � ������������ ?

0 ��
������

1(��!� �
�� �� � ��� ���� �� ���$
�� %�� +� ,� Æ& �� ���
 �
�� �%�� +� ,� Æ& �A 0� �
�� �H + H , H Æ A �*� -��
�� ���� ��� ����� ���
 �
��

�H + H , H Æ A �*� �H + �A *�
�	������ 9� � �$��� ��� ����� �
� ��"���"��� ���"���� ��  � ��� ���� �� �
� ������ �� ����������$ �
�
��""����� ��� ��  �>�� �%�� +� ,� Æ&;

�����−
� ���� ���� �� �� �Æ� A ���/−
���−
��� ���� �� �� �Æ�

A ��/−
��/−
�����−
���� � �� �� �Æ�

A �/−
��/−
����/−
�������−
������ � �Æ�

A /−
��/−
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������/−
�������Æ�
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���� (� ����� ���	������ 2� ��
� �� �� �� ��$��� ��� ���� 
�� �
� ��" %�� * − �� ,� *− ,&� 6� ����" �
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A �/−
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��/−
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E��� �� ��� ���� ��"�����$ �
� ���Æ������ �� �
� ��" -� 	� �
�� �� �� $������ �
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#�����������	��<7�	
������� 

�

����?
�#�	
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� �������� �� �
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���� �
� �������� �� −* �� �=0;
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������-�  

9�����#� �� �� �� � �������� �� ��"���� �
� ��"����� ��(�� �� ���Æ������

�
�((������$	����%���>�{}�{0.�0.�0.�0.} 
6� ���� >����$ �
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225



8
�������,�0.��99�

��	�����#�����#��2������  +

8
�������,�0.��99�

��������#�����#��2������  +

�
�((���������0������0���  �#2������
���	�� 

C#2������
������ 

C�����##2���������
9��	��������   

	
� �������$ ��" 
�� �5/.� ���4�� ���Æ������� ���== �� �
��
 ������� �� �$��� ��� ����� �� �.�=
������� �� �
� ��$��� ����� 1(!�����#� �� ������ ��� ��� �
� �+������ ��� ����� �+������� �� �
�� ��"

��� ����� 8 �� ���
 �� �
� ��"������� �� ���C 8 �
�� ���� ���� �(��� ��0 ����� ��$���
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��� 6�#� �(�� �� ���������  ���"����$ �
� 
�$
��� ���$
� �(�� �� �
� �.*
 �"�������� ������������� ��� �55�� 2� ��������� �
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Table 9. 	
� "���+ �� ��$�� �� � %��&; �
� ������ ��"������.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9
1
0

1
1

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

1
9

2
0

2
1

2
2

2
3

2
4

2
5

2
6

2
7

2
8

1 0 + − + − + + − − + + − − + + + − − 0 + + 0 − − 0 + + 0
2 + 0 + − + − − + + − − + + − − 0 + 0 + − 0 − + 0 + 0 0 −
3 − + 0 + − + + − − + + − 0 + 0 + 0 − + 0 + − 0 − + + 0 −
4 + − + 0 + − − + + − 0 0 + 0 − + + − + 0 + − 0 0 + 0 − 0

5 − + − + 0 + + − 0 0 + − + 0 − + 0 − + + 0 − 0 + 0 0 − +

6 + − + − + 0 0 0 + − + − + 0 − + 0 − + 0 0 − + 0 0 + 0 0
7 + − + − + 0 0 + + 0 + 0 + − 0 + − 0 + + − 0 0 + − 0 − +
8 − + − + − 0 + 0 0 + 0 + 0 − + 0 − + 0 + − + 0 + − 0 − +
9 − + − + 0 + + 0 0 + + 0 + − 0 + − 0 + 0 − 0 + 0 − + 0 0

10 + − + − 0 − 0 + + 0 0 + 0 − + 0 − + 0 0 − + + 0 − + 0 0

11 + − + 0 + + + 0 + 0 0 + + + 0 + 0 0 + − 0 0 + − 0 + 0 −
12 − + − 0 − − 0 + 0 + + 0 0 + + 0 0 + 0 − 0 + + − 0 + 0 −
13 − + 0 + + + + 0 + 0 + 0 0 0 + + + 0 + + 0 0 − 0 0 0 − 0
14 + − + 0 0 0 − − − − + + 0 0 0 0 + 0 0 − + 0 + − + + 0 −
15 + − 0 − − − 0 + 0 + 0 + + 0 0 0 + + 0 + 0 + − 0 0 0 − 0

16 + 0 + + + + + 0 + 0 + 0 + 0 0 0 0 + + 0 + 0 0 + 0 − + 0
17 − + 0 + 0 0 − − − − 0 0 + + + 0 0 0 0 + + 0 − 0 + 0 − 0
18 − 0 − − − − 0 + 0 + 0 + 0 0 + + 0 0 0 0 + + 0 + 0 − + 0
19 0 + + + + + + 0 + 0 + 0 + 0 0 + 0 0 0 0 0 + 0 0 + 0 0 +
20 + − 0 0 + 0 + + 0 0 − − + − + 0 + 0 0 0 0 0 + + 0 0 − +

21 + 0 + + 0 0 − − − − 0 0 0 + 0 + + + 0 0 0 0 0 + + − + 0
22 0 − − − − − 0 + 0 + 0 + 0 0 + 0 0 + + 0 0 0 0 0 + 0 0 +
23 − + 0 0 0 + 0 0 + + + + − + − 0 − 0 0 + 0 0 0 0 0 + 0 0
24 − 0 − 0 + 0 + + 0 0 − − 0 − 0 + 0 + 0 + + 0 0 0 0 + + +
25 0 + + + 0 0 − − − − 0 0 0 + 0 0 + 0 + 0 + + 0 0 0 0 0 +

26 + 0 + 0 0 + 0 0 + + + + 0 + 0 − 0 − 0 0 − 0 + + 0 0 0 0
27 + 0 0 − − 0 − − 0 0 0 0 − 0 − + − + 0 − + 0 0 + 0 0 0 0
28 0 − − 0 + 0 + + 0 0 − − 0 − 0 0 0 0 + + 0 + 0 + + 0 0 0

2
8

2
7

2
6

2
5

2
4

2
3

2
2

2
1

2
0

1
9

1
8

1
7

1
6

1
5

1
4

1
3

1
2

1
1

1
0 9 8 7 6 5 4 3 2 1

1 − 0 0 + 0 0 − 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 + + 0 − 0 0 + 0 0 − 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 0 + 0 0 0 + 0 0 − 0 0 + 0 − 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 + 0 − 0 + + 0 0 − 0 0 0 0 0 + 0 − + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 0 0 − + 0 + 0 + 0 0 0 − 0 0 + 0 0 0 − + 0 0 0 0 0 0 0 0

6 − + 0 + − 0 0 + + 0 0 − 0 0 + 0 0 0 0 0 − + 0 0 0 0 0 0
7 0 0 − 0 0 + + 0 0 0 + 0 0 − 0 0 + 0 − 0 0 0 + 0 0 0 0 0
8 0 0 − 0 0 + 0 0 0 + 0 0 + 0 0 − 0 + 0 − 0 0 + 0 0 0 0 0
9 − + 0 0 − 0 + 0 + 0 + 0 0 − 0 0 + 0 0 0 − 0 0 + 0 0 0 0

10 − + 0 0 − 0 0 0 + + 0 0 + 0 0 − 0 + 0 0 0 − 0 + 0 0 0 0

11 0 + 0 − 0 0 + − 0 0 + + 0 − 0 0 0 0 + 0 − 0 0 0 + 0 0 0
12 0 + 0 − 0 0 0 − 0 + 0 + + 0 0 − 0 0 0 + 0 − 0 0 + 0 0 0
13 + 0 − − + 0 + − 0 0 + 0 0 0 + 0 − 0 + 0 − 0 0 0 0 + 0 0
14 0 + 0 0 0 0 − 0 0 + − 0 + + 0 − 0 0 0 0 0 0 + − + 0 0 0
15 + 0 − − + 0 0 − 0 + 0 0 + 0 + 0 0 − 0 + 0 − 0 0 0 + 0 0

16 − 0 0 + 0 − − 0 + 0 0 − 0 + + 0 − 0 + 0 − 0 0 0 0 0 + 0
17 + 0 − 0 + 0 − 0 0 + − 0 + 0 0 0 + − 0 0 0 0 + − 0 + 0 0
18 − 0 0 + 0 − 0 0 + − 0 − 0 0 + + 0 − 0 + 0 − 0 0 0 0 + 0

19 0 − + 0 − + 0 + − 0 − + 0 − − 0 + 0 − 0 + 0 0 0 0 0 0 +
20 0 0 − + 0 0 − + 0 + − 0 + 0 0 0 0 0 + − 0 0 + 0 − + 0 0

21 − 0 0 0 0 − + 0 + − 0 0 0 − 0 + + − 0 0 0 0 + − 0 0 + 0
22 0 − + 0 − + 0 + − 0 0 + − 0 − − 0 + 0 − 0 + 0 0 0 0 0 +
23 − + 0 + − 0 − + 0 + − 0 + 0 0 0 0 0 0 0 + − 0 + − + 0 0
24 0 0 0 − 0 − + 0 0 − 0 + 0 − 0 + 0 0 + − 0 0 + 0 − 0 + 0
25 0 − + 0 − + 0 0 − 0 + 0 − + 0 − − + 0 0 0 0 − + 0 0 0 +

26 + + 0 − 0 0 + 0 − − 0 + 0 − 0 + 0 0 0 0 + − 0 + − 0 + 0
27 + 0 + + 0 − − 0 0 + 0 0 0 0 + 0 − + + − 0 0 + 0 0 − + 0
28 0 + + 0 0 + 0 − 0 0 + − − + 0 − 0 0 − + 0 0 − 0 + 0 0 +
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1 2 3 4 5 6 7 8 9
1
0

1
1

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

1
9

2
0

2
1

2
2

2
3

2
4

2
5

2
6

2
7

2
8

28 − 0 0 + 0 − 0 0 − − 0 0 + 0 + − + − 0 0 − 0 − 0 0 + + 0

27 0 + + 0 0 + 0 0 + + + + 0 + 0 0 0 0 − 0 0 − + 0 − + 0 +

26 0 + 0 − − 0 − − 0 0 0 0 − 0 − 0 − 0 + − 0 + 0 0 + 0 + +

25 + 0 0 0 + + 0 0 0 0 − − − 0 − + 0 + 0 + 0 0 + − 0 − + 0

24 0 − 0 + 0 − 0 0 − − 0 0 + 0 + 0 + 0 − 0 0 − − 0 − 0 0 0

23 0 0 + + + 0 + + 0 0 0 0 0 0 0 − 0 − + 0 − + 0 − + 0 − +

22 − 0 0 0 0 0 + 0 + 0 + 0 + − 0 − − 0 0 − + 0 − + 0 + − 0

21 0 + 0 0 + + 0 0 0 0 − − − 0 − 0 0 0 + + 0 + + 0 0 0 0 −
20 0 0 − − 0 + 0 0 + + 0 0 0 0 0 + 0 + − 0 + − 0 0 − − 0 0

19 + 0 0 0 0 0 0 + 0 + 0 + 0 + + 0 + − 0 + − 0 + − 0 − + 0

18 0 − 0 0 0 0 + 0 + 0 + 0 + − 0 0 − 0 − − 0 0 − 0 + 0 0 +

17 0 0 + 0 − − 0 0 0 0 + + 0 0 0 − 0 − + 0 0 + 0 + 0 + 0 −
16 0 + 0 0 0 0 0 + 0 + 0 + 0 + + 0 + 0 0 + 0 − + 0 − 0 0 −
15 0 0 − 0 0 0 − 0 − 0 − 0 0 + 0 + 0 0 − 0 − 0 0 − + − 0 +

14 0 0 0 + + + 0 0 0 0 0 0 + 0 + + 0 + − 0 0 − 0 0 0 0 + 0

13 0 0 + 0 0 0 0 − 0 − 0 − 0 − 0 0 0 + 0 0 + − 0 + − + 0 −
12 0 0 0 − 0 0 + 0 + 0 0 0 − 0 0 − + 0 + 0 + 0 0 0 − 0 − 0

11 0 0 0 + 0 0 0 + 0 + 0 0 0 0 − 0 − − 0 0 − + 0 0 + 0 + 0

10 0 0 0 0 − 0 − 0 0 0 + 0 + 0 0 + 0 0 − + 0 0 0 + 0 0 + −
9 0 0 0 0 + 0 0 − 0 0 0 + 0 0 + 0 0 + 0 − 0 − 0 − 0 0 − +

8 0 0 0 0 0 − 0 0 − 0 − 0 − 0 0 − 0 0 + 0 0 0 + 0 0 + 0 0

7 0 0 0 0 0 + 0 0 0 − 0 − 0 0 − 0 0 − 0 0 0 + − 0 0 − 0 0

6 0 0 0 0 0 0 + + 0 0 0 0 0 + 0 0 + 0 0 + + 0 0 + − 0 + −
5 0 0 0 0 0 0 0 0 + + 0 0 0 − 0 0 − 0 0 0 − 0 + 0 + + 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + + 0 + 0 0 0 0 0 − 0 0 − − 0 − 0 +

3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 + 0 + 0 0 + 0 0 + 0 0 0 − 0

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 + 0 0 + 0 0 + 0 + + 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 + 0 0 + 0 0 +

2
8

2
7

2
6

2
5

2
4

2
3

2
2

2
1

2
0

1
9

1
8

1
7

1
6

1
5

1
4

1
3

1
2

1
1

1
0 9 8 7 6 5 4 3 2 1

28 0 0 0 + + 0 − 0 − + 0 0 0 0 + 0 − + 0 0 + − 0 + 0 − + 0

27 0 0 0 0 + 0 0 − + 0 + − − + 0 − 0 0 0 0 − + 0 − + 0 0 +

26 0 0 0 0 + + 0 + 0 0 − 0 + 0 − 0 + − − + 0 0 − 0 0 + 0 +

25 + 0 0 0 0 0 + + 0 − 0 − 0 0 + 0 0 0 − + + − 0 0 + − + 0

24 + + + 0 0 0 0 + + 0 − 0 + 0 − 0 + − 0 0 − + 0 − 0 + 0 +

23 0 0 + 0 0 0 0 0 + 0 0 + 0 − + + − + + − 0 0 + 0 0 0 + +

22 − 0 0 + 0 0 0 0 0 + + 0 0 − 0 0 + 0 − 0 + 0 + − + − + 0

21 0 − + + + 0 0 0 0 0 + + − 0 − 0 0 0 + − − + 0 0 − + 0 +

20 − + 0 0 + + 0 0 0 0 0 + 0 − + + − + 0 0 + − 0 + 0 0 + +

19 + 0 0 − 0 0 + 0 0 0 0 0 + 0 0 − 0 + 0 − 0 + + − + − + 0

18 0 + − 0 − 0 + + 0 0 0 0 + + 0 0 − 0 + 0 − 0 − + − + 0 +

17 0 − 0 − 0 + 0 + + 0 0 0 0 + + − 0 0 − + + − 0 0 + 0 + +

16 0 − + 0 + 0 0 − 0 + + 0 0 0 0 + 0 − 0 + 0 − − + − + 0 +

15 0 + 0 0 0 − − 0 − 0 + + 0 0 0 + + 0 − 0 + 0 + − + 0 + +

14 + 0 − + − + 0 − + 0 0 + 0 0 0 0 + − + − − + 0 0 0 + + +

13 0 − 0 0 0 + 0 0 + − 0 − + + 0 0 0 + 0 − 0 + + − + 0 + +

12 − 0 + 0 + − + 0 − 0 − 0 0 + + 0 0 + + 0 − 0 − + 0 + + +

11 + 0 − 0 − + 0 0 + + 0 0 − 0 − + + 0 0 + 0 − − + 0 + + +

10 0 0 − − 0 + − + 0 0 + − 0 − + 0 + 0 0 + + 0 + 0 + + + +

9 0 0 + + 0 − 0 − 0 − 0 + + 0 − − 0 + + 0 0 + + 0 + + + +

8 + − 0 + − 0 + − + 0 − + 0 + − 0 − 0 + 0 0 + 0 + + + + +

7 − + 0 − + 0 0 + − + 0 − − 0 + + 0 − 0 + + 0 0 + + + + +

6 0 0 − 0 0 + + 0 0 + − 0 − + 0 + − − + + 0 0 0 + + + + +

5 + − 0 0 − 0 − 0 + − + 0 + − 0 − + + 0 0 + + + 0 + + + +

4 0 + 0 + 0 0 + − 0 + − + − + 0 + 0 0 + + + + + + 0 + + +

3 − 0 + − + 0 − + 0 − + 0 + 0 + 0 + + + + + + + + + 0 + +

2 + 0 0 + 0 + + 0 + + 0 + 0 + + + + + + + + + + + + + 0 +

1 0 + + 0 + + 0 + + 0 + + + + + + + + + + + + + + + + + 0
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� ������ ��"������.
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Table 11. 	
� "���+ �� ��$�� �� � %��&; �
� <�*��"������.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1
0

1
1

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

1
9

2
0

2
1

2
2

2
3

2
4

2
5

2
6

2
7

2
8

1 0 + − + − + − + − + + − − + + + − − 0 + + 0 − 0 + 0 0 0
2 + 0 + − + − + − + − − + + − − 0 + 0 + − 0 − 0 + 0 − + 0
3 − + 0 + − + − + − + + − 0 + 0 + 0 − + 0 + − − + 0 − 0 +
4 + − + 0 + − + − + − 0 0 + 0 − + + − + 0 + − 0 + − 0 − +
5 − + − + 0 + − + 0 0 + − + 0 − + 0 − + + 0 − + 0 − + − +

6 + − + − + 0 + 0 + 0 + 0 + − 0 + − 0 + + − 0 + − − + − +
7 − + − + − + 0 0 0 + 0 + 0 − + 0 − + 0 + − + + − − + − +
8 + − + − + 0 0 0 + − + − + 0 − + 0 − + 0 0 − 0 0 0 0 0 0
9 − + − + 0 + 0 + 0 + + 0 + − 0 + − 0 + 0 − 0 0 − 0 0 0 0

10 + − + − 0 0 + − + 0 0 + 0 − + 0 − + 0 0 − + 0 − 0 0 0 0

11 + − + 0 + + 0 + + 0 0 + + + 0 + 0 0 + − 0 0 − 0 0 − 0 0
12 − + − 0 − 0 + − 0 + + 0 0 + + 0 0 + 0 − 0 + − 0 0 − 0 0
13 − + 0 + + + 0 + + 0 + 0 0 0 + + + 0 + + 0 0 0 0 − 0 − 0
14 + − + 0 0 − − 0 − − + + 0 0 0 0 + 0 0 − + 0 − + 0 − 0 0

15 + − 0 − − 0 + − 0 + 0 + + 0 0 0 + + 0 + 0 + 0 0 − 0 − 0

16 + 0 + + + + 0 + + 0 + 0 + 0 0 0 0 + + 0 + 0 + 0 + 0 0 −
17 − + 0 + 0 − − 0 − − 0 0 + + + 0 0 0 0 + + 0 0 + − 0 − 0
18 − 0 − − − 0 + − 0 + 0 + 0 0 + + 0 0 0 0 + + + 0 + 0 0 −
19 0 + + + + + 0 + + 0 + 0 + 0 0 + 0 0 0 0 0 + 0 + 0 + + +
20 + − 0 0 + + + 0 0 0 − − + − + 0 + 0 0 0 0 0 + 0 − + − 0

21 + 0 + + 0 − − 0 − − 0 0 0 + 0 + + + 0 0 0 0 + + + 0 0 −
22 0 − − − − 0 + − 0 + 0 + 0 0 + 0 0 + + 0 0 0 0 + 0 + + +
23 − 0 − 0 + + + 0 0 0 − − 0 − 0 + 0 + 0 + + 0 0 0 + + 0 −
24 0 + + + 0 − − 0 − − 0 0 0 + 0 0 + 0 + 0 + + 0 0 0 + + +
25 + 0 0 − − − − 0 0 0 0 0 − 0 − + − + 0 − + 0 + 0 0 0 + −
26 0 − − 0 + + + 0 0 0 − − 0 − 0 0 0 0 + + 0 + + + 0 0 + +
27 0 + 0 − − − − 0 0 0 0 0 − 0 − 0 − 0 + − 0 + 0 + + + 0 +
28 0 0 + + + + + 0 0 0 0 0 0 0 0 − 0 − + 0 − + − + − + + 0
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1
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1
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1
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1
0 9 8 7 6 5 4 3 2 1

1 − + − 0 + 0 − 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 + 0 0 + 0 − 0 + 0 0 − 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 0 + 0 + 0 0 0 0 − 0 0 + 0 − 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 0 0 + 0 0 + 0 0 − 0 0 0 0 0 + 0 − + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

5 0 0 0 0 + 0 0 + 0 0 0 − 0 0 + 0 0 0 − + 0 0 0 0 0 0 0 0

6 0 0 0 0 0 0 + 0 0 0 + 0 0 − 0 0 + 0 − 0 + 0 0 0 0 0 0 0
7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 + 0 0 − 0 + 0 − + 0 0 0 0 0 0 0
8 + + − + + − 0 + + 0 0 − 0 0 + 0 0 0 0 0 0 − + 0 0 0 0 0
9 + + − + 0 − + 0 + 0 + 0 0 − 0 0 + 0 0 0 0 − 0 + 0 0 0 0

10 + + − + 0 − 0 0 + + 0 0 + 0 0 − 0 + 0 0 0 0 − + 0 0 0 0

11 + + 0 + − 0 + − 0 0 + + 0 − 0 0 0 0 + 0 0 − 0 0 + 0 0 0
12 + + 0 + − 0 0 − 0 + 0 + + 0 0 − 0 0 0 + 0 0 − 0 + 0 0 0
13 − 0 + 0 − + + − 0 0 + 0 0 0 + 0 − 0 + 0 0 − 0 0 0 + 0 0
14 + + 0 + 0 0 − 0 0 + − 0 + + 0 − 0 0 0 0 + 0 0 − + 0 0 0
15 − 0 + 0 − + 0 − 0 + 0 0 + 0 + 0 0 − 0 + 0 0 − 0 0 + 0 0

16 0 − − 0 + 0 − 0 + 0 0 − 0 + + 0 − 0 + 0 0 − 0 0 0 0 + 0
17 − 0 + 0 0 + − 0 0 + − 0 + 0 0 0 + − 0 0 + 0 0 − 0 + 0 0
18 0 − − 0 + 0 0 0 + − 0 − 0 0 + + 0 − 0 + 0 0 − 0 0 0 + 0
19 0 0 0 − 0 − 0 + − 0 − + 0 − − 0 + 0 − 0 0 + 0 0 0 0 0 +
20 + 0 0 0 + 0 − + 0 + − 0 + 0 0 0 0 0 + − + 0 0 0 − + 0 0

21 0 − − 0 0 0 + 0 + − 0 0 0 − 0 + + − 0 0 + 0 0 − 0 0 + 0
22 0 0 0 − 0 − 0 + − 0 0 + − 0 − − 0 + 0 − 0 0 + 0 0 0 0 +
23 0 + 0 0 − 0 + 0 0 − 0 + 0 − 0 + 0 0 + − + 0 0 0 − 0 + 0
24 0 0 0 − 0 − 0 0 − 0 + 0 − + 0 − − + 0 0 − 0 0 + 0 0 0 +
25 0 0 + 0 + 0 − 0 0 + 0 0 0 0 + 0 − + + − + 0 0 0 0 − + 0

26 0 0 0 + 0 0 0 − 0 0 + − − + 0 − 0 0 − + − 0 0 0 + 0 0 +
27 0 0 0 0 0 + 0 + 0 0 − 0 + 0 − 0 + − − + − 0 0 0 0 + 0 +
28 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 + 0 − + + − + + − + 0 0 0 0 0 + +

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1
0

1
1

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

1
9

2
0

2
1

2
2

2
3

2
4

2
5

2
6

2
7

2
8

28 − + 0 0 0 0 0 + + + + + − + − 0 − 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0

27 + 0 + 0 0 0 0 + + + + + 0 + 0 − 0 − 0 0 − 0 + 0 0 0 0 0

26 − 0 0 + 0 0 0 − − − 0 0 + 0 + − + − 0 0 − 0 0 0 + 0 0 0

25 0 + + 0 0 0 0 + + + + + 0 + 0 0 0 0 − 0 0 − 0 − 0 + 0 0

24 + 0 0 0 + 0 0 + 0 0 − − − 0 − + 0 + 0 + 0 0 − 0 + 0 0 0

23 0 − 0 + 0 0 0 − − − 0 0 + 0 + 0 + 0 − 0 0 − 0 − 0 0 + 0

22 − 0 0 0 0 + 0 0 + 0 + 0 + − 0 − − 0 0 − + 0 + 0 − 0 0 0

21 0 + 0 0 + 0 0 + 0 0 − − − 0 − 0 0 0 + + 0 + 0 0 0 − + 0

20 0 0 − − 0 0 0 + + + 0 0 0 0 0 + 0 + − 0 + − 0 − 0 0 0 +

19 + 0 0 0 0 0 + 0 0 + 0 + 0 + + 0 + − 0 + − 0 − 0 + 0 0 0

18 0 − 0 0 0 + 0 0 + 0 + 0 + − 0 0 − 0 − − 0 0 0 + 0 + − 0

17 0 0 + 0 − 0 0 − 0 0 + + 0 0 0 − 0 − + 0 0 + + 0 0 − 0 +

16 0 + 0 0 0 0 + 0 0 + 0 + 0 + + 0 + 0 0 + 0 − 0 − 0 − + 0

15 0 0 − 0 0 − 0 0 − 0 − 0 0 + 0 + 0 0 − 0 − 0 − + 0 + 0 −
14 0 0 0 + + 0 0 + 0 0 0 0 + 0 + + 0 + − 0 0 − 0 0 + 0 − +

13 0 0 + 0 0 0 − 0 0 − 0 − 0 − 0 0 0 + 0 0 + − + − 0 − 0 +

12 0 0 0 − 0 + 0 0 + 0 0 0 − 0 0 − + 0 + 0 + 0 0 − − 0 + −
11 0 0 0 + 0 0 + 0 0 + 0 0 0 0 − 0 − − 0 0 − + 0 + + 0 − +

10 0 0 0 0 − − 0 0 0 0 + 0 + 0 0 + 0 0 − + 0 0 + 0 + − − +

9 0 0 0 0 + 0 − 0 0 0 0 + 0 0 + 0 0 + 0 − 0 − − 0 − + + −
8 0 0 0 0 0 + + 0 0 0 0 0 0 + 0 0 + 0 0 + + 0 + − + − − +

7 0 0 0 0 0 0 0 − − 0 − 0 − 0 0 − 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0

6 0 0 0 0 0 0 0 + 0 − 0 − 0 0 − 0 0 − 0 0 0 + 0 0 0 0 0 0

5 0 0 0 0 0 0 0 0 + + 0 0 0 − 0 0 − 0 0 0 − 0 0 + 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + + 0 + 0 0 0 0 0 − 0 0 − 0 0 + 0 0

3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 + 0 + 0 0 + 0 0 0 0 − 0 + 0

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 + 0 0 + 0 + 0 + 0 0 +

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 + 0 + 0 + + +
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28 0 + − + + − − + 0 + − 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 + − + − + 0 0

27 + 0 + + − 0 + 0 − − 0 + 0 − 0 + 0 0 0 0 0 + − + − 0 + 0

26 − + 0 0 + + − 0 − + 0 0 0 0 + 0 − + 0 0 0 + − + 0 − + 0

25 + + 0 0 0 + 0 − + 0 + − − + 0 − 0 0 0 0 0 − + − + 0 0 +

24 + − + 0 0 0 + + 0 − 0 − 0 0 + 0 0 0 − + 0 + − 0 + − + 0

23 − 0 + + 0 0 0 + + 0 − 0 + 0 − 0 + − 0 0 0 − + − 0 + 0 +

22 − + − 0 + 0 0 0 0 + + 0 0 − 0 0 + 0 − 0 + + 0 − + − + 0

21 + 0 0 − + + 0 0 0 0 + + − 0 − 0 0 0 + − 0 − + 0 − + 0 +

20 0 − − + 0 + 0 0 0 0 0 + 0 − + + − + 0 0 0 + − + 0 0 + +

19 + − + 0 − 0 + 0 0 0 0 0 + 0 0 − 0 + 0 − + 0 + − + − + 0

18 − 0 0 + 0 − + + 0 0 0 0 + + 0 0 − 0 + 0 − − 0 + − + 0 +

17 0 + 0 − − 0 0 + + 0 0 0 0 + + − 0 0 − + 0 + − 0 + 0 + +

16 + 0 0 − 0 + 0 − 0 + + 0 0 0 0 + 0 − 0 + − 0 − + − + 0 +

15 0 − 0 + 0 0 − 0 − 0 + + 0 0 0 + + 0 − 0 + + 0 − + 0 + +

14 0 0 + 0 + − 0 − + 0 0 + 0 0 0 0 + − + − 0 − + 0 0 + + +

13 0 + 0 − 0 0 0 0 + − 0 − + + 0 0 0 + 0 − + 0 + − + 0 + +

12 0 0 − 0 0 + + 0 − 0 − 0 0 + + 0 0 + + 0 − − 0 + 0 + + +

11 0 0 + 0 0 − 0 0 + + 0 0 − 0 − + + 0 0 + − 0 − + 0 + + +

10 0 0 0 0 − 0 − + 0 0 + − 0 − + 0 + 0 0 + + + 0 0 + + + +

9 0 0 0 0 + 0 0 − 0 − 0 + + 0 − − 0 + + 0 + 0 + 0 + + + +

8 0 0 0 0 0 0 + 0 0 + − 0 − + 0 + − − + + 0 0 0 + + + + +

7 + + + − + − + − + 0 − + 0 + − 0 − 0 + 0 0 0 + + + + + +

6 − − − + − + 0 + − + 0 − − 0 + + 0 − 0 + 0 + 0 + + + + +

5 + + + − 0 − − 0 + − + 0 + − 0 − + + 0 0 + + + 0 + + + +

4 − − 0 + + 0 + − 0 + − + − + 0 + 0 0 + + + + + + 0 + + +

3 + 0 − 0 − + − + 0 − + 0 + 0 + 0 + + + + + + + + + 0 + +

2 0 + + 0 + 0 + 0 + + 0 + 0 + + + + + + + + + + + + + 0 +

1 0 0 0 + 0 + 0 + + 0 + + + + + + + + + + + + + + + + + 0

Table 12. I��� ���"����; �
� <�*��"������.
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�

A ���� H �	��� − ����� H ������ H ��	��� − ������ − ������ H �����	 H ������ − ����� H ����	 H ����
�������

�
A ���� H ����� H ����� H ��
��	 H ������ H ������ H ������ H ������ H ��	��
 H ����� H ����� H ����

�������
�

A ���� H ����� − �����
 − ������ − ��	��� − ������ − ������ − �����	 − ������ − ��
��� H ����� H ����
�������

�
A −����� − �
��	 H ����� H ����� H �����
 H ������ − ������ − ��
��� − ����� − ����� H ��	�
 H �����

�������
�

A −����� − �	��� − ����� H ������ H ������ − ������ H ������ − ������ − ������ H ����� H ����	 H �����
�������

�
A −���� − ����� − ����
 − ������ − ������ − ������ H ������ H ������ H ������ H ��
�� H ����� H ����

�������
�

A −����� H �
��� H ����� H ������ − ��	��
 H ������ − ������ H ��
��	 − ������ − ����� − ����
 H �����
�������

�
A −���� H �	��� − ����
 H �����	 H ��	��� H ������ − ������ − �����	 − ��	��� H ��
�� − ����	 H ����

�������
�

A ����
 H �
��� H �	��� H ����� − ������ − ������ − ������ − ������ H ����� H ����	 H ����
 H ��
��
�������

�
A ����� − �
��� H ����� H ����� − �����
 H ������ H ������ − ��
��� H ����� H ����� − ����
 H �����

�������
�

A ����� − �	��� − ����
 H �����	 H ������ H ������ H ������ H ������ H ��	��� − ��
�� − ����	 H �����
�������

�
A ����� H ����� − ����	 − ������ − �����
 − �����
 − ��
��� − ��
��� − ������ − ��	�� H ����� H �����

�������
�

A ����� H �
��� H ����� H �����	 − ��	��� − ������ − ������ − �����	 H ��	��� H ����� H ����
 H �����
�������

�
A −����
 H �
��� H �	��� H ����� H ������ − �����	 H ��	��� − ������ − ����� − ����	 − ����
 H ��
��

�������
�

A −����	 − ����� − ����	 − ����� − �����
 − �����
 H ��
��� H ��
��� H ����� H ��	�� H ����� H ��	��
�������

�
A −����� − �
��� H ����� H ����	 − ������ − ������ H ������ H ������ − ��	�� − ����� H ����
 H �����

�������
�

A −����� H ����� − ����� − ������ − ������ H �����
 − ��
��� H ������ H ������ H ����� − ����� H �����
�������

�
A ����� H ����� − �	��	 − ����� H ������ H ������ H ������ H ������ − ����� − ��	�	 H ����� H �����

�������
�

A ����
 H �
��
 H �	��� H ����	 H ������ H �����	 H ��	��� H ������ H ��	�� H ����	 H ��
�
 H ��
��
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�������
�

A ����	 − ����� − ����� − ����� − ������ H �����
 H ��
��� − ������ − ����� − ����� − ����� H ��	��
�������

�
A ����� H ����� H ����� H ������ H ������ H ��	��
 H ��
��	 H ������ H ������ H ����� H ����� H �����

�������
�

A −����� − ����� − �
��	 H ����
 H ����� − ������ H ������ − ����� − ��
�� H ��	�
 H ����� H �����
�������

�
A −����� H ����
 − �	��� − ����� H ������ − ������ H ������ − ������ H ����� H ����	 − ��
�� H �����

�������
�

A −����� − ����� H ����� H ����� H ������ H �����
 − ��
��� − ������ − ����� − ����� H ����� H �����
�������

�
A ����� H ����� H �
��� H �	��
 H ����� H ����� H ����� H ����� H ��
�	 H ����
 H ����� H �����

�������
�

A ����� − ����� − �
��� H ����� H ����� H ������ H ������ H ����� H ����� − ����
 − ����� H �����
�������

�
A ����� H ����
 H �	��� H ����� − �����	 − ������ − ������ − ��	��� H ����� H ����	 H ��
�� H �����

�������
�

A −����� H ����	 H �
��� H �	��� H ����� − ����� H ����� − ����� − ����	 − ����
 − ��	�� H �����
�������

�
A −����� − ����� H �
��� − ����� − ����	 H ������ − ������ H ��	�� H ����� − ����
 H ����� H �����

�������
�

A ����� H ����	 − �
��� − �	��� − ����	 − ����� − ����� − ��	�� − ����	 − ����
 H ��	�� H �����
�������

�
A ����	 H ����� H ����� H ����
 H ����� H ������ H ������ H ����� H ��
�� H ����� H ����� H ��	��

�������
�

A −����� − ����� − ����� H �	��
 H ����� − ����� H ����� − ����� − ��
�	 H ����� H ����� H �����
���
���

�
A ����
 H ����� H ����� H �
��
 − ����� − ���� − ���� − ����� H ��
�
 H ����� H ����� H ��
��

���
���
�

A −����� − ����� − ����	 − �
��� − �	��� − ���� H ���� H ����	 H ����
 H ��	�� H ����� H �����
���
���

�
A ����� H ����� H ����� H �
��� H �	�� H ���� H ���� H ���	 H ����
 H ����� H ����� H �����

Table 13. 	
� "���+ �� ��$�� �� � %��&; �
� ��*��"������.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9
1
0

1
1

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

1
9

2
0

2
1

2
2

2
3

2
4

2
5

2
6

2
7

2
8

1 0 + − + − + + − + − + 0 − + − + + − − + + 0 − − 0 + + 0
2 + 0 + − + − − + − + 0 + + − + − − + 0 − 0 − + 0 + 0 0 −
3 − + 0 + − + + − + 0 + + − + − + 0 0 − 0 + − 0 − + + 0 −
4 + − + 0 + − − + 0 + + + + − 0 0 − + − 0 + − 0 0 + 0 − 0

5 − + − + 0 + + 0 + + + + − 0 − 0 − 0 − + 0 − 0 + 0 0 − +

6 + − + − + 0 0 + + + + + 0 − − 0 − 0 − 0 0 − + 0 0 + 0 0
7 + − + − + 0 0 + + + + + + 0 0 − 0 − 0 + − 0 0 + − 0 − +
8 − + − + 0 + + 0 + + + + 0 + 0 − 0 − 0 0 − 0 + 0 − + 0 0
9 + − + 0 + + + + 0 + + + 0 0 + + 0 0 0 − 0 0 + − 0 + 0 −

10 − + 0 + + + + + + 0 + + 0 0 0 0 + + 0 + 0 0 − 0 0 0 − 0

11 + 0 + + + + + + + + 0 + 0 0 0 0 0 0 + 0 + 0 0 + 0 − + 0
12 0 + + + + + + + + + + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 + 0 0 +
13 − + − + − 0 + 0 0 0 0 0 0 + + − + − + + − + 0 + − 0 − +
14 + − + − 0 − 0 + 0 0 0 0 + 0 + − + − + 0 − + + 0 − + 0 0
15 − + − 0 − − 0 0 + 0 0 0 + + 0 + + 0 + − 0 + + − 0 + 0 −
16 + − + 0 0 0 − − + 0 0 0 − − + 0 0 + 0 − + 0 + − + + 0 −
17 + − 0 − − − 0 0 0 + 0 0 + + + 0 0 + + + 0 + − 0 0 0 − 0
18 − + 0 + 0 0 − − 0 + 0 0 − − 0 + + 0 0 + + 0 − 0 + 0 − 0
19 − 0 − − − − 0 0 0 0 + 0 + + + 0 + 0 0 0 + + 0 + 0 − + 0
20 + − 0 0 + 0 + 0 − + 0 0 + 0 − − + + 0 0 0 0 + + 0 0 − +

21 + 0 + + 0 0 − − 0 0 + 0 − − 0 + 0 + + 0 0 0 0 + + − + 0
22 0 − − − − − 0 0 0 0 0 + + + + 0 + 0 + 0 0 0 0 0 + 0 0 +
23 − + 0 0 0 + 0 + + − 0 0 0 + + + − − 0 + 0 0 0 0 0 + 0 0
24 − 0 − 0 + 0 + 0 − 0 + 0 + 0 − − 0 0 + + + 0 0 0 0 + + +
25 0 + + + 0 0 − − 0 0 0 + − − 0 + 0 + 0 0 + + 0 0 0 0 0 +

26 + 0 + 0 0 + 0 + + 0 − 0 0 + + + 0 0 − 0 − 0 + + 0 0 0 0
27 + 0 0 − − 0 − 0 0 − + 0 − 0 0 0 − − + − + 0 0 + 0 0 0 0
28 0 − − 0 + 0 + 0 − 0 0 + + 0 − − 0 0 0 + 0 + 0 + + 0 0 0

2
8

2
7

2
6

2
5

2
4

2
3

2
2

2
1

2
0

1
9

1
8

1
7

1
6

1
5

1
4

1
3

1
2

1
1

1
0 9 8 7 6 5 4 3 2 1

1 − 0 0 + 0 0 − 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 + + 0 − 0 0 + 0 − 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 0 + 0 0 0 + 0 0 − 0 + − 0 0 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 + 0 − 0 + + 0 0 − 0 0 0 + − 0 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0
5 0 0 − + 0 + 0 + 0 0 − 0 + 0 − 0 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0

6 − + 0 + − 0 0 + + 0 − 0 + 0 0 − 0 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0 0
7 0 0 − 0 0 + + 0 0 + 0 − 0 + − 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0
8 − + 0 0 − 0 + 0 + + 0 − 0 + 0 − 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 0 0
9 0 + 0 − 0 0 + − 0 + + − 0 0 + − 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 0

10 + 0 − − + 0 + − 0 + 0 0 + − + − 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0

11 − 0 0 + 0 − − 0 + 0 − + + − + − 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0
12 0 − + 0 − + 0 + − − + − − + − + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 +
13 0 0 − 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + + − + − 0 + 0 0 0 0 0
14 − + 0 0 − 0 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 + + − + 0 − 0 + 0 0 0 0
15 0 + 0 − 0 0 0 − 0 0 + 0 0 0 0 0 + + − 0 + − 0 0 + 0 0 0

16 0 + 0 0 0 0 − 0 0 − 0 + 0 0 0 0 + + − 0 0 0 + − + 0 0 0
17 + 0 − − + 0 0 − 0 0 0 0 + 0 0 0 + + 0 − + − 0 0 0 + 0 0
18 + 0 − 0 + 0 − 0 0 − 0 0 0 + 0 0 + + 0 − 0 0 + − 0 + 0 0

19 − 0 0 + 0 − 0 0 + 0 − 0 + 0 0 0 − 0 + − + − 0 0 0 0 + 0
20 0 0 − + 0 0 − + 0 − 0 0 0 0 + 0 + + 0 0 − 0 + 0 − + 0 0

21 − 0 0 0 0 − + 0 + 0 0 − 0 + 0 0 − 0 + − 0 0 + − 0 0 + 0
22 0 − + 0 − + 0 + − 0 + 0 − 0 0 0 0 − − + − + 0 0 0 0 0 +
23 − + 0 + − 0 − + 0 − 0 0 0 0 0 + + + 0 0 0 − 0 + − + 0 0
24 0 0 0 − 0 − + 0 0 0 + − 0 0 + 0 − 0 + 0 − 0 + 0 − 0 + 0
25 0 − + 0 − + 0 0 − + 0 + 0 − 0 0 0 − − + 0 0 − + 0 0 0 +

26 + + 0 − 0 0 + 0 − 0 + − 0 0 0 + − 0 + 0 0 − 0 + − 0 + 0
27 + 0 + + 0 − − 0 0 0 0 0 + − + 0 + 0 0 + − 0 + 0 0 − + 0
28 0 + + 0 0 + 0 − 0 + − + 0 0 − 0 0 − − 0 + 0 − 0 + 0 0 +
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1 2 3 4 5 6 7 8 9
1
0

1
1

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

1
9

2
0

2
1

2
2

2
3

2
4

2
5

2
6

2
7

2
8

28 − 0 0 + 0 − 0 − 0 + − 0 0 − 0 0 + + − 0 − 0 − 0 0 + + 0

27 0 + + 0 0 + 0 + + 0 0 − 0 + + + 0 0 0 0 0 − + 0 − + 0 +

26 0 + 0 − − 0 − 0 0 − 0 + − 0 0 0 − − 0 − 0 + 0 0 + 0 + +

25 + 0 0 0 + + 0 0 − − + 0 0 0 − 0 − 0 + + 0 0 + − 0 − + 0

24 0 − 0 + 0 − 0 − 0 + 0 − 0 − 0 0 + + 0 0 0 − − 0 − 0 0 0

23 0 0 + + + 0 + 0 0 0 − + + 0 0 0 0 0 − 0 − + 0 − + 0 − +

22 − 0 0 0 0 0 + + + + − 0 0 0 0 − 0 − 0 − + 0 − + 0 + − 0

21 0 + 0 0 + + 0 0 − − 0 + 0 0 − 0 − 0 0 + 0 + + 0 0 0 0 −
20 0 0 − − 0 + 0 + 0 0 + − 0 + 0 0 0 0 + 0 + − 0 0 − − 0 0

19 0 − 0 0 0 0 + + + + 0 − 0 0 0 − 0 − 0 − 0 0 − 0 + 0 0 +

18 0 0 + 0 − − 0 0 + 0 − + 0 0 + 0 0 0 − 0 0 + 0 + 0 + 0 −
17 0 0 − 0 0 0 − − − 0 + − 0 0 0 + 0 0 0 0 − 0 0 − + − 0 +

16 0 0 0 + + + 0 0 0 + + − 0 0 0 0 + 0 + 0 0 − 0 0 0 0 + 0

15 0 0 0 − 0 0 + + 0 − − + 0 0 0 0 0 + 0 0 + 0 0 0 − 0 − 0

14 0 0 0 0 − 0 − 0 + + + − 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 0 + 0 0 + −
13 0 0 0 0 0 − 0 − − − − + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 + 0 0

12 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + + + + + + − + − 0 + − 0 − + 0

11 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + + + + + + 0 + 0 − + 0 − 0 0 −
10 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 − − − − 0 0 + 0 + − 0 + − + 0 −
9 0 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 + + 0 0 − − − 0 − + 0 0 + 0 + 0

8 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 − 0 + 0 + 0 + − 0 − 0 − 0 0 − +

7 0 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 − − 0 − 0 − 0 0 + − 0 0 − 0 0

6 0 0 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0 + 0 0 + 0 + 0 + + 0 0 + − 0 + −
5 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0 + 0 − 0 − 0 0 − 0 + 0 + + 0 0

4 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0 + + 0 0 0 − 0 0 − − 0 − 0 +

3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0 0 + + 0 + 0 0 + 0 0 0 − 0

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 + 0 + 0 0 + 0 + + 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 + 0 0 +

2
8

2
7

2
6

2
5

2
4

2
3

2
2

2
1

2
0

1
9

1
8

1
7

1
6

1
5

1
4

1
3

1
2

1
1

1
0 9 8 7 6 5 4 3 2 1

28 0 0 0 + + 0 − 0 − 0 0 0 + − 0 + + 0 0 + 0 − 0 + 0 − + 0

27 0 0 0 0 + 0 0 − + + − + 0 0 0 − 0 − − 0 0 + 0 − + 0 0 +

26 0 0 0 0 + + 0 + 0 − 0 0 − + − 0 0 + 0 − + 0 − 0 0 + 0 +

25 + 0 0 0 0 0 + + 0 0 − 0 + 0 − + − 0 0 0 + − 0 0 + − + 0

24 + + + 0 0 0 0 + + − 0 0 − + 0 − 0 + 0 − 0 + 0 − 0 + 0 +

23 0 0 + 0 0 0 0 0 + 0 + − + − + 0 0 0 + + − 0 + 0 0 0 + +

22 − 0 0 + 0 0 0 0 0 + 0 − 0 + − + + 0 0 0 0 0 + − + − + 0

21 0 − + + + 0 0 0 0 + + 0 − 0 + − 0 − 0 0 − + 0 0 − + 0 +

20 − + 0 0 + + 0 0 0 0 + − + − 0 + 0 0 + + 0 − 0 + 0 0 + +

19 0 + − 0 − 0 + + 0 0 0 + 0 − + − 0 + 0 0 0 0 − + − + 0 +

18 0 − 0 − 0 + 0 + + 0 0 + + 0 − + 0 0 − 0 + − 0 0 + 0 + +

17 0 + 0 0 0 − − 0 − + + 0 0 + − + 0 0 + 0 0 0 + − + 0 + +

16 + 0 − + − + 0 − + 0 + 0 0 + + − 0 0 0 − − + 0 0 0 + + +

15 − 0 + 0 + − + 0 − − 0 + + 0 + − 0 0 0 + 0 0 − + 0 + + +

14 0 0 − − 0 + − + 0 + − − + + 0 + 0 0 0 0 + 0 + 0 + + + +

13 + − 0 + − 0 + − + − + + − − + 0 0 0 0 0 0 + 0 + + + + +

12 + 0 0 − 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + − + − + + − + − + 0

11 0 − + 0 + 0 0 − 0 + 0 0 0 0 0 0 + 0 + − + − − + − + 0 +

10 0 − 0 0 0 + 0 0 + 0 − + 0 0 0 0 − + 0 + − + + − + 0 + +

9 + 0 − 0 − + 0 0 + 0 0 0 − + 0 0 + − + 0 + − − + 0 + + +

8 0 0 + + 0 − 0 − 0 0 + 0 − 0 + 0 − + − + 0 + + 0 + + + +

7 − + 0 − + 0 0 + − 0 − 0 + 0 0 + + − + − + 0 0 + + + + +

6 0 0 − 0 0 + + 0 0 − 0 + 0 − + 0 + − + − + 0 0 + + + + +

5 + − 0 0 − 0 − 0 + + 0 − 0 + 0 + − + − + 0 + + 0 + + + +

4 0 + 0 + 0 0 + − 0 − + + 0 0 + + + − + 0 + + + + 0 + + +

3 − 0 + − + 0 − + 0 + 0 0 + + + + − + 0 + + + + + + 0 + +

2 + 0 0 + 0 + + 0 + 0 + + + + + + + 0 + + + + + + + + 0 +

1 0 + + 0 + + 0 + + + + + + + + + 0 + + + + + + + + + + 0
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Table 14. I��� ���"����; �
� ��*��"������.
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A ���� H ������ H ������ H ������ H �����
 H ������ H ������ H ��
��� H ������ H ������ H ������ H ����

�������
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A ���� H ������ H ������ H �����	 H ��
��� H ������ H ������ H �����
 H ��	��� H ������ H ������ H ����

�������
�

A −�	��� − ����
 H ����� H ������ H ������ H �����	 − ��	��� − ������ − ������ − ����� H ��
�� H ����	
�������

�
A −�
�� H ���� H �����	 − ������ − ������ − ��	��� H �����	 H ������ H ������ − ��	��� − ���� H ���


�������
�

A −�
�� H ���� − ��
��� H ������ H �����
 H ������ − ������ − ��
��� − ������ H �����
 − ���� H ���

�������

�
A −���	 H ����� H ��
��� − ������ H ������ H ��	��� − �����	 − ������ H ������ − �����
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A −���
 H ����� H ��	��� H ������ − ������ H ������ − ������ H ������ − ������ − �����	 − ����� H �
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�
A −���� H ������ H ������ H �����	 H ������ − ������ H ������ − ������ − ��	��� − ������ − ������ H ����
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�

A �
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 H ������ H ������ H ��
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�
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�

A ���� H ����� H ������ H ������ − ������ − ��	��
 − ��
��	 − ������ H ������ H ������ H ����� H ����
�������

�
A ���� H ����� − ��
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Table 15. 	
� "���+ �� ��$�� �� � %��&; �
� ��*��"������.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1
0

1
1

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

1
9

2
0

2
1

2
2

2
3

2
4

2
5

2
6

2
7

2
8

1 0 + − + − + + − − + + − − + + + − − + + − − + + − + − +
2 + 0 + − + − − + + − − + + − − 0 + 0 − 0 + 0 0 0 0 0 0 0
3 − + 0 + − + + − − + + − 0 + 0 + 0 − 0 + 0 − + 0 0 0 0 0
4 + − + 0 + − − + + − 0 0 + 0 − + + − 0 + 0 0 0 − + 0 0 0
5 − + − + 0 + + − 0 0 + − + 0 − + 0 − + 0 0 + 0 − 0 + 0 0

6 + − + − + 0 0 0 + − + − + 0 − + 0 − 0 0 + 0 + 0 − + 0 0
7 + − + − + 0 0 + + 0 + 0 + − 0 + − 0 + − 0 + 0 − 0 0 + 0
8 − + − + − 0 + 0 0 + 0 + 0 − + 0 − + + − 0 + 0 − 0 0 0 +
9 − + − + 0 + + 0 0 + + 0 + − 0 + − 0 0 − + 0 + 0 − 0 + 0

10 + − + − 0 − 0 + + 0 0 + 0 − + 0 − + 0 − + 0 + 0 − 0 0 +

11 + − + 0 + + + 0 + 0 0 + + + 0 + 0 0 − 0 + − + 0 0 − + 0
12 − + − 0 − − 0 + 0 + + 0 0 + + 0 0 + − 0 + − + 0 0 − 0 +
13 − + 0 + + + + 0 + 0 + 0 0 0 + + + 0 + 0 − 0 0 − + − + 0
14 + − + 0 0 0 − − − − + + 0 0 0 0 + 0 − + + − + 0 0 0 − +
15 + − 0 − − − 0 + 0 + 0 + + 0 0 0 + + + 0 − 0 0 − + − 0 +

16 + 0 + + + + + 0 + 0 + 0 + 0 0 0 0 + 0 + 0 + − + − + − 0
17 − + 0 + 0 0 − − − − 0 0 + + + 0 0 0 + + − 0 0 − + 0 − +
18 − 0 − − − − 0 + 0 + 0 + 0 0 + + 0 0 0 + 0 + − + − + 0 −
19 + − 0 0 + 0 + + 0 0 − − + − + 0 + 0 0 0 + + 0 − 0 + − +
20 + 0 + + 0 0 − − − − 0 0 0 + 0 + + + 0 0 0 + − + − 0 + −
21 − + 0 0 0 + 0 0 + + + + − + − 0 − 0 + 0 0 0 + 0 − + − +
22 − 0 − 0 + 0 + + 0 0 − − 0 − 0 + 0 + + + 0 0 + + 0 − + −
23 + 0 + 0 0 + 0 0 + + + + 0 + 0 − 0 − 0 − + + 0 0 + − + −
24 + 0 0 − − 0 − − 0 0 0 0 − 0 − + − + − + 0 + 0 0 + + − +
25 − 0 0 + 0 − 0 0 − − 0 0 + 0 + − + − 0 − − 0 + + 0 + − +

26 + 0 0 0 + + 0 0 0 0 − − − 0 − + 0 + + 0 + − − + + 0 + −
27 − 0 0 0 0 0 + 0 + 0 + 0 + − 0 − − 0 − + − + + − − + 0 +

28 + 0 0 0 0 0 0 + 0 + 0 + 0 + + 0 + − + − + − − + + − + 0
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2 + − + − + + − 0 + 0 − 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 + − + − + 0 0 + 0 − 0 + 0 − 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 + − + 0 0 − + + 0 − 0 0 0 0 + 0 − + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

5 + − 0 + 0 − 0 + + 0 0 − 0 0 + 0 0 0 − + 0 0 0 0 0 0 0 0

6 + − 0 0 + 0 − 0 + + 0 − 0 0 + 0 0 0 0 0 − + 0 0 0 0 0 0
7 + 0 − + 0 − 0 + 0 0 + 0 0 − 0 0 + 0 − 0 0 0 + 0 0 0 0 0
8 0 + − + 0 − 0 + 0 0 0 0 + 0 0 − 0 + 0 − 0 0 + 0 0 0 0 0
9 + 0 − 0 + 0 − 0 0 + + 0 0 − 0 0 + 0 0 0 − 0 0 + 0 0 0 0

10 0 + − 0 + 0 − 0 0 + 0 0 + 0 0 − 0 + 0 0 0 − 0 + 0 0 0 0

11 + 0 0 − + 0 0 0 − 0 + + 0 − 0 0 0 0 + 0 − 0 0 0 + 0 0 0
12 0 + 0 − + 0 0 0 − 0 0 + + 0 0 − 0 0 0 + 0 − 0 0 + 0 0 0
13 + 0 0 0 0 − + 0 − 0 + 0 0 0 + 0 − 0 + 0 − 0 0 0 0 + 0 0
14 0 0 + − + 0 0 0 0 0 − 0 + + 0 − 0 0 0 0 0 0 + − + 0 0 0
15 0 + 0 0 0 − + 0 − 0 0 0 + 0 + 0 0 − 0 + 0 − 0 0 0 + 0 0

16 + 0 0 0 0 0 0 − 0 + 0 − 0 + + 0 − 0 + 0 − 0 0 0 0 0 + 0
17 0 0 + 0 0 − + 0 0 0 − 0 + 0 0 0 + − 0 0 0 0 + − 0 + 0 0
18 0 + 0 0 0 0 0 − 0 + 0 − 0 0 + + 0 − 0 + 0 − 0 0 0 0 + 0
19 0 0 0 + 0 − 0 0 + 0 − 0 + 0 0 0 0 0 + − 0 0 + 0 − + 0 0
20 0 0 + 0 0 0 0 − 0 + 0 0 0 − 0 + + − 0 0 0 0 + − 0 0 + 0

21 0 0 0 0 + 0 − 0 + 0 − 0 + 0 0 0 0 0 0 0 + − 0 + − + 0 0
22 0 0 0 + 0 0 0 − 0 0 0 + 0 − 0 + 0 0 + − 0 0 + 0 − 0 + 0
23 0 0 0 0 + 0 0 0 0 − 0 + 0 − 0 + 0 0 0 0 + − 0 + − 0 + 0
24 0 0 0 0 0 + 0 − 0 0 0 0 0 0 + 0 − + + − 0 0 + 0 0 − + 0
25 0 0 0 0 0 0 + 0 0 − 0 0 0 0 + 0 − + 0 0 + − 0 + 0 − + 0

26 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 − 0 0 + 0 0 0 − + + − 0 0 + − + 0
27 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 − 0 0 + 0 − 0 + 0 + − + − + 0
28 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 0 − 0 + 0 − 0 + + − + − + 0

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1
0

1
1

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

1
9

2
0

2
1

2
2

2
3

2
4

2
5

2
6

2
7

2
8

28 0 + + + + + + 0 + 0 + 0 + 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

27 0 − − − − − 0 + 0 + 0 + 0 0 + 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

26 0 + + + 0 0 − − − − 0 0 0 + 0 0 + 0 0 + 0 0 0 0 0 0 0 0

25 0 − − 0 + 0 + + 0 0 − − 0 − 0 0 0 0 + 0 0 + 0 0 0 0 0 0

24 0 + + 0 0 + 0 0 + + + + 0 + 0 0 0 0 0 0 + 0 + 0 0 0 0 0

23 0 + 0 − − 0 − − 0 0 0 0 − 0 − 0 − 0 − 0 0 0 0 + 0 0 0 0

22 0 − 0 + 0 − 0 0 − − 0 0 + 0 + 0 + 0 0 0 − 0 0 0 + 0 0 0

21 0 0 + + + 0 + + 0 0 0 0 0 0 0 − 0 − 0 − 0 − 0 − 0 0 0 0

20 0 + 0 0 + + 0 0 0 0 − − − 0 − 0 0 0 + 0 + 0 0 0 0 + 0 0

19 0 0 − − 0 + 0 0 + + 0 0 0 0 0 + 0 + 0 + 0 0 − 0 − 0 0 0

18 0 − 0 0 0 0 + 0 + 0 + 0 + − 0 0 − 0 − 0 − 0 0 0 0 0 + 0

17 0 0 + 0 − − 0 0 0 0 + + 0 0 0 − 0 − 0 0 0 + + 0 0 − 0 0

16 0 + 0 0 0 0 0 + 0 + 0 + 0 + + 0 + 0 + 0 + 0 0 0 0 0 0 +

15 0 0 − 0 0 0 − 0 − 0 − 0 0 + 0 + 0 0 0 − 0 − − 0 0 0 − 0

14 0 0 0 + + + 0 0 0 0 0 0 + 0 + + 0 + 0 0 0 0 0 + + + 0 0

13 0 0 + 0 0 0 0 − 0 − 0 − 0 − 0 0 0 + 0 + 0 + + 0 0 0 0 −
12 0 0 0 − 0 0 + 0 + 0 0 0 − 0 0 − + 0 0 + 0 0 0 − − 0 + 0

11 0 0 0 + 0 0 0 + 0 + 0 0 0 0 − 0 − − 0 − 0 0 0 + + 0 0 +

10 0 0 0 0 − 0 − 0 0 0 + 0 + 0 0 + 0 0 + 0 0 + 0 + 0 − − 0

9 0 0 0 0 + 0 0 − 0 0 0 + 0 0 + 0 0 + − 0 0 − 0 − 0 + 0 −
8 0 0 0 0 0 − 0 0 − 0 − 0 − 0 0 − 0 0 0 0 + 0 + 0 + + + 0

7 0 0 0 0 0 + 0 0 0 − 0 − 0 0 − 0 0 − 0 0 − 0 − 0 − − 0 +

6 0 0 0 0 0 0 + + 0 0 0 0 0 + 0 0 + 0 + + 0 + 0 + 0 0 + +

5 0 0 0 0 0 0 0 0 + + 0 0 0 − 0 0 − 0 0 − + 0 + 0 + 0 − −
4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + + 0 + 0 0 0 0 − 0 − − − 0 0 + + +

3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 0 − − − − −
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 + 0 + 0 + 0 + + + + + + +

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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1
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1
1

1
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28 0 + + + − + − + + − − + 0 − − 0 + 0 − 0 + 0 0 0 0 0 0 +

27 + 0 + + − + − + + − 0 + − 0 − − 0 + 0 − 0 + 0 0 0 0 0 +

26 + + 0 + − + − + 0 − + 0 − + 0 − − + 0 0 0 0 − + 0 0 0 +

25 + + + 0 + + 0 + − 0 + − − + 0 − 0 0 − + 0 0 − 0 + 0 0 +

24 − − − + 0 0 + 0 − + + − − + 0 − 0 0 0 0 − + 0 − + 0 0 +

23 + + + + 0 0 + + + 0 − 0 + 0 − 0 + − − + 0 0 − 0 0 + 0 +

22 − − − 0 + + 0 0 + + − 0 + 0 − 0 + − 0 0 − + 0 − 0 + 0 +

21 + + + + 0 + 0 0 0 + 0 + 0 − + + − + + − 0 0 + 0 0 0 + +

20 + + 0 − − + + 0 0 0 + + − 0 − 0 0 0 + − − + 0 0 − + 0 +

19 − − − 0 + 0 + + 0 0 0 + 0 − + + − + 0 0 + − 0 + 0 0 + +

18 − 0 + + + − − 0 + 0 0 0 + + 0 0 − 0 + 0 − 0 − + − + 0 +

17 + + 0 − − 0 0 + + + 0 0 0 + + − 0 0 − + + − 0 0 + 0 + +

16 0 − − − − + + 0 − 0 + 0 0 0 0 + 0 − 0 + 0 − − + − + 0 +

15 − 0 + + + 0 0 − 0 − + + 0 0 0 + + 0 − 0 + 0 + − + 0 + +

14 − − 0 0 0 − − + − + 0 + 0 0 0 0 + − + − − + 0 0 0 + + +

13 0 − − − − 0 0 + 0 + 0 − + + 0 0 0 + 0 − 0 + + − + 0 + +

12 + 0 − 0 0 + + − 0 − − 0 0 + + 0 0 + + 0 − 0 − + 0 + + +

11 0 + + 0 0 − − + 0 + 0 0 − 0 − + + 0 0 + 0 − − + 0 + + +

10 − 0 0 − 0 − 0 + + 0 + − 0 − + 0 + 0 0 + + 0 + 0 + + + +

9 0 − 0 + 0 + 0 − − 0 0 + + 0 − − 0 + + 0 0 + + 0 + + + +

8 + 0 0 0 − 0 − 0 − + − + 0 + − 0 − 0 + 0 0 + 0 + + + + +

7 0 + 0 0 + 0 + 0 + − 0 − − 0 + + 0 − 0 + + 0 0 + + + + +

6 0 0 − − 0 − 0 + 0 0 − 0 − + 0 + − − + + 0 0 0 + + + + +

5 0 0 + 0 − 0 − 0 0 + + 0 + − 0 − + + 0 0 + + + 0 + + + +

4 0 0 0 + + 0 0 0 − 0 − + − + 0 + 0 0 + + + + + + 0 + + +

3 0 0 0 0 0 + + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + + + + + + + + + 0 + +

2 0 0 0 0 0 0 0 + 0 + 0 + 0 + + + + + + + + + + + + + 0 +

1 + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + 0

Table 16. I��� ���"����; �
� ��*��"������.
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