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EXPOSE 0

Introduction

Luc Ilusie

Le présent volume rassemble les exposés d'un groupe de travail qui s’est tenu
a I'Ecole polytechnique du printemps 2006 au printemps 2008 sur les travaux de
Gabber présentés dans [Gabber, 2005a] et [Gabber, 2005b]. Ceux-ci portent sur
la cohomologie étale et I'uniformisation des schémas quasi-excellents.

En ce qui concerne la cohomologie étale, un résultat central est le théoréme de
finitude suivant :

THEOREME 1. Soient Y un schéma noethérien quasi-excellent (cf. IZ10), f : X =Y
un morphisme de type fini, n un entier inversible sur Y, et F un faisceau constructible de
Z/nZ-modules sur X. Alors, pour tout q, RIf,F est constructible, et il existe un entier N
tel que Rf,.F = 0 pour g > N.

Rappelons que, sans hypothése sur Y ni sur n, mais lorsqu’on suppose f propre
et de présentation finie, les faisceaux RIf,F sont constructibles, et nuls pour q >
2d si d majore la dimension des fibres de f [SGA 4 X1V 1.1]. Si f n’est pas supposé
propre, I'hypothese que n soit inversible sur Y est essentielle : si k est un corps
algébriquement clos de caractéristique p > 0 et X la droite affine sur Y = Spec(k),
H'(X,Z/pZ) est un F,-espace vectoriel de dimension infinie (cf. [SGA 4 x1v 1.3]).
Pour Y excellent de caractéristique nulle, ] est démontré dans 'exposé d’Artin
[SGA 4 XIX]. Si S est un schéma noethérien régulier de dimension < 1 (non né-
cessairement quasi-excellent) et f un morphisme de S-schémas de type fini, la
conclusion de [l est encore vraie, d’apres [SGA 4% [Th. Finitude] 1.1] (ce résultat
peut d’ailleurs se déduire de [T} cf. XIII).

La démonstration d’Artin dans [SGA 4 X1X] utilise la résolution des singu-
larités de Hironaka pour se ramener au cas ou f est I'inclusion du complément
d’un diviseur régulier dans un schéma régulier et F un faisceau constant, auquel
cas la conclusion découle du théoréme de pureté cohomologique absolu établi
également dans (loc. cit.).

La démonstration de Gabber de [d]suit la méme méthode, mais :

(a) on doit faire appel au théoreme de pureté cohomologique absolu établi
dans le cas général par Gabber [Fujiwara, 2002],

(b) on ne dispose plus de la résolution des singularités sous la forme de Hiro-
naka ; celle-ci est remplacée par un théoreme d’uniformisation locale, dGi a Gabber
([Gabber, 2005b]), qui s’énonce ainsi (I144.3.7] 111467}, IX{L.1) :

THEOREME 2. Soient X un schéma noethérien quasi-excellent, Z un fermé rare de
X et { un nombre premier inversible sur X. Il existe une famille finie de morphismes
(pi + Xi = X)ier, couvrante pour la topologie des U'-altérations et telle que, pour tout
iel:

(i) X; soit régulier et connexe,

(i) p; ' (Z) soit le support d’un diviseur a croisements normaux stricts.
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2 0. INTRODUCTION

La topologie des {’-altérations est une topologie du type de celles considé-
rées par Voevodsky (cf. [Goodwillie & Lichtenbaum, 2001], pour laquelle les ¢'-
altérations (i. e. les morphismes propres surjectifs génériquement finis de degré
résiduel générique premier a {) et les recouvrements étales compleétement décom-
posés (i. e. de Nisnevich) sont des familles couvrantes, voir (II{1.2.2) pour une dé-
finition précise.

La premiere partie de ce volume est consacrée, apres des rappels, dans I, sur
les notions de schéma quasi-excellent ou excellent, a la démonstration de2 et de
certains compléments et variantes.

Il'y a trois grandes étapes.

(A) Fibration en courbes. La question étant locale pour la topologie de Nisne-
vich, et en particulier pour la topologie de Zariski, on peut supposer X de dimen-
sion finie. On raisonne par récurrence sur la dimension d de X. On peut supposer
X local hensélien. L'hypothese de quasi-excellence sur X permet d’appliquer le

théoreme d’algébrisation de Popescu au complété X de X, et de se ramener, via
des techniques d’approximation dues a Gabber, expliquées dans III, au cas ou X
est local complet de dimension d, et méme integre, normal, avec d > 2. On dis-
pose alors des classiques théoremes de structure de Cohen. Tels quels, ils sont
toutefois insuffisants. Mais un délicat raffinement, di a Gabber, démontré dans
IV, permet de se ramener, quitte a remplacer X par une extension finie de degré
générique premier a {, au cas ou X est le complété en un point fermé d"un schéma
X' de type fini et de dimension relative 1 sur un schéma local noethérien régulier
complet de dimension d—1, et le fermé Z le complété d"un fermé rare Z’ de X’'. Ce
théoreme de « fibration », ou « d’algébrisation partielle », est établi dans V. Apres
quelques nouvelles réductions faciles, on est ramené au cas ot X est un schéma
normal integre, propre sur un schéma affine normal integre excellent Y de dimen-
sion d —1, a fibre générique géométriquement integre, lisse, et de dimension 1, et
le fermé Z un diviseur de fibre générique étale.

(B) de Jong et log régularité. On peut alors appliquer le théoréme de la courbe
nodale de de Jong, sous sa forme équivariante, [de Jong, 1997, 2.4] : il existe
un groupe fini G et une altération projective G-équivariante du morphisme f :
X — Y en un morphisme f’ : X’ — Y’, qui est une courbe projective nodale G-
équivariante, et I'image inverse Z’ de Z un diviseur de composantes dominantes
étales et transverses au lieu lisse de f' (IX{L.2). Appliquant I'hypothese de récur-
rence au quotient de Y’ par un {-Sylow de G, et utilisant le lemme d’Abhyankar,
on se ramene finalement au cas o G est un {-groupe, X = X'/G, Y = Y'/G,
Y’ contient un fermé (G-équivariant) T’ tel que le couple (Y’, T') soit log régulier,
ainsi que le couple (X', f"~'(T’) U D), ot D est un diviseur (G-équivariant) étale
surY',avec Z' C f"/(T") UD (c¢f. VHLI, VIL2.T).

(C) Modifications équivariantes. Le quotient dun log schéma log régulier par
I'action d"un groupe fini n’est pas en général log régulier. En particulier, X =
X’/G, muni du fermé (f"~'(T') U D)/G, n’est pas nécessairement log régulier. Si
ce couple était log régulier, la désingularisation de Kato-Niziol des schémas log
réguliers ([Kato, 1994], [Niziol, 2006]), généralisant la classique désingularisation
des variétés toriques [Kempf et al., 1973], terminerait la démonstration de[2l Gab-
ber a dégagé des conditions suffisantes assurant que le quotient d"un log schéma
log régulier par un groupe fini est encore log régulier. Il s’agit de la notion d’action
tres modérée, étudiée dans VI. Gabber montre qu’il existe une modification projec-
tive G-équivariante p : X” — X’ et un fermé G-équivariant D” de X” contenant
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'image inverse de f'~'(T’) U D tels que le couple (X”,D”) soit log régulier, et
'action de G sur (X”,D”) tres modérée. On conclut alors en appliquant la dés-
ingularisation de Kato-Niziol au quotient de (X”,D”) par G. La démonstration
de ce théoreme de modification est donnée en VIII. Elle s’appuie sur la théorie
des désingularisations canoniques en caractéristique nulle (Hironaka, Bierstone-
Milman, Villamayor, Temkin).

Gabber établit dans X une variante relative de ce théoréme de modification, ol
le log schéma G-équivariant considéré est non seulement log régulier, mais log
lisse sur une base log réguliére S, avec action triviale de G : on peut construire une
modification équivariante respectant la log lissité sur S. Il en déduit notamment
les raffinements suivants de théoremes de de Jong :

THEOREME 3. (1) Soit X un schéma séparé et de type fini sur un corps k, Z C X
un fermé rare, { un nombre premier # car(k). Il existe alors une extension finie k' de k
de degré premier a { et une {’-altération h : X’ — X au-dessus de Speck’ — Speck,
avec X' lisse et quasi-projectif sur k', et h™'(Z) le support d’'un diviseur a croisements
normaux stricts.

(2) Soient S un schéma noethérien séparé, intégre, excellent, régulier, de dimension 1,
de point générique ), X un schéma séparé, plat et de type fini sur S, { un nombre premier
inversible sur S, Z C X un fermé rare. Alors il existe une extension finie ' den de degré
premier & {, et une '-altération projective h : X — X au-dessus de S' — S, oir S est le
normalisé de S dansm’, avec X régulier et quasi-projectif sur S', un diviseur i croisements
normaux stricts T sur X, et une partie fermée finie £ de S’ tels que :

(i) en dehors de £, X — S’ est lisse et T — S’ est un diviseur relatif a croisements
normaux ;

(ii) localement pour la topologie étale autour de chaque point géométrigue x de X, oil
s’ = Spec k' appartient a L, le couple (X, T) est isomorphe au couple formé de

X' =S'[ty,--- ,tn,u#, e ,uf]/(t?‘...tfrul]" coeuds —m),
T =V(ty-tn) X
autour du point (w; = 1), (t; = 0), avec T < r < m < n, pour des entiers > 0
a,---,q by, -, b telsque pged(p, ary - -+, ayy, by, - -+, bs) =1, p désignant I'expo-
/.

sant caractéristique de k', et 7 une uniformisante locale en s’ ;
(iii) W' (Z)yeq est un sous-diviseur de Ugcy (Xg/) U T.

Le théoréme d’uniformisation [2 a le corollaire suivant, dit théoréme d’unifor-
misation « faible », ot1 n"apparait plus de nombre premier { :

COROLLAIRE 4. Soient X un schéma noethérien quasi-excellent, Z un fermé rare de
X. Il existe une famille finie de morphismes (p; : Xi — X)ic1, couvrante pour la topologie
des altérations et telle que, pour tout i € 1:

(i) X; soit régulier et connexe,

(i) p; ' (Z) soit le support d’un diviseur a croisements normaux stricts.

La topologie des altérations est définie de maniére analogue a celle des {'-
altérations. Elle est plus fine que la topologie étale, et aucune contrainte n’est
imposée sur le degré des extensions résiduelles génériques, cf. II{1.2.2] On peut
démontrer 4 indépendamment de 2, en suivant seulement les étapes (A) et (B)
décrites plus haut, a ’aide, dans (A), d"une forme faible du théoréme de Cohen-
Gabber. Le théoreme de modification de (C) est inutile, il n'y a pas besoin de
faire appel a la résolution canonique des singularités en caractéristique nulle. La
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résolution des singularités toriques de Kato-Niziol suffit. Cette démonstration est
exposée dans VII.

La démonstration de[flest donnée dans (XIII{3), en application delet du théo-
reme de pureté cohomologique absolu. L'énoncé de[llcomporte deux assertions :

(i) la constructibilité des R, F pour tout g,

(ii) 'existence d'un entier N (dépendant de (f, F)) tel que RIf,F = 0 pour q >
N, autrement dit, le fait que Rf, envoie DY(X,Z/nZ) dans D?(Y,Z/nZ), I'indice
¢ désignant la sous-catégorie pleine de D® formée des complexes & cohomologie
constructible.

Dans (XIII{3), ces deux assertions sont démontrées simultanément. On peut
toutefois démontrer (i) en n’invoquant que le théoreme d'uniformisation faible
4l (et le théoreme de pureté). Ceci est fait dans (XIII{2). L'idée est la suivante. Si,
dans{] les morphismes p; étaient propres, on pourrait, apres réduction au cas out
f est une immersion ouverte et F un faisceau constant, se ramener, par descente
cohomologique propre, au cas de I'immersion du complément dun diviseur a
croisements normaux stricts dans un schéma régulier, justiciable du théoreme de
pureté. Cependant, les p; ne sont pas propres en général. Gabber tourne la diffi-
culté a 'aide du théoréme de constructibilité générique de Deligne [SGA 4] [Th.
finitude] 1.9 (i)] et d'un théoreme de descente cohomologique « orientée », établi
dans XII. Ce théoreme utilise la notion de produit orienté de topos, due a Deligne
[Laumon, 1983]]. Les définitions et propriétés de base sont rappelées dans XI. Un
résultat clé est un théoreme de changement de base pour des « tubes » (XI{2.4).

D’apres des exemples classiques de Nagata, un schéma noethérien quasi-excellent
n’est pas nécessairement de dimension finie. Si Y est de dimension finie, alors Rf,
est de dimension cohomologique finie, d’apres un théoreme de Gabber, exposé
dans XVIII, et par suite (ii) découle de (i). Gabber prouve, plus précisément, que si
X est un schéma noethérien, strictement local, de dimension d > 0, et { un nombre
premier inversible sur X, alors, pour tout ouvert U de X, ona cd,(U) <2d —1.

L’hypothese de quasi-excellence dans(Ilest essentielle, comme le montre I'exemple
donné dans XIX, d’'une immersion ouverte j : U — X de schémas noethériens,
avec 2 inversible sur X, telle que R'j.(Z/2Z) ne soit pas constructible.

Gabber a démontré des variantes de [Il pour les faisceaux d’ensembles ou de
groupes non commutatifs [Gabber, 2005al :

THEOREME 5. Soit f : X — Y un morphisme de type fini entre schémas noethériens.
Alors :

(1) Pour tout faisceau d’ensembles constructible F sur X, f.F est constructible.

(2) Si'Y est quasi-excellent, et si L est un ensemble de nombres premiers inversibles
sur Y, pour tout faisceau de groupes constructible et de L-torsion F sur X, R'f,F est
constructible.

La démonstration est donnée dans XXI. Elle ne fait pas appel aux théoremes
d’uniformisation précédents. Elle utilise, pour le point clé, une technique d’ultra-
produits, et un théoreme de rigidité pour les coefficients non abéliens, di égale-
ment a Gabber, qui est établi dans XX. Ce théoreme est une variante d"un théo-
reme de Fujiwara-Gabber pour les coefficients abéliens [Fujiwara, 1995, 6.6.4,
7.1.1] (signalée dans (loc. cit., 6.6.5). Il s’énonce ainsi :

THEOREME 6. Soient (X,Y) un couple hensélien, oit X = SpecA, Y = V(I), l'idéal
I étant supposé de type fini, X le complété I-adique de X, U un ouvert de X contenant
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X—Y, et U=X xx U Alors, pour tout champ en groupoides ind-fini C sur U, la fleche
de restriction I'(U, C) — T'(U, C|U) est une équivalence.

La démonstration donnée dans XXI est indépendante de [Fujiwara, 1995].

Le reste de la partie II est consacré a trois autres applications des théoremes
d’uniformisation de la partie I.

(a) Lefschetz affine. Il s’agit de généralisations des théoremes de [SGA 4 X1V 3.1]
(pour les morphismes affines entre schémas de type fini sur un corps) et [SGA 4 X1X 6.1]
(pour les morphismes affines de type fini de schémas excellents de caractéris-
tique nulle), ainsi que du théoreme de Gabber pour les morphismes affines de
schémas de type fini sur un trait [Illusie, 2003]]. L'énoncé principal est le suivant

(XV{L12):

THEOREME 7. Soit f : X — Y un morphisme affine de type fini, ot Y est un schéma
noethérien quasi-excellent, muni d’une fonction de dimension &y, et soit 1 un entier in-
versible sur Y. Alors, pour tout faisceau constructible F de Z /mZ-modules sur X, et tout
entier q,ona:

(0.a) Sy (RIf.F) < 6x(F) —q

Une fonction de dimension § sur un schéma T est une fonction 6 : T — Z telle
que 8(y) = d(x) — 1 si y est une spécialisation étale immédiate de x. Cette no-
tion est due a Gabber. Elle généralise celle de dimension rectifiée introduite dans
[SGA 4 x1V]. Elle est définie et étudiée dans XIV. Dans[0.a] la fonction 6x est re-
liée a oy par Ox(x) = Oy(f(x)) + degtr(k(x)/k(f(x)), et pour un faisceau G sur X
(resp. Y) dx(G) (resp. dy(G)) désigne la borne supérieure des dx(x) (resp. dy(x))
pour G4 # 0. La démonstration de (7 se fait par réduction au théoreme de Gabber
cité plus haut, pour les schémas de type fini sur un trait, a 'aide du théoreme
d’uniformisation « faible » 4 et du théoréeme de descente cohomologique orientée
de XII. De[Z résulte :

COROLLAIRE 8. Si X est local noethérien, hensélien, quasi-excellent, et de dimension
d, de corps résiduel k, et si U est un ouvert affine de X, alors, pour tout nombre premier
¢ inversible sur X, on a

(0.a) cdo(U) < d+ cde(k).

En particulier, si X est integre, de corps des fractions K, on en déduit cd,(K) =
d + cd(k), formule conjecturée dans [SGA4 X 3.1]. Les valeurs possibles de
cd(U), pour U ouvert, non nécessairement affine, de X sont étudiées dans XVIIL.
Gabber donne également des contre-exemples a [0.al lorsqu’on omet I’hypothese
de quasi-excellence.

(b) Une nouvelle démonstration de la conjecture de pureté absolue. La démons-
tration de cette conjecture qui est donnée dans [Fujiwara, 2002] utilise, dans sa
derniére partie, des techniques de K-théorie algébrique (résultats de Thomason).
Gabber a annoncé dans [Gabber, 2005b] qu’on peut éviter tout recours a la K-
théorie algébrique, en utilisant, a la place, la forme raffinée du théoreme de de
Jong [3(2). Cette nouvelle démonstration est exposée en détail dans XVI. Ce cha-
pitre contient en outre une théorie de classes fondamentales généralisées (due a
Gabber), utilisée pour construire une théorie de morphismes de Gysin pour les
morphismes d’intersection compléte lissifiables, généralisant les constructions de
[SGA 4] [Cycle]].
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(c) Complexes dualisants. La notion de complexe dualisant est due a Grothen-
dieck. L'unicité, I’existence et les propriétés générales des complexes dualisants
sont étudiées dans [SGA 5 I]. Toutefois, dans (loc. cit.) I’existence n’est établie
qu’en caractéristique nulle, ou sous des hypotheses d’existence de résolution des
singularités, et de validité du théoreme de pureté absolue (conjecturale a1’époque).
Dans le cas de schémas de type fini sur un schéma régulier de dimension < 1,
I'existence est prouvée inconditionnellement par Deligne dans [SGA 43 [Dua-
lité]]. Dans le cas général, 1'existence, et la théorie de dualité locale qui en ré-
sulte, ont été annoncées par Gabber dans [Gabber, 2005b]. Le chapitre XVII ex-
pose cette théorie en détail. Si X est un schéma noethérien, et A = Z/nZ, ou n
est un entier inversible sur X, un complexe dualisant sur X est un objet de DY (X, A)
tel que le foncteur Dy = R#Zom(—,K) envoie DY(X, A) dans D?(X, A) et que,
pour tout L € DY(X, A), la fleche de bidualité L — DyDy(L) soit un isomor-
phisme. Cette définition differe légerement de celle de [SGA 51 1.7], voir (XVII-
[0.8). L'unicité, a décalage, et torsion pres par un A-module inversible, est prouvée
dans [SGA 512.1]. Le résultat principal de XVIIL est que, si X est excellent et admet
une fonction de dimension, au sens précisé plus haut, alors X admet un complexe
dualisant. De plus, ces complexes dualisants ont les propriétés de fonctorialité at-
tendues, et, si X est régulier, le faisceau constant Ay est dualisant. Cette derniere
assertion était une conjecture dans [SGA 5 I], démontrée dans le cas de caractéris-
tique nulle. Nous renvoyons le lecteur a I'introduction de XVII pour des énoncés
plus complets, et des indications sur la méthode de démonstration, dont les in-
grédients essentiels sont le théoreme de finitude [ et le théoreme d’algébrisation
partielle de V (voir (A) supra).



EXPOSE 1

Anneaux excellents

Michel Raynaud, rédigé par Yves Laszlo

1. Introduction

Ce texte est une version un peu modifiée d"un exposé donné par Michel Ray-
naud au printemps 2006 dans le cadre d’un séminaire sur les travaux de Gab-
ber sur la cohomologie des schémas excellents. Le but est de familiariser le lec-
teur avec la notion d’excellence et de lui donner un fil d’Ariane pour se repérer
dans EGA IV ot I'on trouve les principales propriétés des anneaux excellents.
Son ambition n’est certainement pas de donner une exposition complete de la
théorie, mais une idée de la stratégie qui raméne pour 'essentiel les preuves a
des énoncés, souvent difficiles, dans le cas complet. Dans un second temps, on
montre que toutes les propriétés définissant les anneaux excellents peuvent étre
mises en défaut, méme en petite dimension. Notamment, il existe des anneaux
de valuation discrete non excellents ainsi que des anneaux noethériens integres
de dimension 1 dont le lieu régulier n’est pas ouvert. Ce dernier exemple est un
sous-produit d'une construction proposée par Gabber (XIX{2.3). Elle montre que
le théoreme de constructibilité des images directes (XIII{I.I1.I) n’est plus vrai si
on omet la condition de quasi-excellence.

2. Définitions
Soit A un anneau noethérien et X = Spec(A) son spectre. On va s’intéresser a

des conditions sur X de deux sortes.
¢ Conditions globales :

2.1. Condition 1 : conditions d’ouverture. Tout schéma intégre Y fini sur X
contient un ouvert dense
1.a) régulier.
1.b) normal.

REMARQUE 2.2. La condition 1.a) entraine d’apres le critere d’ouverture de
Nagata que le lieu régulier de tout schéma fini sur X est ouvert ([EGA IV, 6.12.4]).
De méme, la condition 1.b) entraine que le lieu normal de tout schéma fini sur X
estouvert ([EGA IV, 6.13.7])i. Ces critéres d’ouverture assurent en outre que pour
tester 1.a) ou 1.b) on peut se limiter a des schémas integres Y qui sont de plus finis
et radiciels sur X.

¢ Conditions locales.
Elles sont de deux types.

iEt en fait, 1.a) (resp. 1.b)) entraine que le lieu régulier (resp. normal) de tout schéma integre
de type fini sur X est ouvert
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2.3. Condition 2 : Conditions sur les fibres formelles. Pour tout point fermé
x de X, le morphisme de complétion Spec(/ﬁ’:) — Spec(0y) est
2.a) régulier.
2.b) normal.
2.c) réduit.
Un anneau vérifiant 2.a) est dit « G-ring » en anglais, ce en I’honneur de Gro-
thendieck qui a dégagé I'importance de la notion et étudié ses propriétés.

REMARQUE 2.4. Rappelons qu'un morphisme de schémas noethériens est dit
régulier (resp. normal, réduit) respectivement s’il est plat et si les fibres géomé-
triques en tout point de la base sont régulieres (resp. normales, réduites). On dit
que les fibres formelles de X en x sont géométriquement régulieres, géométri-
quement normales ou géométriquement réduites si le morphisme de complétion

—~

Spec(0y) — Spec(0y) est régulier, normal ou réduit. Bien entendu, il suffit de tes-
ter la régularité, normalité, ou réduction des fibres apres changement de base ra-

diciel fini ([EGA 1V, 6.7.7]). Notons que la fibre fermée de Spec(@) — Spec(0y)
est le spectre du corps résiduel k(x) : elle est toujours géométriquement régu-
liere. La fibre formelle en y € Spec(&y) s’identifie a la fibre formelle générigue
du sous-schéma fermé {y} (muni de sa structure réduite), adhérence de y dans
Spec(0y) ; ceci explique qu’on s’intéresse dans la littérature aux fibres formelles
génériques des anneaux integres. Dans le cas out A est local mais pas un corps,
elles peuvent avoir des dimensions arbitraires entre 0 et dim(A) — 1 et contenir
des points fermés de hauteurs différentes, méme dans le cas excellent (2.10) ré-
gulier ([Rotthaus, 1991])). Dans le cas ot A est un localisé d"une algebre integre
de type fini sur un corps, la dimension de la fibre formelle générique est bien
dim(A) — 1 ([Matsumura, 1988]).

2.5. Condition 3 : condition de formelle caténarité. Pour tout point fermé y

d’un sous-schéma fermé irréductible Y de X, le complét@ est équidimensionnel.
On dit alors que X est formellement caténaire. Par exemple, si X est de dimen-
sion 1, X est formellement caténaire.

EXEMPLE 2.6. Tout anneau local noethérien complet est formellement caté-
naire.

Rappelons que X est dit caténaire si toutes les chaines saturées de fermés irré-
ductibles de X ayant mémes extrémités ont méme longueur, universellement caté-
naird" si tout schéma affine de type fini sur X est caténaire. La caténarité est une
notion locale. La terminologie de formelle caténarité est alors justifiée par la propo-
sition élémentaire suivante (([EGA IV, 7.1.4]), proposition qui résulte de la fidele
platitude du morphisme de complétion

iiSes fibres sont appelées les fibres formelles (de X ou A) en x.

iiBien entendu, méme si Oy, est integre, son complété n’est en général pas integre : penser a
une courbe nodale.

VCette derniere notion est utile en théorie de la dimension : si A est integre universellement
caténaire contenue dans B integre de type fini sur A, on a pour tout p € Spec(B) au dessus de
q € Spec(A) la formule

dim B, + degtr, , k(p) = dim Ay + degtr, B.

Mais, en pratique, on teste plutdt la formelle caténarité qui, comme on le voit juste apreés, entraine
l'universelle caténarité, et méme lui est équivalente (voir (Z1.1) plus bas)!
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LEMME 2.7. Soit A local noethérien de complété équidimensionnel. Alors

i) A est équidimensionnel et caténaire.
ii) Pour tout idéal 1 de A, le quotient A /1 est équidimensionnel si et seulement si
son complété l'est ; en particulier, A /1 est formellement caténaire.
iii) En particulier, un schéma affine X noethérien formellement caténaire est caté-
naire et méme universellement caténaire.

Notons que iii) découle immédiatement de i) puisque X est caténaire si et
seulement si ses composantes irréductibles le sont. On verra plus bas dans la sec-
tion[Bl que la propriété de formelle caténarité est notamment stable par extension
finie d’ot1 'universelle caténarité annoncée (cf. la preuve de la proposition [Z.1 et,

pour une réciproque, voir (Z1.1)).

EXEMPLE 2.8. Soit alors B — A un morphisme local surjectif d’anneaux noe-

thériens et supposons B de Cohen-Macaulay (par exemple régulier). Comme B
est de Cohen-Macaulay; il est équidimensionnel de sorte que A est formellement
caténaire d’apres (2.7).

Regardons ce qui se passe dans le cas complet. Rappelons pour mémoire le

théoréme de structure de Cohen des anneaux locaux complets noethériens ((EGA
IV, 0.19.8.8]) :

THEOREME 2.9 (Cohen). Soit A un anneau local noethérien complet de corps rési-
duel k.

(i) A est isomorphe a un quotient d’un anneau de séries formelles sur un anneau
de Cohet]. Si A contient un corps, il est isomorphe a un quotient d’un anneau
de séries formelles sur k.

(ii) Si A est de plus integre, il existe un sous-anneau B isomorphe a un anneau de
séries formelles sur un anneau de Cohen ou un corp de sorte que I'inclusion
B — A soit locale, finie et induise un isomorphisme des corps résiduels.

Tout anneau local noethérien complet est donc quotient d’'un anneau régulier.

DEFINITION 2.10. Soit X un schéma (resp. X = Spec(A) un schéma affine)
noethérien. On dit que X (resp. A) est

e cxcellent si X vérifie 1.a) + 2.a) + 3).
e quasi-excellent si X vérifie 1.a) + 2.a).
o universellement japonai si X vérifie 1.b)+2.c).

2.11. L’existence d'une classe de schémas stable par extension finie pour la-
quelle le théoreme de désingularisation est vérifié impose de se limiter aux sché-
mas quasi-excellents. Précisément, si tous les schémas integres et finis Y sur X

VRappelons ([EGA IV, 19.8.5]) que les anneaux de Cohen C sont les corps de caractéris-
tique nulle et les anneaux de valuation discrete complets d’inégale caractéristique p non ramifiés.
Lorsque le corps résiduel « de C est parfait, C n’est autre que I’anneau des vecteurs de Witt de k.

ViVoir (#.2) pour une amélioration.

ViiOu Nagata en anglais, voire pseudo-géométrique (chez Nagata notamment).
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admettent une désingularisation (au sens de 1’existence de Y’ — Y propre et bi-
rationnel avec Y’ régulier), alors X est quasi-excellent [EGA IV, 7.9.5]. Inver-
sement, le théoreme de désingularisation d’Hironaka se généralise a tout schéma
réduit quasi-excellent de caractéristique nulle ([Temkin, 2008a, 3.4.3))

On regroupe plus bas (11) des exemples de « méchants anneaux ». Commen-
¢ons par un regard plus positif.

3. Exemples immédiats.

PROPOSITION 3.1. Un corps, un anneau de Dedekind de corps des fractions de ca-
ractéristique nulle est excellent.

Démonstration. Vérifions qu'un corps est excellent. En effet, une algebre finie
et integre sur un corps est un corps : les propriétés 1.a), 2.a) et 3) sont donc véri-
fiées ce qui prouve que tout corps est excellent.

Soit A un anneau de Dedekind de corps des fractions K de caractéristique nulle
est excellent.

e Vérifions 1.a). Soit donc B integre finie sur A. Soit B est un corps, auquel
cas 1.a) est vérifié, soit A se plonge dans B. Comme K est de caracté-
ristique nulle, B est génériquement étale sur A, prouvant que le lieu
régulier de B contient un ouvert non vide (le lieu étale par exemple).

e Pour 2.a), considérons x fermé dans Spec(A). La fibre formelle non fer-

mée en x est le complété K, de K pour la valuation définie par x. Comme

K est de caractéristique nulle, le corps K est séparable sur K d’ot1 2.a).
e La propriété 3) est claire puisque le complété de A en x est integre donc
équidimensionnel.

0

On verra plus bas (I1.5) qu'il existe de nombreux anneaux de valuation dis-
crete qui ne sont pas quasi-excellents.

4. L'exemple de base : les anneaux locaux noethériens complets.

Expliquons avec Nagata pourquoi les anneaux locaux noethériens complets
sont excellents.

La propriété 2.a) est tautologique. La formelle caténarité a été vue (2.6). Reste
1.a). Une extension finie d’'un anneau complet étant complet, on doit prouver le

résultat suivant (cf. [EGA IV, 22.7.6]).

THEOREME 4.1 (Nagata). Si X est local noethérien integre et complet b, alors e lieu
régulier est ouvert.

Démonstration. On va distinguer les cas d’égales et d’inégales caractéristiques.

ViiSj de plus X peut localement se plonger dans un schéma régulier, alors X vérifie 3) et est
donc excellent.

iXCe résultat a été longtemps considéré comme « bien connu des experts » alors que sa preuve,
tout a fait non triviale, date de 2008.

*Ceci permet de construire de nombreux exemples d’anneaux de valuation discrete excellents
de caractéristique positive (par complétion de schémas réguliers aux points de hauteur 1).

XiD’apres (2.2), ceci entraine que le lieu régulier d'un schéma local noethérien complet est
ouvert, qu’il soit integre ou non.
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Cas 1 (Cf. [EGA IV, 0.22.7.6].) Supposons que A contienne un corps et notons
ko son corps premier (qui est parfait!) de sorte que le corps résiduel k
de A, est séparable sur ky pour tout p € Spec(A). L'anneau A, est ré-
gulier si et seulement si A, est formellement lisse sur k, (voir dans ce
cas [EGA 1V, 0.19.6.4]). D’autre part, le théoréme de structure de Cohen
(2.9) assure que A est isomorphe a k[[Ty, - - - , T,]]/I de sorte que p s'iden-
tifie a un idéal de B = k[[Ty,-- -, T,,]] contenant I. Le critére jacobien de
formelle lissité de Nagata ((EGA TV, 0.22.7.3]) assure que A, est régulier
si et seulement si il existe des ky-dérivations D;,i = 1,--- ,m de B dans
Betfi,i=1,---,mdes éléments engendrant I, tels que dét(D;f;) & p.
Cette condition étant visiblement ouverte, le théoreme suit.

Cas II Supposons que A est d'inégale caractéristique, et donc de corps des frac-
tions K de caractéristique nulle. D’apres le théoreme de structure de Co-
hen (2.9), A contient un sous-anneau régulier (et complet) B faisant de
A une B-algebre de finie. Le corps des fractions L de B est de caracté-
ristique nulle comme K. Quitte a remplacer A par un localisé A[1/a], on
peut supposer que B est libre de rang fini sur A de base y, - - - , ym. Mais
Spec(A) — Spec(B) est étale en dehors du fermé d = dét, 5(Tr(yiy;)) #
0 de Spec(B), qui est non trivial puisqu’il contient le point générique,
'extension Frac(B)/Frac(A) étant séparable — de caractéristique nulle —
 Comme B est régulier, le théoreme suit.

OJ

REMARQUE 4.2. Ainsi, un anneau de séries formelles sur un corps est ex-
cellent.

Notons que la preuve se simplifie si on connait ’amélioration de Gabber du
théoréeme de structure de Cohen (IV2.1.l et IVH4.2.2) : si A noethérien est local
complet et integre, il contient un anneau B isomorphe & un anneau de séries for-
melles sur un anneau de Cohen ou un corps tel que Spec(A) — Spec(B) est fini
et génériquement étale. On n’a alors pas besoin de distinguer les caractéristiques

des corps de fractions dans la preuve. Mais la preuve de cette amélioration est
difficile.

5. Permanence par localisation et extension de type fini
La notion de (quasi) excellence est remarquablement stable. Précisément, on a

THEOREME 5.1. Toute algebre de type fini ou plus généralement essentiellement
de type fini sur un anneau excellent (resp. quasi-excellent) est excellente (resp. quasi-
excellente). En particulier, tout localisé d’algebre de type fini sur un corps ou sur un
anneau de Dedekind (Z par exemple) de corps des fractions de caractéristique nulle est
excellent.

(Rappelons que, dans ce contexte, un morphisme Spec(B) — Spec(A) est dit
essentiellement de type fini si B est une localisation d"une A-algebre de type fini par
un systéme multiplicatif.)

Expliquons les grandes lignes de la preuve.

5.2. Condition 1). Le passage au localisé ne pose pas de probleme. Soit B de

type fini sur A. Si A vérifie 1.a) ou 1.b), les criteres d’ouverture de Nagata ((EGA
IV, 6.12.4 et 6.13.7]) entrainent qu’il en est de méme de B.
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5.3. Condition 2). C’est la partie la plus difficile de la théorie ([EGA IV,
7.4.4]), entierement due a Grothendieck. Le point le plus délicat est la localisa-
tion :

THEOREME 5.3.1. Si A vérifie 2.a) (resp. 2.b) ou 2.c)), alors pour tout p € Spec(A),
I'anneau A, vérifie 2.a) (resp. 2.b) ou 2.c)), autrement dit les fibres formelles en tout
point de Spec(A) sont géométriquement régulieres (resp. géométriquement normales ou
géométriquement réduites).

Démonstration. La preuve se fait par réduction au cas complet. On se limite a la
propriété 2.a), le cas de 2.b) ou 2.c) se traitant de méme. Soit m maximal contenant
p € Spec(A) et soit B le complété m-adique de A. Comme A,, — B est fidelement
plat, il existe q¢ € Spec(B) au dessus de p. Par hypothese, A, — B est régulier.
Les morphismes réguliers étant stables par localisation, A, — B, est régulier. On
regarde alors le diagramme commutatif

— f

A.p;g;.

|l

f

Supposons que B soit régulier. Alors, f o o est régulier comme composé de
deux morphismes réguliers. Comme f est fidelement plat (comme morphisme lo-
cal complété du morphisme plat f), on déduit que « est régulier (exercice ou [EGA
IV, 6.6.1]) ce qu’on voulait. On est donc ramené a 3, donc au cas complet. La ré-
gularité de 3 résulte alors de

THEOREME 5.3.2. Soit B un anneau local noethérien complet B. Alors, les fibres
formelles de B en q € Spec(B) sont géométriquement réguliéres.

Ce théoreme est le noyau dur de la théorie. On se ramene (2.4) a étudier
les fibres formelles génériques. On montre donc dans un premier temps ([EGA
IV, 0.22.3.3]) que si p est un idéal premier de A local noethérien complet in-

tegre, la fibre formelle générique K\p ®a, Frac(A,) de A, est formellement lisse

sur Frac(A,) = Frac(A) en tout point. Dans un second temps, on montre ((EGA
IV, 0.22.5.8]) qu'une algebre locale noethérienne sur un corps est formellement
lisset] si et seulement si elle est géométriquement réguliéri O

Une fois prouvée la permanence par localisation, on peut montrer :

THEOREME 5.3.3. Soit B une A-algebre de type fini. Si A vérifie 2.a) (resp. 2.b) ou
2.c)), alors B vérifie 2.a) (resp. 2.b) ou 2.c)).

La preuve se fait par récurrence sur le nombre de générateurs de B. Grace a
'invariance par localisation, on se ramene aisément a ’étude des fibres formelles

xiRappelons qu'une k-algebre locale B (muni de la topologie adique) est formellement lisse
sur k si tout k-morphisme continu d’algébre B — C/I avec I? = 0 se reléve continliment a la
C-algebre discrete C.

*En fait, on n’a visiblement besoin que du sens formellement lisse entraine géométriquement
régulier, qui est le plus facile. Notons que la preuve de 'équivalence a été considérablement sim-
plifiée par Faltings ([Faltings, 1978] ou pour le lecteur non germaniste [Matsumura, 1989], 28.7).
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de B en un idéal maximal dans le cas ou B engendré par un élément et A est com-

plet. La preuve n’est pas facile, mais beaucoup plus simple que celles de ([EGA
IV, 0.22.3.3 et 0.22.5.8]).

5.4. Condition 3). De méme que pour les conditions de type 2), la stabilité
par localisation et extension finie résulte comme plus haut ([EGA IV, 7.1.8]) du
cas complet, la platitude du morphisme de localisation permettant de descendre
du complété a I’anneau — ce n’est pas immédiat malgré tout —. Le cas complet est
facile comme on a vu (2.6).

5.5. Application au cas local. Dans le cas local, la condition d’ouverture du
lieu régulier découle de 2.a). Précisons.

PROPOSITION 5.5.1. i) Le lieu régulier d'un anneau local noethérien véri-
fiant 2.a) est ouvert.
ii) En particulier, un anneau local noethérien est quasi-excellent (resp. excellent)
si et seulement s’il vérifie 2.a) (resp. sil vérifie 2.a) et 3)).

Démonstration. Soit f : X — Y un morphisme fidelement plat de schémas
noethériens a fibres réguliéres (resp. normales ou réduites). Alors, 0y est régu-
lier (resp. normal ou réduit) si et seulement si Oy, 1'est ([EGA 1V, 6.4.2, 6.5.1]).
Notons Ug(X) I’ensemble des x € X tel que R(&) est régulier (resp. normal ou
réduit). Autrement dit, on a f~'(Ug(X)) = Ug(Y). Or le lieu régulier ou normal
d’un anneau complet integre est ouvert (&.1). De plus, le morphisme de complé-
tion d’un anneau local noethérien A est régulier si et seulement si A vérifie 2.a)
d’apres (5.3.2). Il suit que 2.a) entraine 1.a) (resp. 2.b) entraine 1.b)) dans le cas
local. O

6. Comparaison avec EGA IV : le cas des anneaux universellement japonais

Rappelons la définition usuelle des anneaux universellement japonais ([EGA
IV, 0.23.1.1]).

DEFINITION 6.1. X est dit

(i) japonais s’il est integre et si la cloture intégrale de A dans toute extension
finieY de son corps des fractions est finie sur ;
(ii) universellement japonais si tout anneau intégre qui est extension de type
fini de A est japonai.

La définition d’anneau japonais n’est que technique en ce qu’elle ne sert qu’a
définir la seule notion véritablement utile (et vérifiable a vrai dire) : celle d’anneau
universellement japonais. Cette définition est compatible avec 2.10l Expliquons
pourquoi. D’apres Nagata, X est universellement japonais au sens de [6.1 si et
seulement si X vérifie 1.b) et si tous les quotients integres des localisés Ox x en les
points fermés x € X sont japonais ([EGA IV, 7.7.2]). Or, le théoréme de Zariski-
Nagata ([EGA 1V, 7.6.4]) assure que les quotients intégres de O, sont japonais

X¥On peut se contenter des extensions finies radicielles si 'on veut : exercice ou [EGA 1V,
23.1.2].

*¥Comme module ou comme algebre : c’est la méme chose car la cloture intégrale est entiere
sur A par construction.

xi0uy, ce qui est équivalent ((EGA 1V, 7.7.2]), si tout quotient integre est japonais.
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si et seulement si les fibres formelles de O, sont géométriquement réduites b,
D’ou I’équivalence entre les deux définitions des anneaux universellement japo-
nais.

Si on renforce la condition 2.c) en 2.b) (fibres formelles géométriquement nor-
males), le passage a la cloture intégrale commute a la complétion. Précisément,

ona ([EGAIV,7.6.1et7.6.3])

PROPOSITION 6.2. Supposons que A local noethérien vérifie 2.b) et soit réduit.
Alors, la cloture intégrale A’ de A dans son anneau total des fractions est finie sur A

et son complété est isomorphe a la cloture intégrale de dans son anneau total des
fractions.

On déduit I'important critere d'intégrité du complété.

COROLLAIRE 6.3. Soit A local noethérien.

i) Supposons A integre et vérifiant 2.b). Alors, A est integre si et seulement si A
est unibranche (i.e. A’ local).

ii) Supposons A hensélien. Alors A est excellent si et seulement s’il vérifie 2.a). Si
A est de plus integre, il en est de méme de son complété.

Démonstration. Prouvons i). Comme A est umbranche la cloture 1ntegrale A’
/

de A estlocale : il en est de méme de son complété A, D’apres (6.2), on a A’ = (A)
et donc est normal. Or, un anneau normal et local est integre. Comme A’ contient

A, le résultat suit.

Prouvons ii). D’apres (5.5.1), on doit seulement se convaincre qu’un anneau
local hensélien vérifiant 2.a) vérifie aussi 3), i.e. est formellement caténaire. On
peut supposer A intégre et on doit prouver que A est équidimensionnel. Mais

comme A est hensélien integre, il est unibranche [EGA 1V, 18.8.16], donc A est
integre d’apres le premier point, ce qui assure 1"équidimensionalité. O

7. Comparaison avec EGA IV : le cas des anneaux excellents

La définition des anneaux noethériens excellents de Grothendieck est a priori
différente de celle donnée ici. Notamment, elle fait intervenir, un peu bizarre-
ment, l'universelle caténarité en lieu et place de la formelle caténarité. Précisément,
elle fait intervenir trois propriétés. Dans cette partie A désigne un anneau noe-
thérien et X = Spec(A) le schéma affine correspondant.

1EGA) Pour tout quotient integre B de A et toute extension finie radicielle K’
du corps des fractions K de B, il existe une sous-B-algebre finie B’ de
K’ contenant B, de corps des fractions K’ telle que le lieu régulier de
Spec(B’) soit un ouvert dense.

2EGA) Les fibres formelles de X en tout point (fermé ou non) sont géométrique-
ment réguliéres.

3EGA) A est universellement caténaire.

“iiOu, de fagon équivalente, que le complété de toute O «-algebre finie et réduite est réduit.
Comme d’habitude, la preuve se fait par réduction au cas complet, et méme régulier complet
grace au théoréme de structure de Cohen. Le caractére japonais de tels anneaux est garanti par le
théoreme de Nagata ([EGA IV, 0.23.1.5]).

ilQui est réduit puisque A est japonais (cf. note (Xvii)).
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Les anneaux excellents au sens des EGA sont les anneaux noethériens véri-
fiant les 3 propriétés précédentes ((EGA IV, 7.8.2]).

Notons tout de suite, ce qui est élémentaire, que 'universelle caténarité de A
équivaut a celle des anneaux locaux de Oxx en tous ses points fermés — ou tous
ses points si on préfere — ([EGA IV, 5.6.3]).

Pour que la définition des anneaux excellents de Grothendieck ([EGA IV,
7.8.2]) soit la méme que (2.10), on doit prouver la proposition suivante.

PROPOSITION 7.1. Pour tout anneau noethérien et i = 1,2,3, les propriétés i) et
iEGA) son équivalentes. En particulier, les notions de quasi-excellence et d’excellence de
la premiére partie coincident avec celles des EGA.

Démonstration. La condition 1TEGA) équivaut a 1) d’aprés [EGA 1V, 6.12.4]
(seule la partie 1IEGA) entraine 1) est délicate méme si elle n’utilise pas le cri-
tere de régularité de Nagata mais seulement de 1’algébre commutative standard
— essentiellement le critére de régularité par fibres et la non dégénérescence de la
trace des extensions finies séparables de corps —).

Pour 'équivalence de 2) et 2EGA), il faut se convaincre que la géométrique
régularité des fibres formelles en tout point fermé entraine la géométrique régu-
larité des fibres formelles en tout point : c’est un cas particulier des propriétés de
permanence ().

Ceci prouve la compatibilité des définitions de la quasi-excellence.

Si X vérifie 3), tous ses anneaux locaux sont formellement caténaires (perma-
nence par localisation, cf. la section ) et donc sont caténaires (2.7). Comme tout
schéma (affine) de type fini sur X vérifie 3) (permanence par extension de type
finie, cf. la section [B), on déduit que X est universellement caténaire et donc X
vérifie 3EGA).

La réciproque est due a Ratliff :

PROPOSITION 7.1.1 (Ratliff). Un anneau noethérien universellement caténaire est
formellement caténaire.

Précisément, Ratliff prouve ([Ratliff, 1971], 3.12) que si A est caténaire, A, est
formellement caténaire dés que p n’est pas maximal™. Pour montrer la prop051—
tion, on peut donc supposer p maximal et A local integre. Alors, p[X] est premier

non maximal dans A[X] de sorte que le complété p[X]-adique A[X],x est formel-
lement equldlmensmnnel Comme A — AlX]px est local et plat, 'argument de

platitude ((EGA IV, 7.1.3]) utilisé plus haut assure que A est équidimensionnel.
UJ

8. Hensélisation et anneaux excellents

Rappelons quun morphisme d’anneaux noethériens A — B est dit absolu-
ment plat s’il est réduit a fibres discretes et si les extension résiduelles sont al-
gébriques et séparables. Ou, de fagcon équivalente, s’il est plat ainsi que le mor-
phisme diagonal B ®x B — B (cf. [Ferrand, 1972], prop. 4.1 et [Olivier, 1971],
3.1). Lorsque B est (localement) de type fini sur A, ceci équivaut au fait que B
soit étale sur A. En particulier, les extensions résiduelles sont séparables de sorte

XXDans I'étrange terminologie de 'auteur, c’est la condition depth(p) > 0, ce qui signifie donc
que la dimension de A/p est > 0.
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qu’'un tel morphisme est en fait régulier. Par exemple, tout morphisme ind-étale
est absolument plat. On a alors le résultat suivant ([Greco, 1976]).

THEOREME 8.1. Soit f : A — B un morphisme absolument plat d’anneaux noethé-
riens. Alors

i) Si A est vérifie 2.a) (resp. 2.b) ou 2.c)), B un vérifie 2.a) (resp. 2.b) ou 2.0,
ii) Si A est universellement-japonais, B est universellement japonais.
iii) Si A est quasi-excellent, B est quasi-excellent.
iv) Si A est excellent, B est excellent.
v) Si f est fidelement plat, la réciproque de 1), ii) et iii) est vraie.
vi) Sif est fidelement plat et B est localement integre, la réciproque de iv) est vraie.

Comme les morphismes d’hensélisation et de stricte hensélisation sont abso-
lument plats ([EGA IV, 18.6.9 et 18.8.12]) et fidelement plats (ils sont locaux),
on trouve, en particulier, que la quasi-excellence et I’excellence sont stables par
hensélisation et hensélisation stricte et que, le caractére quasi-excellent ou univer-
sellement japonais d’un anneau local se teste sur 1'hensélisé ou 1’hensélisé strict.
Dans le cas de I'hensélisé, ces résultats étaient connus de Grothendieck ([EGA
IV,4 18.7]), notamment 18.7.6).

En revanche, on ne peut espérer une propriété de descente de l'excellence
comme en vi) sans condition d’intégrité locale (cf[IT).

9. Complétion formelle et anneaux excellents

Soit I unidéal d’un anneau noethérien A contenu dans son radical de Jacobson
et A sa complétion I-adique. On peut se demander si les propriétés d’excellence
passent au complété. La réponse est oui en général. Précisément, on a :

PROPOSITION 9.1. Soit I un idéal d"un anneau noethérien A contenu dans son ra-
dical de Jacobson et A sa complétion I-adique.

i) Si A est (semi)-local quasi-excellent (resp. excellent), il en est de méme de A;
ii) Si A est une Q-algébre excellente, il en est de méme de A.

La permanence de la quasi-excellence dans le cas (semi)-local, i.e. de la géo-
métrique régularité des fibres formelles, est due a Rotthaus ([Rotthaus, 1977]),
tandis que celle de I'universelle caténarité est due a Seyd (le théoreme 1.12
de [Seydi, 1970] prouve qu'un anneau de série-formelles A[[ty,- - -, t,]] est uni-
versellement caténaire des que A l'est; il suffit alors de considérer des géné-

rateurs 1ij,---,1, de I définissant une surjection A[[t;,---,t.]] — A). Pour ii),
reste & étudier I'ouverture du lieu régulier dans le. C’est ce qui est fait dans
[Brodmann & Rotthaus, 1980], en utilisant le théoreme de désingularisation d'Hi-
ronaka de fagon cruciale. Les techniques de [Brodmann & Rotthaus, 1980] ont
d’ailleurs permis de montrer que si le théoreme de désingularisation était vrai
dans le cas local excellent, toute complétion I-adique d’anneau excellent comme
plus haut serait excellente ([Nishimura & Nishimura, 1987]).

En fait, le résultat est général. Plus précisément, Gabber ([Gabber, 2007]) peut

remplacer le théoreme d’Hironaka par son théoréeme d'uniformisation (VII{L.I)

*Ou plus généralement, si A est un P-anneau au sens de Grothendieck ([EGA IV, 7.3]), B est
un P-anneau

iComme me 'a expliqué Christel Rotthaus (communication privée), si A, B sont locaux tels
que ACBC A et B = A, alors I'universelle caténarité de A entraine celle de B.
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dans les arguments de [Nishimura & Nishimura, 1987] pour prouver le résultat
suivant

THEOREME 9.2 (Gabber). Soit A un anneau noethérien I-adiquement complet. Alors,
si A /1 est quasi-excellent, A est quasi-excellent.

On ne peut remplacer quasi-excellent par excellent dans le théoreme précé-
dent. En effet, Greco ([Greco, 1982]]) a construit un idéal I d’un anneau A integre
de dimension 3, noethérien semi-local I-adiquement complet et séparé qui est
quasi-excellent non excellent alors que A/I est excellent. On peut méme supposer
que A est une Q-algebre. La construction se fait par pincements d’idéaux maxi-
maux de hauteurs différentes (cf. I1.1). Malgré tout, comme on vient de le voir,
la formelle caténarité passe aux complétions partielles ([Seydi, 1970]) de sorte
que le complété I-adique d’un anneau excellent A est excellent dés lors que I est
contenu dans le radical de Jacobson de A.

10. Approximation d’Artin et anneaux excellents
Rappelons la définition suivante (cf. [Artin, 1969]).

DEFINITION 10.1 (M. Artin). Un anneau local noethérien (A, m) a la propriété
d’approximation (AP) si pour toute variété affine X de type fini sur A, I'ensemble

X(A) est dense dans X(A).

Bien entendu, il revient au méme de dire que pour tout X comme plus haut,

ona R
X(A) #0 = X(A) #0.

Si A vérifie AP, A est certainement hensélien. Mais 1'exemple I1.4 prouve qu'il
ne suffit pas que A soit hensélien pour qu’il possede la propriété d’approxima-
tion. En fait, Rotthaus a observé que I'excellence était une condition nécessaire a
I"approximation d’Artin :

LEMME 10.2 ([Rotthaus, 1990]). Un anneau local noethérien vérifiant AP est hen-
sélien et excellent.

Soit k un corps de caractéristique nulle muni d"une valuation non triviale a
valeurs réelles. Artin a prouvé ([Artin, 1968]]) que les anneaux de séries conver-
gentes a coefficients dans k (pas nécessairement complets) ont la propriété d’ap-
proximation. Ils sont donc henséliens et excellents

La situation est maintenant completement clarifiée grace aux travaux de Po-
pescu culminant avec le résultat suivant ([Swan, 1998]) :

THEOREME 10.3 (Popescu). i) Soit A — B un morphisme régulier d’an-
neaux noethériens. Alors, B est limite inductive filtrante de A-algeébres lisses.
ii) Tout anneau local noethérien hensélien et excellent satisfait la propriété d’ap-
proximation AP,

XiiDans le méme ordre d’idées, 'anneau k{x1, - - - , X, } des séries formelles restreintes (séries
dont la suite des coefficients tendent vers 0) a coefficients dans un corps valué complet non ar-
chimédien k est excellent dés que k est de caractéristique nulle ou que k est de degré fini sur
kP, p = car(k) ([Greco & Valabrega, 1974]). Le cas général a été obtenu par Kiehl ([Kiehl, 1969] et
aussi [Conrad, 1999] pour une preuve et des développements). Ceci répond, partiellement, a une
question de Grothendieck ([EGA 1V, 7.4.8 B)]). En revanche, si k est valué non archimédien non
complet de caractéristique positive tel que le morphisme de complétion k — kn’est pas séparable,
Gabber sait prouver que k{x1} n’est pas excellent.
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Le fait que i) entraine ii) est un s1mp1e exercice. En effet, si A est quasi-excellent,
le morphisme de complétion A — A est régulier et donc on peut écrire A =

colim L ot L est lisse sur A. Soit X = Spec(B) avec B de type fini et @ € X(A)
d’image a(0) € X(k) ou k corps résiduel de A. Il existe donc L lisse sur A tel
que a provienne de | € X(L). Comme A est hensélien, il existe a € X(A) (tel que

a(0) = a(0) .
11. Exemples de méchants anneaux noethériens

Soit A un anneau noethérien et X = Spec(A) le schéma affine correspondant. Il
ressortira de cet inventaire que les propriétés désagréables des anneaux du point
de vue de I’excellence n’ont en général pas seulement a voir avec la caractéris-
tique > 0 mais peuvent aussi se produire pour des Q-algebres.

11.1. Formelle caténarité : condition 3). Regardons d’abord de mauvais an-
neaux du point de vue de la formelle caténarité.

11.1.1. La caténarité n’entraine pas la formelle caténarité. Dans [EGA 1V, 5.6.11],
Grothendieck construit un exemple d’anneau local noethérien de dimension 2
integre, caténaire mais non universellement caténaire, donc non formellement
caténaire d’apres[Z.1.1l (i.e. ne vérifiant pas 3)).

Expliquons la construction qui consiste a pincer une surface lisse sur un corps
k, de caractéristique nulle si 1’on veut, le long de deux points de hauteurs diffé-
rentes ayant des corps résiduels isomorphes a k.

On part d'un corps k extension transcendante pure de degré infini sur son
corps premier par exemple, que I’on peut méme supposer étre Q. Soit S une sur-
face lisse munie d’un morphisme projectif sur T = Spec(k[t]) et t € S(T). On
suppose qu’il existe un point s € S(k) de la fibre Sode S — Tau dessusde 0 € T
qui n’est pas dans I'image de t. Par exemple, on peut prendre S = Spec(k[o, 1)
avec t la section d'image 0 = O ets = (1,0). Les corps k(s) = k et k(t) = Frac(k/[t])
sont des extensions transcendantes pures de Q de méme degré (infini) de sorte
qu’on peut choisir un isomorphisme de corps k(s) =~ k(t). Ceci permet de définir
le sous-anneau Ox de s des fonctions qui coincident en s et t. On dispose donc
d’un morphisme 7t : S — X qui envoie s,t sur 0 € L. Posons A = 0y, et soit
B l'anneau de coordonnées de S x5 Spec(0s ). Par construction, dim(B,) = 2 et
dim(B;) = 1. Alors, A est noethérien, et B est la normalisation de A et est fini sur
A.Comme A est de dimension 2 et integre il est évidemment caténaire. Si A était
universellement caténaire, la formule de dimension (voir note (ivl)) entrainerait
dim(A) = dim B; = dim By, une contradiction.

On peut méme trouver pour tout n > 2 des anneaux locaux noethériens in-
tegres de dimension n vérifiant 2.a), caténaires non universellement caténaires
donc ne vérifiant pas 3) ([Heinzer et al., 2004]).

11.1.2. La formelle caténarité ne se teste pas sur I’hensélisé. Par des techniques de
pincements analogues de surfaces sur k, donc de caractéristique nulle si on veut,
comme plus haut, Grothendieck construit en effet un exemple d’anneau local non
universellement caténaire (donc non formellement caténaire) dont 1’"hensélisé est
excellent ([EGA TV, 18.7.7]). Quitte a changer de base par la cloture séparable,

Xdiyoir [Spivakovsky, 1999], th. 11.3 pour un énoncé un peu plus général.

V] 'argument n’utilise que la géométrique régularité des fibres — et le caractere hensélien —
mais pas la formelle caténarité. Ce n’est pas paradoxal, car un anneau local hensélien est excellent
si et seulement si ses fibres formelles sont géométriquement régulieres (5.5.T).
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on s’apercoit que la formelle caténarité ne se teste pas plus sur 1'hensélisé strict,
contrairement a la quasi-excellence (8.1).

11.1.3. La formelle caténarité n’entraine certainement pas 2.a) (ni méme 2.c)). Par
exemple, un anneau de valuation discrete A non excellent (cf. la partie[1.5) a une
fibre formelle générique non géométriquement réguliere (en effet, il est formelle-
ment caténaire (2.8) et 2.a) entraine 1.a) dans le cas local (5.5.1)). Or, cette fibre
générique formelle est artinienne dans ce cas (elle ne contient pas 1'idéal maximal
de A) et donc la géométrique régularité équivaut ici a la géométrique réduction.

11.1.4. Il existe des anneaux intégres normaux non formellement caténaires. Ogoma
([Ogoma, 1980]) a construit une Q-algébre locale A integre normale de dimension
3 dont le complété a une composante de dimension 2 et une composante de di-
mension 3 et donc n’est pas équidimensionnel. Pire, cet anneau n’est méme pas
caténaire : il posséde une infinité de chaines saturées d’idéaux premiers de lon-
gueur 2 ou 3.

11.2. Quasi-excellence : conditions d’ouverture 1.a) et 1.b). On s’intéresse ici
a des anneaux ayant un lieu régulier ou normal non ouvert.

Comme on le verra plus loin (XIX{2.3), Gabber a construit un exemple de
schéma, qu’on peut méme supposer étre un Q-schéma, integre de dimension 1,
dont le lieu régulier (ou normal, c’est la méme chose ici) contient une infinité
de points et en particulier n’est pas ouvert. La construction assure que les fibres
formelles sont géométriquement régulieres. Comme on est en dimension 1, nor-
malité et régularité coincident de sorte qu’on a un exemple vérifiant 2.a) et 3)
mais pas 1.b).

Dans [Rotthaus, 1979], Rotthaus construit une Q-algebre noethérienne locale
integre de dimension 3 qui est formellement caténaire, universellement japonaise
mais dont le lieu régulier n’est pas ouvert.

11.3. Quasi-excellence. Fibres formelles : conditions 2a), 2b) et 2¢). On s’in-
téresse ici a des anneaux ayant des fibres formelles non géométriquement régu-
lieres voire pire.

e Rotthaus construit une Q-algebre locale A noethérienne de dimension 3
réguliere (donc formellement caténaire), universellement japonaise mais
pas excellente ([Rotthaus, 1979]). Précisément, la fibre formelle au des-
sus d’un point de hauteur 1 n’est pas réguliere. Ainsi, elle vérifie 2.c), 3)
car A régulier mais pas 2.a).

Dans l'exemple d’Ogoma précédent, la fibre formelle générique est
connexe non integre (elle a une composante de dimension 1 et une de
dimension 2 qui se coupent), donc non normale. On a donc un exemple
de Q-algebre locale (de dimension 3) noethérienne (integre et normale)
ne vérifiant pas 2.b).

On peut descendre d'une dimension : Nagata construit ([Nagata, 1962],
ex. 7 de I'appendice A1) une Q-algebre locale B qui est integre normale,
formellement caténaire et de dimension 2 mais dont le complété n’est
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pas intégr. D’apres 6.2 ceci prouve que B ne vérifie pas 2.b) (mais
vérifie 3)).

e En caractéristique > 0, Rotthaus construit également ([Rotthaus, 1979])
une algebre locale noethérienne de dimension 2 réguliére universelle-
ment japonaise mais pas excellente. Dans ce denier cas, comme les fibres
formelles sont de dimension < 2, elles ne sont pas non plus géométri-
quement normales. Ainsi, elle vérifie 2.c), 3) mais pas 2.b).

e En caractéristique nulle, Ferrand et Raynaud ont construit ([Ferrand & Raynaud, 1970],
prop. 3.3 et 3.5) une C-algébre locale noethérienne A integre de dimen-
sion 2 telle que

e le normalisé A’ de A est 'anneau des séries convergentes noté
C{x,y} (ne pas confondre avec I'hensélisé de C[x,y]) et donc est ex-
cellent.

e A n’est pas japonais (en fait, A’ n’est pas fini sur A).

o A ades composantes immergées (de sorte que — platitude — la fibre
formelle générique a des composantes immergées et donc ne vérifie pas
2.0)).

e Lelieunormal de A[[T]] n’est pas ouvert. D’apres [I:ZGA IV, 6.13.5]
son lieu régulier n’est donc pas ouvert non plus.

e L'anneau A est formellement caténaire (le spectre de son complété
est irréductible). Il en est donc de méme de A[[T]] ([Seydi, 1970]).

e Dans [Nagata, 1962], ex. 5 de 'appendice A1, Nagata construit méme un
anneau local noethérien integre de dimension 3 (de caractéristique > 0)
dont la cloture intégrale n’est méme pas noethérienne; en particulier,
cet anneau n’est pas japonai.

e Pire, a partir d’anneaux construits par Nagata, Seydi construit ([Seydi, 1972])
un anneau noethérien intégre normal A de dimension 3 dont le corps
des fractions est de caractéristique nulle et dont le complété n’est pas
réduit. En particulier, il est japonais mais pas universellement japonais.
Ogoma construit ([Ogoma, 1980]) une Q-algebre noethérienne normale,
donc japonaise, qui n’est ni universellement japonaise ni caténaire.

e Les fibres formelles peuvent étre épouvantables, méme en dimension 1:
Ferrand et Raynaud construisent un C-schéma local intégre de dimen-
sion 1 dont la fibre formelle générique est un schéma artinien qui n’est
méme pas Gorenstein —donc certainement non réduit — ([Ferrand & Raynaud, 1970,
prop. 3.1) : X ne vérifie pas 2.c). En particulier, X n’est pas universelle-
ment japonais (et donc pas quasi-excellent). Bien entendu, X vérifie 1.a)
et 3) pour des raisons de dimension.

*VLa construction est la suivante : soient x,y algébriquement indépendants sur Q et w =
2 ivo aix! € QIx]] transcendant sur K(x). On pose z1 = (y + w)? et ziy1 = (z — (y +
P a;x)?)/x". Soit A le localisé de Q[x, y,zi,1 > 1] en (x,y, zi,1 > 1). Alors, B = A[X]/(X? —z1)
est I'exemple cherché. On vérifie facilement que la complétion de A est Q[[x,yl] de sorte que
B= Qllx, ylIXl/ (X2 — (y+w)?) n’est pas integre. Comme d’habitude dans ces constructions, c’est
le caractere noethérien de A qui pose probleme. Une fois ceci acquis, A est régulier de dimension
2 et B normal puisque que Cohen-Macaulay de dimension 2 singulier uniquement & 1’origine.
Notons que B est formellement caténaire comme quotient d"un régulier.

Vil a construction est du méme type que celle d’un anneau de valuation discrete décrite dans
la note (xxvii) dont on reprend les notations. On considere cette fois-ci ’anneau B = kP[[X, Y, Z]][k]
etd=YY . XiX'+Z5 . ,Xzi+1X" L'anneau B[d] convient.

i>0 i>0
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o Les exemples d’anneaux de valuation discréte non excellents (donc de
caractéristique positive) donnent des exemples d’anneaux ne vérifiant

pas 2.c) (2.a) et 2.c) sont équivalents en dimension < 1) mais vérifiant
1.a) et 3).

REMARQUE 11.4. Nagata a construit ([Nagata, 1962], (E3.3)) un anneau de va-
luation discrete dont la fibre formelle générique est une extension radicielle non
triviale de son corps des fractions, donc non excellent™il,

On va voir maintenant que de tels anneaux se rencontrent tres facilement.

11.5. Méthode systématique de construction d’anneaux non quasi-excellents.
En fait, on peut construire (Orgogozo) de facon systématique de tres nombreux
anneaux de valuation discrete non quasi-excellents. Précisong™"i,

PROPOSITION 11.6. Soit k((t)) le corps des séries de Laurent a coefficients dans un
corps k de caractéristique p > 0 muni de sa valuation t-adique et L/k une sous-extension
de type fini de k((t))/k de degré de transcendance > 1 sur k. Alors, le sous-anneau A de
L des éléments de valuation > 0 est un anneau de valuation discréte non excellent.

Démonstration. Soit L un corps de caractéristique > 0. Le p-rang est la di-
mension, finie ou non, de Q;, le module des différentielles absolues. C’est aussi
logp([f_ : I7]) ot [L : L7] est la dimension de L sur [P ([EGA IV, 21.3.5]). La re-
marque clef est que le p-rang croit par extension de corps séparable K/L, finie ou
non, puisqu’on a dans ce cas un plongement K @ Q; — Qg (IEGA 1V, 20.6.3])

(11.a) [L:LP] <[K:KP].
Par ailleurs, si L est de type fini sur un corps k, on a ([Bourbaki, 1950], V.6.3)

(11.b) [[: [P) = plesmlD[i : kP,

Plagons nous dans la situation du lemme. L'anneau A est de valuation dis-
crete par construction et son corps des fractions est L. L'hensélisé A" est local
régulier de dimension 1 donc integre et son corps des fractions K = Frac(A")

contient L = Frac(A). Le complété A" est un anneau de séries formelles K =
k([®@]], ® uniformisante de A" (comme complété d’une k-algebre locale réguliere

de dimension 1) et son corps des fractions K est la fibre générique formelle de
Spec(A™") — Spec(A").

ViiVoici la construction : soit k le corps des fractions de Fp, Xy, n > 0] et K celui de A = K[[Y]l.
Soit L le sous-corps de K = k((Y)) corps des fractions de A = kP[[Y]][k]. Le complété de A est A.
On montre, et c’est le point délicat, que A est noethérien. L'outil est le critére de Cohen : un anneau
semi-local est noethérien si et seulement si les idéaux maximaux sont de type fini et les idéaux
de type fini fermés ([Nagata, 1962], 31.8). Son complété étant régulier, il est lui méme régulier
donc de valuation discrete (dimension). Soit L le corps des fractions de A. On vérifie facilement
quec = Y . o Xn Y™, n’est pas dans L. Choisissons une p-base {ci} de K sur L contenant c (ce
qui est possible car ¢ ¢ LP, cf. [EGA IV; 21.4.3]). Soit Ko le corps engendré sur L par les c;
distincts de c. L'extension K/K est radicielle de degré p par construction. L'anneau A N Ky est un
anneau de valuation discrete de complété k[[Y]] de sorte que la fibre formelle générique n’est pas
géométriquement réduite.

XillCette construction généralise en fait, de fagon indépendante, un exemple obtenu par Rot-
thaus dans [Rotthaus, 1997]
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Supposons que A" soit quasi-excellent (précisément vérifie 2.a) de sorte que
I'extension K/K est séparable.

On a donc dans ce cas R
[K: KP] < [K: KP].
Commelz:k((co)),ona L
[K: KP] =plk: kP].
On a donc (11.a), 'extension K/L étant séparable,
[K:KP] >[L:LP].
de sorte que, grace a (ILb), on a
plk: kPl = [K:KP] > [L: "] > plk : k"],

une contradiction. Ceci interdit a A également d’étre quasi-excellent (8.1). O



EXPOSE 11

Topologies adaptées a I'uniformisation locale

Fabrice Orgogozo

Dans cet exposé, { est un nombre premier, 'entier 1 ou bien le symbole co
et 'on note (' I’ensemble des entiers naturels premiers a { ol1, par convention,
/
oo’ ={1}

1. Morphismes maximalement dominants et la catégorie alt/S

1.1. Morphismes maximalement dominants.

1.1.1. Rappelons ((EGA IV 1.14]) qu'un point d'un schéma est dit maximal
s’il est le point générique d"une composante irréductible ou, de fagon équivalente,
s’il est maximal pour 'ordre sur I’ensemble des points du schéma défini par la
relation : x > y si et seulement si y est une spécialisation de x (c’est-a-dire si
y € {x}). Les points maximaux d'un schéma affine correspondent aux idéaux
premiers minimaux. Tout ouvert dense d"un schéma contient la totalité des points
maximaux.

DEFINITION 1.1.2. Un morphisme de schémas est dit maximalement dominant
s’il envoie tout point maximal de la source sur un point maximal du but.

Un morphisme entre schémas irréductibles est maximalement dominant si et
seulement si il est dominant. Il est clair que le composé de deux morphismes
maximalement dominants est maximalement dominant.

EXEMPLE 1.1.3. D’aprés [EGA TV, 2.3.4], un morphisme plat, ou plus géné-
ralement quasi-plat (op. cit., 2.3.3), est générisant ([]::GA I’ 3.9.1]) donc maximale-
ment dominant (op. cit. 3.9.5).

PROPOSITION 1.1.4. Soit f : X — Y un morphisme maximalement dominant. Tout
point maximal de Y appartenant a I'image de f est I'image d"un point maximal de X.

Démonstration. Cela résulte du fait que f est croissante pour le préordre ci-
dessus et du fait que tout point de X a une générisation maximale. O

PROPOSITION 1.1.5. Soient f : X — Y un morphisme maximalement dominant et
Y' — Y un morphisme plat. Alors, le morphisme X' = X xyY' — Y’ est maximalement
dominant.

Démonstration. Cf. [EGA IV, 2.3.7] (ii). 0J
Rappelons la proposition suivante.

PROPOSITION 1.1.6 ([EGA 1v 20.3.5]). Soit f : X — Y un morphisme maximale-
ment dominant. Supposons que X est réduit et que Y n’a qu'un nombre fini de compo-
santes irréductibles (par exemple, Y ncethérien). Alors, pour tout ouvert U de Y et tout
ouvert V dense dans U, 'ouvert £~ (V) est dense dans £~ (U).

23
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L’hypothese sur Y assure que tout point maximal de U appartienta V.

PROPOSITION 1.1.7. Soit Y un schéma neethérien et soit f : X — Y un morphisme
de type fini, maximalement dominant. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 1l existe un ouvert dense de Y au-dessus duquel f est fini.
ii) Pour tout point maximal n| de X, l'extension k(n)/x(f(n)) est finie.
P

Un morphisme de schémas satisfaisant la condition (i) ci-dessus est souvent
dit génériquement fini (en bas).

Démonstration. L'implication (i)=(ii) résulte du Nullstellensatz et n"utilise pas
les hypotheses de finitude faites (Y ncethérien, f de type fini). Démontrons la ré-
ciproque. On peut supposer Y irréductible et X, Y réduits : on utilise le fait que f
est fini si et seulement si f,sq 'est. Par passage a la limite ([EGA 1v 8.10.5.(x)]),
on peut également supposer que Y est le spectre d'un corps k. On peut égale-
ment supposer X irréductible donc integre. Le résultat est alors conséquence du
fait qu'une algebre integre entiére sur un corps est un corps. (Alternativement,
on peut utiliser 1'inégalité dim(X) < dim(Y) = 0, qui est un cas particulier de
[EGA 1V 5.6.6].) O

DEFINITION 1.1.8. On dit qu'un morphisme f : X — Y est maximalement {'-fini
si pour tout point maximal n de X, l'extension k(n)/k(f(1)) est finie et si pour
tout point maximal p de Y dans 1'image de f, il existe un point maximal n de X
au-dessus de u tel que I'extension k(1)/k(p) soit de degré appartenant a ¢'.

1.1.9. Lorsque { = 1, la seconde condition est vide. Il est utile de faire les
conventions de langage suivantes : un morphisme maximalement {’-fini et maxi-
malement dominant est dit maximalement {'-fini dominant, et un morphisme maxi-
malement 1'-fini « maximalement fini ».

PROPOSITION 1.1.10. Soient S un schéma et f : X — Y un S-morphisme entre S-
schémas maximalement dominants. Si Y/S est maximalement fini, f est maximalement
dominant. Si I’'on suppose de plus X/S maximalement fini, le morphisme f est maximale-
ment fini dominant.

Démonstration. Soient x un point maximal de X et s (resp. y) son image dans
S (resp. Y). Soit y’ > y une générisation maximale de y. Les schémas X et Y étant
maximalement dominants sur S, s est un point maximal et y’ est d’image s. Enfin,
si Y/S est maximalement fini, I’extension «(y’)/k(s) est finie de sorte que y’ est
isolé dans la fibre Y;. Le point y, appartenant a I’adhérence de y’ dans Y, coincide
donc avec y’ : le morphisme f est maximalement dominant. Si I’'on suppose de
plus X/S maximalement fini, la finitude de I'extension k(x)/k(s) entraine celle de
I’extension intermédiaire «(x)/k(y). O

1.2. La catégorie alt/S.
1.2.1. Soit S un schéma ncethérien. Notons s le schéma coproduit (fini) de
ses points maximaux.

DEFINITION 1.2.2. On note alt/S la catégorie des S-schémas de type fini, maxi-
malement finis dominants, de source un schéma réduit. Les morphismes dans
alt/S sont les S-morphismes.
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1.2.3. Notons les faits suivants :

e le S-schéma S,q est final dans la catégorie alt/S;

e tout morphisme de alt/S est maximalement fini dominant (1.1.10) ;

e les images inverses de diviseurs existent pour tout morphisme de alt/S
([EGA 1v 21.4.5.(iii)]);

e si X € Obalt/S et S — S est un morphisme réduit ([EGA 1V, 6.8.1])
avec S’ noethérien, le produit fibré usuel X’ = X xs S’ est naturellement
un objet de alt/S’. Il en est plus généralement ainsi de X, des lors que
S" — S est plat.

REMARQUES 1.2.4. (i) Le produit fibré usuel de deux S-schémas maxi-
malement dominants n’est pas nécessairement maximalement dominant,
comme on peut le constater lorsque S = A? et X = Y sont I’éclatement
en l'origine.

(ii) La définition originale de la catégorie alt/S, due a O. Gabber, est moins
restrictive sur le schéma S : il est supposé cohérent et ayant un nombre
fini de composantes irréductibles. Les objets de alt/S sont alors les S-
schémas de type fini quasi-séparés réduits, maximalement dominants,
génériquement finis. Le cadre ncethérien semble suffisant pour nos be-
soins. Signalons cependant que les « localisés » d"un schéma ncethérien
pour la topologie des altérations (introduite ci-dessous) ne sont pas né-
cessairement noethériens (cf. 4.2.7)).

1.2.5. Soit X un S-schéma de type fini. On note Xgq I'adhérence de I'image
(ensembliste) de X,,; dans X, muni de la structure réduite. C’est la réunion des
composantes irréductibles de X dominant une composante irréductible de S, mu-
nie de la structure réduite. Le foncteur T — T4 est adjoint a droite au foncteur
d’inclusion de la catégorie des schémas réduits, de type fini et maximalement
dominants sur S dans la catégorie des S-schémas de type fini.

PROPOSITION 1.2.6. Les produits fibrés existent dans alt/S.

Démonstration. Soient X — S’ «+ Y deux fleches dans alt/S; d’apres [1.1.10]
les schémas X et Y sont naturellement des objets de alt/S’. Le composé de deux
morphismes maximalement finis dominants de type fini étant de méme nature,
un produit de X et Y, vus dans alt/S’, est — s’il existe — un produit fibré dans
alt/S. On peut donc supposer S = S’ et S réduit. Soient X et Y deux objets de alt/S.
I résulte formellement de I’existence du produit dans la catégorie des S-schémas
de type fini et de la propriété d’adjonction de X — Xpq que le schéma (X X5 Y)ma,
muni des deux projections évidentes, est le produit de X et Y dans la catégorie
des schémas réduits, de type fini et maximalement dominants sur S. Il appartient
a Obalt/S car ((X Xs Y)md)ns = (Xns Xns Yns Jred €st fini sur ns. O

PROPOSITION 1.2.7. La propriété d’étre maximalement {'-fini est stable par change-
ment de base.

Démonstration. Il faut montrer que si k’/k est une extension finie de degré pre-
mier a {, ou k est de caractéristique p et K/k est une extension quelconque 1'un des
corps résiduels du produit tensoriel K’ = k’ @y K est de degré premier a { sur K.
On peut pour cela supposer k'/k étale ou radicielle. Dans le premier cas, on écrit
K" = [T, Ki, ol K; est une extension étale de degré d; sur K, et on remarque que
sila somme ) ; d; = [k’ : k] est premieére a {, il en est de méme de I'un des d;. Le
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second cas ne se produit pas si { = p et est trivial lorsque { # p, toute extension
finie radicielle étant de degré une puissance de p. O

PROPOSITION 1.2.8. Soit f : X — Y une immersion ouverte (resp. un morphisme
propre et surjectif, resp. quasi-fini) entre deux S-schémas de type fini. Le morphisme fiq :
Xmd — Yma est une immersion ouverte (resp. un morphisme propre et surjectif, resp.
quasi-fini).

Démonstration. Le cas d"une immersion ouverte est conséquence du fait gé-
néral suivant sur les topologies induites : la trace sur un ouvert de 'adhérence
d’une partie coincide avec I’adhérence de la trace de cette partie (cf. p. ex. [Bour-
baki, TG, I, §3, n°1 prop. 1] pour une variante). Considérons maintenant le cas
d’un morphisme propre et surjectif f : X — Y. Par construction, les morphismes
Xma — X et Yng — Y sont des immersions fermées ; les schémas X,q et Yng sont
donc propres sur Y. Le Y-morphisme f,,4 est donc propre. Son image contient
fre (Xys) = Yy donc son adhérence Yq. Le dernier cas est tout aussi trivial et
laissé au lecteur. O

1.2.9. Notons que si (U;)ic; est un recouvrement par des ouverts de Zariski
d’un S-schéma de type fini X, les ouverts (U;,q)ic1 recouvrent le schéma Xpg.

2. Topologies : définitions
Dans ce paragraphe, on fixe un schéma ncethérien S.

2.1. Topologie étale {'-décomposée.

2.1.1. Nous dirons qu’un recouvrement étale (X; — X)ie; d'un schéma X est
U'-décomposé si tout point de X peut étre relevé en un point x; d'un X; tel que le
degré [k(x;) : k(x)] appartienne a {'. Lorsque { = 1 la condition imposée est vide
et I'on dit simplement que la famille constitue un recouvrement étale. Lorsque
(=00, on retrouve la définition de [Nisnevi¢, 1989, §1] et I’on dit plutot que le re-
couvrement est completement décomposé. Il résulte de[l.2.71que la propriété d’étre
un recouvrement étale {’-décomposé est stable par changement de base.

2.1.2. On appelle topologie étale U'-décomposée la topologie de Grothendieck
sur alt/S, notée éty, définie par la prétopologie constituée des recouvrements
étales {'-décomposés.

2.2. Sorites sur le lieu {'-décomposé.
2.2.1. Pour chaque morphisme de schémas f : Y — X, posons

décy (f) ={x € X: Fy € Y tel que f(y) = x, [k(x) : k(y)] fini appartenant a £'}.

Lorsque { = oo, on retrouve 1’ensemble cd(f) introduit par Nisnevi¢. Nous
utiliserons également cette notation.

PROPOSITION 2.2.2. Soit f : Y — X un morphisme étale avec X ncethérien. L'en-
semble décy (f) est ind-constructible, c’est-a-dire — X étant neethérien — réunion de
parties localement fermées.

Démonstration. On peut supposer X et Y integres, de points génériques notésn
et 1 respectivement. Par récurrence ncethérienne, il suffit de montrer que sin ap-
partient a 'ensemble décy (f), celui-ci contient un ouvert de X. On peut supposer
de plus X et Y affines d’anneaux A et B respectivement, et le morphisme A — B
fini. La fonction p — dim,,) B/pB, X — N, est localement constante pour la to-
pologie de Zariski car B est plat de présentation finie — donc localement libre —
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sur A. Elle prend la valeur [k(p) : k(1)] — premiere a { — enn. Il en est donc ainsi
au voisinage de 1; la conclusion en résulte aussitot. O

Précisons un peu ce résultat lorsque { = oo.

PROPOSITION 2.2.3. Soit f : Y — X un morphisme localement de type fini, avec
X neethérien. Un point x € X appartient a cd(f) si et seulement si il existe un sous-
schéma Z de X contenant x au-dessus duquel f a une section.

Démonstration. La condition est bien entendu suffisante. Considérons x € cd(f);
c’est le point générique du sous-schéma fermé réduit {x}. Par hypothese, il existe
une section au-dessus de ce point. Le morphisme f étant localement de présen-
tation finie, cette section s’étend par passage a la limite a un ouvert Z = U {x}
de {x}, ot U est un ouvert de X. O

COROLLAIRE 2.2.4. Soient X un schéma ncethérien et (U; By X)ie1 un recouvrement
de X pour la topologie étale U'-décomposée. Il existe alors un sous-ensemble fini Iy C I tel
que la famille (U; — X)ic1, soit également couvrante.

Rappelons qu'un morphisme étale est, par définition, localement de présenta-
tion finie.

Démonstration. D’apres [EGA 1V 1.9.15], I'espace topologique X<, dont 1’es-
pace sous-jacent est X et dont les ouverts sont les parties ind-constructibles de
X, est compact. Les ensembles décy (f;) en constituent un recouvrement par des
ouverts. U

PROPOSITION 2.2.5. S0it (Ug <% Xo) aen U systeme projectif, filtrant, cartésien, de
morphismes étales entre schémas ncethériens, a morphismes de transition affines. Notons
foo 1 Uew — Xoo le morphisme induit sur la limite projective et, pour chaque x, 1y la
projection Xoo — Xo. Ona

od(fo) = | " (cd(fy)).

Démonstration. L'inclusion du terme de droite dans le terme de gauche est
évidente. Considérons réciproquement un point x., dans cd(f ). Le morphisme
foo @ une section sur un sous-schéma de présentation finie Z., contenant x.. Le
morphisme et la section se descendent par passage a la limite a un niveau fini «

(cf. [EGA 1V 8.6.3, 8.8.2]). O

Les quatre énoncés précédents sont valables, mutatis mutandis, lorsque 1’on
suppose simplement X cohérent et le morphisme f localement de présentation fi-
nie. Pour référence ultérieure, signalons le lemme de descente d’une section sui-
vant.

PROPOSITION 2.2.6. Soient k' /k une extension finie de corps de degré premier a { et
K/k une extension finie de degré une puissance de {. Posons K" = k' @y K. Si le morphisme
Spec(K’) — Spec(K) possede une section, le morphisme Spec(k’) — Spec(k) possede
également une section : c’est un isomorphisme.

(Notons qu'un morphisme X — Spec(k) a une section si et seulement si le
morphisme X,;sg — Spec(k) qui s’en déduit a une section.)
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Démonstration. Cela résulte du fait que 'image de k’ dans K par le morphisme
composé k’ — K’ — K, ou la seconde fleche est la rétraction dont on suppose
I'existence, est a la fois de degré premier a { et de degré une puissance de { sur k.

U

2.3. Topologie des {'-altérations.
2.3.1. On appelle topologie des {'-altérations la topologie de Grothendieck sur
alt/S, notée alty, définie par la prétopologie engendrée par

(i) les recouvrements étales {'-décomposés ;
(ii) les morphismes propres maximalement {'-finis surjectifs.

Prendre garde au fait que la seconde condition (« maximalement {'-fini »)
porte sur les points maximaux tandis que la premiere (« £’-décomposé ») sur tous
les points.

REMARQUE 2.3.2. Les familles précédentes ne constituent pas une prétopo-
logie au sens de [SGA 4 II 1.3] : la condition de stabilité par composition n’est
pas satisfaite. Les autres conditions le sont, notamment la quarrabilité des mor-

phismes (1.2.6).

2.3.3. Latopologie alt; est appelée topologie des altérations, notée simplement alt.

2.3.4. Notons pour référence ultérieure que si (X; — X) est une famille alt-
couvrante dans alt/S et S’ — S est un morphisme plat de source un schéma loca-
lement ncethérien, la famille (X; xs S" — X x5 §’) de morphismes dans alt/S’ est
également alty-couvrante (cf. 1.1.5).

3. Formes standards

Dans ce paragraphe, on fixe un schéma ncethérien S et X un objet de alt/S.

3.1. Topologie étale. Le cas { = 1 de I'énoncé ci-dessous est un prototype
bien connu des résultats que nous allons établir.

PROPOSITION 3.1.1. Toute famille couvrante (U; — X)ier pour la topologie étale
U'-décomposée est dominée par une famille alty-couvrante du type

(Vi =Y = X)ier

ot Y — X est fini, maximalement {'-fini, surjectif et (Vi — Y)ic est un recouvrement
étale complétement décomposé. Si £ = 1, on peut supposer que (Vi — Y)icr est un
recouvrement par des ouverts de Zariski.

Démonstration. On peut supposer I'ensemble I fini (2.2.4) et X intégre. Par pas-
sage a la limite, on peut supposer de plus X normal, de corps des fractions ayant
un groupe de Galois (absolu) pro-{. (Le schéma X n’est donc pas nécessairement
neethérien.) Or, un morphisme étale {'-décomposé d'un tel schéma est nécessai-
rement completement décomposé car le groupe de Galois des corps résiduels est
également pro-{. Pour le complément lorsque { = 1, cf. p. ex. [Orgogozo, 2006,
lemme 10.3]. O

3.1.2. Il résulte immédiatement de la proposition précédente que dans la dé-
finition du §2.3] on peut remplacer dans (i) la condition d’étre {’-décomposé par
celle d’étre completement décomposé (resp. de Zariski, si { = 1).
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3.2. Topologie des altérations. Dans ce sous-paragraphe, on fixe un nombre
premier {.

THEOREME 3.2.1. Supposons X irréductible et quasi-excellent. Toute famille cou-
vrante pour la topologie des {'-altérations de X est dominée par une famille couvrante du
type suivant :

(Vi =Y = Xier,
ot Y est un schéma integre, Y — X est propre et surjectif de degré générique premier a {
et (Vi — Y)ier est un recouvrement pour la topologie complétement décomposée. Si de
plus £ = 1, on peut supposer que (Vi — Y)ic1 est un recouvrement par des ouverts de
Zariski.

L’hypothese de quasi-excellence est tres certainement superflue (procéder par
passage a la limite).

Commengons par la démonstration du cas particulier { = 1, bien qu’il résulte
du cas général (joint a[3.1.1 pour le complément).

Démonstration dans le cas ot { = 1. On peut supposer I'ensemble I fini. D’apres
B.1.1] il suffit de montrer que si (U; — X)ier est un recouvrement de X par des
ouverts de Zariski et (X; — U;)ic; une collection de morphismes propres et sur-
jectifs, il existe un morphisme propre et surjectif Y — X dans alt/S et un recouvre-
ment par des ouverts de Zariski (Vi — Y)ie; tels que chaque morphisme composé
Vi — X se factorise a travers X; — X. Choisissons pour chaque i une compac-
tification X; — X de X; — X; on a Xiy, = Xi. Posons Y = Xj xx - -+ xx X;, oit
T={1,.. 1] et Vi = X; xx Xz Xx -+ Xx Xy, Vo = Xy xx Xa xx Xz Xx -+ Xx X,
etc. Les ouverts V; recouvrent le schéma X, qui est propre et surjectif sur X. Par
projection sur le i-ieme facteur, chaque V; s’envoie sur X;. Quitte a appliquer le
foncteur T — Ty [I.2.5), qui transforme un morphisme propre et surjectif (resp.
un recouvrement de Zariski) en un morphisme propre et surjectif (resp. en un
recouvrement de Zariski) (cf. [1.2.8), on obtient un recouvrement du type désiré
dans alt/S. Si X est irréductible, on peut supposer Y integre. O

Démonstration dans le cas général. 11 suffit de vérifier que si (Ui — X)iep est
un recouvrement étale completement décomposé de X et (X; — U;)ic; une col-
lection de morphismes propres, surjectifs, maximalement {'-finis, il existe une
famille comme dans I’énoncé la dominant. On peut supposer 1’ensemble I fini
et le schéma X integre et méme normal compte-tenu de 1’hypothese de quasi-
excellence. Il est également loisible de supposer les U; connexes. Notons qu'’ils
sont normaux. Observons d’autre part que 1’'on peut supposer les morphismes
Xi — U, finis, surjectifs, plats et de degré générique premier a { : chaque X; — X
étant génériquement plat (X est réduit), quitte a remplacer X par une modification
X" — X, on peut les platifier ((Raynaud & Gruson, 1971], I 5.2.2), ce qui les rend
finis. Quitte a ne considérer qu’une seule composante irréductible de chaque X;,
de degré générique premier a { et a la normaliser, on peut supposer les X; nor-
maux connexes. Résumons :

— les schémas X, U, et X; sont normaux integres de corps des fractions notés
respectivement K, K; et K{;

— les morphismes X; — U, sont finis de degrés génériques premiers a {.

Soit L une cloture quasi-galoisienne sur K d’une extension composée des K;,
et considérons X; le normalisé de X dans L. De méme, considérons pour chaque
i, le produit fibré U;; = U; xx Xi (resp. le produit fibré réduit normalisé X =
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(Xi Xx X1)14q)- Compte tenu du choix de L, pour chaque i le morphisme Xj; — Uyt
a une section au-dessus de Spec(L). Ce dernier étant fini et U;; étant normal, la
section s’étend en une section o; : Uj; — Xji. Soit maintenant un {-Sylow S, de
Aut(L/K) = G et notons p la caractéristique du corps K. Si £ = p, les extensions
K{/K sont donc étales de sorte que I'on peut supposer L/K étale donc galoisienne ;
l’extension L% /K est alors de degré (G : S;), premier a {. Si £ # p, 'extension L3¢ /K
est de degré (G : S;) multiplié par une puissance de p; c’est donc également un
entier premier a {. Comme ci-dessus, notons X; s, le normalisé de X dans L%, U,
(resp. Xi;s.) le produit fibré (resp. réduit normalisé) de U; (resp. X;) avec Xis,
au-dessus de X. Le morphisme X;s, — X est fini, de degré générique premier a {.
D’apres ce qui précede on a pour chaque i un diagramme commutatif de schémas
normaux :
Xirse =— Xir

premier a ﬂl l > o3

u“_S( XlL

-
puiss. de ¢

En considérant isolément les composantes irréductibles du schéma normal U;;s,
et, pour chacune d’entre elles, un point maximal de X;;s, de degré générique pre-
mier a { au-dessus, on montre immédiatement (cf. proposition 2.2.6) qu’il existe
une section Uy s, — X;;s,. Cela acheve la démonstration de la proposition car les
U;;s, forment un recouvrement pour la topologie complétement décomposé du
schéma X;s,, irréductible, de degré générique premier a £ sur X. O

REMARQUES 3.2.2. (i) Une famille couvrante pour la topologie des (-
altération le reste aprés changement de base dans alt/X.

(ii) Il résulte du théoreme que 1'on obtient la méme topologie si 1'on rem-
place la condition (i) de2.3par la condition d’étre un recouvrement étale
completement décomposé. Esquissons une preuve légerement différente.
En passant a la limite sur les Y comme dans le théoreme précédent (¢'-
altération de X) on obtient un schéma normal dont le corps des fonctions
a un groupe de Galois absolu pro-{. Cette propriété passe aux corps rési-
duels (vérification triviale) si bien qu'un revétement étale {'-décomposé
est méme nécessairement completement décomposé.

Nous ferons également usage de la variante suivante du théoreme précédent.

THEOREME 3.2.3. Supposons X irréductible et quasi-excellent. Toute famille cou-
vrante pour la topologie des {'-altérations de X est dominée par une famille couvrante du
type suivant :

(Wi = Vi =Y = X)ier,
oit tous les schémas sont irréductibles, Y — X est propre birationnel, (Vi — Y)ie est un
recouvrement pour la topologie completement décomposée, et les morphismes Wi — V;
sont finis, plats, de degré premier a L.

Un énoncé semblable est également valable si X n’est pas irréductible : consi-
dérer le coproduit de ses composantes irréductibles.

Esquisse de démonstration. Par platification, il suffit de montrer le résultat d’échange
suivant : si Y — X est fini, plat, de degré générique premier a { et (Vi — Y)i¢s est
un recouvrement étale completement décomposé, il existe un recouvrement étale
completement décomposé (U; — X)jcj et des morphismes Z; — W;, finis, plats,
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de degré premier a { tels que la famille de morphismes composés (Z; — X) do-
mine celle des (V; — X). Par passage a la limite, on peut supposer X hensélien.
Par hypothese, il existe une composante connexe Y° de Y qui est plate de degré
premier a £ sur X. Le schéma Y° étant local hensélien, il existe un indice i tel que la
restriction du morphisme V; — Y a Y? ait une section, de sorte que le morphisme
composé Y° — X se factorise a travers V;. Cela permet de conclure. O

4. Applications
4.1. Sorites.

PROPOSITION 4.1.1. Soient X un schéma neethérien, x un point de X, (X; — X)iz1,..n
un recouvrement pour la topologie des altérations et, pour chaque indice i, un ouvert
X9 — X; contenant la fibre (X;)y. Il existe un voisinage ouvert de Zariski U de x tels que
la famille (X?‘u — UW); soit alt-couvrante.

Un cas particulierement utile — et auquel on pourrait se ramener d’apres la
proposition suivante — est celui o1 X est local de point fermé x, de sorte que
u=Xx

Démonstration. D’apres le théoreme[3.2.] la famille (X; — X); est dominée par
une famille (V; — Y — X); o f : Y — X est notamment propre et surjectif, et les
(V; — Y); sont un recouvrement ouvert de Y. Soit Y 'image inverse de X{ — X;
par une factorisation V; — X;. Par hypothese, au-dessus du point x de X, Y} et V;
coincident, de sorte que (on)j est une famille d’ouverts de Y recouvrant la fibre Y,.

Leur réunion Y° est un ouvert de Y, contenant cette fibre, et on vérifie aussitot que
I'ouvert U = X — f(Y — Y°) de X convient. O

PROPOSITION 4.1.2. Soit (Xy)aca un systeme projectif filtrant de schémas necethé-
riens affines a morphismes de transitions dominants. On suppose que la limite X =
lim, Xy est un schéma necethérien irréductible sur lequel un nombre premier { est in-
versible. Alors, toute famille alty-couvrante de X est dominée par I'image inverse d'une
famille alty -couvrante de I'un des X,.

Démonstration. D’apres le théoreme [3.2.1] joint au fait que les diagrammes de
morphismes se descendent, il suffit de démontrer le théoreme dans les cas par-
ticuliers suivants : la famille couvrante est constituée d’un unique morphisme
propre surjectif de degré générique premier a £ ou bien elle est finie, couvrante
pour la topologie étale completement décomposée. Traitons le premier cas. D’apres
[EGA 1v 8.10.5] (vi, xii), tout morphisme propre et surjectif Y — X se descend en
un morphisme propre et surjectif Y, — X, (x suffisamment grand). Vérifions
que l'on peut supposer Y, € Obalt/X,. D’aprés [EGA 1v 8.4.2], on peut suppo-
ser X, irréductible et X — X, maximalement dominant. Il en résulte, puisque la
fleche Yng — Y est un isomorphisme, que le morphisme Y — Y, se factorise a
travers (Yo)ma — Y« On peut donc supposer le morphisme Y, — X, maxima-
lement dominant. Soit 1 le point générique de X,. On doit vérifier que la fibre
générique (Yy )y, est integre, finie de degré premier a { sur 1. Cela résulte du fait
qu’elle l'est aprés changement de base par 1 — 14, ou 1] est le point générique
de X. Traitons maintenant le cas d’un recouvrement étale, complétement décom-
posé (U; — X)ier (I fini). D’apres [EGA 1v 17.7.8] (ii) et [EGA 1v 8.10.5] (vi),
cette famille provient d"une famille (Ui, — Xg4)icr couvrante pour la topologie
étale d'un X,, pour « suffisamment grand. D’apres [2.2.5] si pour tout f > « on
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note fg le morphisme Xg xx, [[; Uix — Xp et g le morphisme X — Xg, on a
X =Upsa 7'[51 (cd(fg)). C’est une réunion croissante d’ouverts du compact X" ;

pour {3 assez grand on a donc X = 7[51 (Cd(fﬁ)). 1l résulte de [EGA 1v 8.3.11] que
cd(fg) = Xp pour P assez grand : sur X le recouvrement étale est donc comple-
tement décomposé. O

4.2. Caractérisation ponctuelle. Terminons par une caractérisation de la to-
pologie des altérations, semblable a la caractérisation de la topologie étale a 1’aide
des anneaux locaux strictement henséliens.

THEOREME 4.2.1 ([Goodwillie & Lichtenbaum, 2001], 3.5). Soient X un schéma
neethérien et Y un objet de alt/X. La fleche Y — X est couvrante pour la topologie des
altérations si et seulement si elle est valuativement surjective au sens suivant : tout mor-
phisme maximalement dominant Spec(V) — X, oit V est un anneau de valuation a corps
résiduel algébriquement clos se releve en un morphisme Spec(V) — Y.

REMARQUE 4.2.2. On dispose d'un analogue du théoréeme 4.2.T] ot 'on rem-
place le point générique géométrique 1 (resp. la condition que le corps des frac-
tions est algébriquement clos) par le quotient 77/H ot1 H est un {-Sylow de Aut(k(77)/k(1))
(resp. la condition que le corps des fractions est parfait de groupe de Galois ab-
solu un pro-{-groupe).

Démonstration. Montrons que la condition est nécessaire. D’aprés le théoreme
précédent, on peut supposer Y — X propre et surjectif. (Le cas ot Y est associé
a un recouvrement par des ouverts de Zariski est trivial car Spec(V) est local.)
Notons ny le point générique de Spec(V). Le morphisme 1y — X se releve en
un morphisme (non unique) ny — Y d’apres le Nullstellensatz, car Y — X est
surjectif et k(ny) algébriquement clos. Il résulte du critére valuatif de propreté que
le morphisme 1y — Y s’étend en un X-morphisme Spec(V) — Y. (Remarquons
qu’il n’est pas nécessaire de supposer Spec(V) — X maximalement dominant.)

Montrons que la condition est suffisante. On peut supposer pour simplifier
X affine integre, de point générique noté n. On peut également supposer Y af-
fine, de sorte qu'il existe une immersion ouverte Y — Y dans un schéma propre
et surjectif sur Y. Choisissons enfin un point générique géométrique i — X et
considérons 1'espace de Zariski-Riemann ZRy(X), limite des espaces annelés X’,
ou X’ est un schéma integre, propre et surjectif, muni d’un X-morphisme 7 — X'.
On peut montrer qu'il est quasi-compact (cf. op. cit. ou [Zariski & Samuel, 1975],
chap. VI, th. 40 pour une variante) et que si X = Spec(A), I'application qui a un
anneau de valuation A C V C k(1) associe le point de ZR7(X) correspondant par
le critere valuatif de propreté est une bijection.

Tout relevement r : 1 — Y du point générique géométrique de X induit un X-
morphisme T — Y donc un morphisme continu 7, : ZR(X) — Y, qui se factorise a
travers la composante irréductible de Y atteinte par r. Par hypothese, les ouverts
7, '(Y), pour r variable, recouvrent ZR;(X). Par quasi-compacité, il existe donc
un nombre fini de relevements 1y,...,1, : T — Y tels que ZRy — X se factorise
a travers la réunion des n ouverts images inverses de Y dans le X-schéma propre
et surjectif Z = Y xx Y x .-+ xx Y (n fois). Par définition de 'espace de Zariski-
Riemann, cette factorisation entraine que Z est la réunion de ces ouverts. Ainsi,
Y — X peut-étre raffiné en un recouvrement par des ouverts de Zariski d'un
schéma propre et surjectif. CQFD. O
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4.3. Réduction des théorémes d’uniformisation locale au cas hensélien. Rap-
pelons qu'un des objectifs de ce livre est de démontrer les théoremes d"uniformi-
sation locale VII{L.1 et 02]dont nous reproduisons 1’énoncé.

THEOREME 4.3.1 ([Gabber, 2005b]|, 1.1). Soient X un schéma ncethérien quasi-
excellent et Z un fermé rare de X. Il existe une famille finie de morphismes (Xi — X)icl,
couvrante pour la topologie des altérations et telle que pour tout i € 1 on ait :

(i) le schéma X; est régulier et connexe;
(ii) l'image inverse de Z dans X; est le support d'un diviseur a croisements nor-
maux stricts.

Par convention, I’ensemble vide est considéré comme un diviseur strictement
a croisements normaux : c’est une somme indexée par I’ensemble vide.

THEOREME 4.3.2 (op. cit., 1.3). Soient X un schéma ncethérien quasi-excellent, Z
un fermé rare de X et £ un nombre premier inversible sur X. Il existe une famille finie de
morphismes (X; — X)ie1 , couvrante pour la topologie des {'-altérations et telle que pour
tout i € Lon ait :

(i) le schéma X; est régulier et connexe;
(ii) I'image inverse de Z dans X; est le support d'un diviseur a croisements nor-
maux stricts.

Dans la fin de cet exposé, nous allons nous contenter de démontrer le fait
suivant.

PROPOSITION 4.3.3. Sil’un des théoremes d"uniformisation est vrai pour tout schéma
X local neethérien hensélien excellent normal (resp. pour tout schéma X local ncethérien
hensélien excellent normal de dimension au plus un entier d fixé), il est vrai en général
(resp. pour tout schéma neethérien excellent de dimension finie inférieure ou égale a d).

La réduction au cas ot X est local ncethérien complet est bien plus délicate ; elle
fait I'objet de 1’'exposé suivant.

Démonstration. Supposons le théoreme [4.3.1] (resp.4.3.2) démontré dans le cas
local hensélien excellent. Soit X un schéma ncethérien quasi-excellent et Z un
fermé rare. On peut supposer X normal integre car le morphisme de normalisa-
tion est couvrant pour la topologie des {’-altérations et I'image inverse de Z reste
rare. Fixons x € X. D’aprés [EGA 1v 18.7.6] I'hensélisé X, de X en x est excellent
et Z() est un fermé rare de Xy). Il existe donc une famille finie de diagrammes

Y<—Yi

|

X =—X4

dans alt/X(y), ou1 Y est integre, propre et surjectif (resp. et de degré générique pre-
mier a {) sur X, (Y; — Y) est une famille couvrante pour la topologie de Zariski
(resp. completement décomposée) et la famille (X; — X) satisfait les conditions
(i-ii). I résulte de la démonstration de la proposition que cette famille de
diagrammes s’étend en famille du méme type sur un voisinage étale complete-
ment décomposé U de x dans X. Il reste a vérifier que les propriétés (i) et (ii) sont
bien conservées. Si un morphisme T — X de type fini, avec T réqulier, est le
changement de base d’un morphisme V — U de type fini ot U est un voisinage
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étale de x, le schéma V est régulier en les points de 'image du morphisme T — V.
(Un schéma local est régulier si et seulement si son hensélisé I’est.) En particulier,
V est régulier en les points de la fibre V,. Le lieu régulier étant ouvert, on peut
supposer d’apresd.1.1— quitte a rétrécir le voisinage U de x — que V est régulier.
Enfin, il résulte de [EGA 1v 19.8.1 (ii)] que la propriété d’étre un diviseur a croi-
sements normaux stricts se descend si elle est satisfaite a la limite. On conclut par
compacité de X pour la topologie étale completement décomposée, moins fine
que les topologies alt et alt;/. Le cas respé de la proposition 4.3.3] est un corollaire
immédiat de la démonstration du cas non respé. O



EXPOSE III

Approximation

Luc Illusie et Yves Laszlo

1. Introduction

On montre ici comment ramener la preuve du théoréeme d’uniformisation (6.1))
au cas local, noethérien complet (6.2). On utilise pour cela le théoreme de Popescu
(qui implique que les anneaux locaux noethériens, henséliens et excellents véri-
fient la propriété d’approximation d’Artin, cf. I{10.3) et des méthodes d’approxi-
mations de complexes de longueur 2 adaptées de [Conrad & de Jong, 2002] (cf.
section [4)).

L’exposé oral donné par Alban Moreau utilisait des résultats (dus a Ofer Gab-
ber) d’approximations de complexes plus forts que ceux utilisés ici (4.5). Une ver-
sion écrite de son exposé a été trés utile pour la rédaction de ce texte : nous 1'en
remercions. Nous remercions également Fabrice Orgogozo de nous avoir signalé
que I"énoncé [Conrad & de Jong, 2002, 3.1] suffisait pour les applications en vue.

2. Modéles et approximations a la Artin-Popescu

Soit A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, A son complété. On
suppose A excellent et hensélien. Soit 7 : § = Spec(A) — S = Spec(A) le mor-
phisme canonique. Pour tout n > 0, on note

i S — S
I'immersion fermée définie par d’idéal ™' = m™*'A de A. Le composé
T, :Sy =S —S
est 'immersion fermée S,, — S définie par 1'idéal mnt,

DEFINITION 2.1. Soient g: S — Tetf: S — T des morphismes de schémas et
n € N. On dira que f et g sont (n + 1)-proches si leurs restrictions fri, et gi, a S,
coincident.

Si X est un S-schéma, on note X,, le S,,-schéma X X¢ Sn — Sn.
Ecrivons A comme limite inductive suivant un ensemble ordonné filtrant E de
A-algebres de type fini A,. On a des diagrammes commutatifs

(2.a) S« = Spec(Aq)
/ lta
S&——"——5
avec t, de type fini et un isomorphisme S = lim S [EGA IV; 8.2.3].

DEFINITION 2.2. Soit X un S-schéma de type fini et h : X — Y un morphisme
de S-schémas de type fini.

35
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Un modele de X sur S, est un diagramme cartésien

X — X4

fl O lftx
S——~5,
ou X4 est de type fini sur S,.

Un modele de h sur X, est un S,-morphisme h, : Xy — Yy muni d'un
isomorphisme h — (hg)s.

Des modeles de X sur S, existent pourvu que o soit assez grand [EGA TV;
8.8.3]. De plus, si X4, Xg sont des modeles de X sur S, Sg, il existe y > «, 3 et un
S,-isomorphisme

X(X XSy Sy - ng XSB Sy
(loc. cit.). De méme, des modeles hy, de h : X — Y sur S, existent pourvu que
o soit assez grand et les images inverses de tels modeles h,, hg sur S, sont S, -
isomorphes pour v > «, 3 assez grand.

Si T est un S-schéma et B une A-algebre, on note T(B) = Homg(Spec(B), T)
I'ensemble des S-points de T a valeurs dans B. D’apres le théoreme de Popescu
[Popescu, 1986 1.3], comme A est excellent et hensélien, il vérifie la propriété
d’approximation d’Artin, cf. I{10.3] Donc, comme S, — S est de type fini, S4(A)
est dense dans S, (A) (pour la topologie m-adique). Il existe donc, pour tout n > 0
une section u : S — S, de t, qui est n-proche de s, : § — S,. On définit alors X,
par le diagramme cartésien

(2.a) Xy — X«
oo e
S——=S,
Comme u est n-proche de s,, on a par définition 1'égalité
UTT, = Syin

de sorte la restriction de X, — S a S, s’identifie a X,, — S,,, autrement dit on a un
carré cartésien

(2.b) Xn — X

De méme, si X, Y sont de type fini sur S et h, est un modele de h € Homg(X, Y)
sur S,, 'image inverse h,, : X;, — Y,, est un S-morphisme induisant la restriction
h, : Xy, — Y, de hau dessus de S,,.

3. Approximations et topologie des altérations

Commencons par un rappel (cf. IIII) sur la topologie des altérations. Soit T un
schéma noethérien. La catégorie alt/T est la sous-catégorie pleine de la catégorie
des T-schémas dont les objets sont les T-schémas réduits de type fini X, dont tout
point maximal s’envoie sur un point maximal de T avec extension résiduelle finie.
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Notons que les morphismes de alt/T envoient point maximal sur point maximal.
On définit deux topologies sur alt/T.

(i) La topologie des altérations est la moins fine pour laquelle les familles sui-
vantes sont couvrantes

(a) les recouvrements ouverts de Zariski ;

(b) les morphismes propres et surjectifs .

Une famille couvrante pour la topologie des altérations sera dite alt-
couvrante.

(ii) Soit £ un nombre premier. La topologie des {'-altérations sur alt/T est la
moins fine pour laquelle les familles suivantes sont couvrantes

(a) les recouvrements étales de Nisnevich;

(b) les morphismes propres surjectifs X’ — X tels que pour tout point
maximal 1 de X, il existe un point maximal n’ de X’ au dessus de n
avec { ne divisant pas deg(k(n’)/k(n)).

Une famille couvrante pour la topologie des {’-altérations sera dite alt;/-
couvrante.
Pour tout T-schéma X dominant, on note X, le sous-schéma fermé réduit de

X réunion des composantes irréductibles qui dominent une composante irréduc-
tible de T.

PROPOSITION 3.1. On reprend les notations del2]: soit A un anneau local noethérien,
m son idéal maximal, A son complété. On suppose A excellent et hensélien. Soit 7t : S =
Spec(A) — S = Spec(A) le morphisme canonigue.Soit X — S un objet non vide de
alt/S. Supposons de plus S integre.

(i) Alors, il existe xy € E,ng € N tel que pour tout x > «,, tout entier n > ny,
toute section w : S — S, de ty qui est n-proche de s : S — S, tout modele
(cf. Xo de X sur Sy, Xy, est a fibre générique finie et le morphisme composé
(Xu)r — Xy — S est un objet non vide de alt/S.

(ii) Supposons X — S alt-couvrant. Alors, il existe &y € E,ny € N tel que pour
tout &« > o, tout entier n > my, toute section w : S — Sy de ty qui est
n-proche de s : S — S, tout modele X, de X sur S, le morphisme composé
(Xu)r — Xy — S est alt-couvrant.

(iti) Supposons X — S alty-couvrant. Alors, il existe &y € E,ny € N tel que pour
tout &« > o, tout entier n > my, toute section w : S — Sy de ty qui est
n-proche de s : S — S, tout modele X, de X sur S, le morphisme composé
(Xu)r — Xy — S est alty-couvrant.

Démonstration. Observons d’abord que, S étant hensélien et excellent, S est
integre, cf. 146.3
Prouvons (i). Comme X — S est génériquement fini, il existe a € A — {0} tel
que X soit fini, surjectif et libre de rang d > 0 au dessus de l'ouvert non vide
X —V(a). On peut choisir o assez grand de sorte que
e a provienne de a, € A, — {0} pour & > «;
e Xy — Sq soit fini, surjectif ([EGA IV, 8.10.5]) et libre de rang d sur X, —
V(ay) (utiliser [EGA IV; 8.5.2]).
Choisissons alors un entier n tel que a ¢ @™, Pour tout o > o, m > 1, toute
section u qui est m-proche de t,,, on a

u*(a(x) ¢ mn+1
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et donc u*(ay) est non nul. Ceci assure que X, est fini, surjectif et libre de rang d
au dessus de l'ouvert non vide S — V(u*(a,)) image réciproque de de Sy — V(ay)
par u. Le premier point en découle.

Prouvons (iii) [La preuve de (ii) est en tout point similaire]. On suppose donc
que X — S est alty-couvrant. On sait (II3.21) que X — S est dominé dans alt/S
par un recouvrement standard

Y X' =8
avec

e Y — X’ Nisnevich couvrant

e X’ — § propre et surjectif dont la restriction & chaque composante ir-
réductible est dominante et génériquement, le degré générique de l'une
d’elles étant premier a £.

Quitte a remplacer le schéma réduit X’ par une composante convenable et Y
par le alt;-recouvrement Nisnevich induit, on peut supposer X’ intéegre de degré
générique deg(X'/ §)y =5 premier a £.

Soit 1 le point générique de S. La construction X — X, est fonctorielle pour
la sous-catégorie pleine des S-schémas X a fibre générique finie. Or, d’apres (i),
pour des choix de modeles et de section u de t, convenables, on sait que Y,,, X], et
Xy sont a fibre générique finie. On a donc une factorisation

(Yu)r - (Xu)r

L

(X{)r S

u

Or, toujours d’apres (i), on peut en outre supposer que (Yy)r, (X ): et (Xy ), sont
des objets de alt/S. Pour conclure que (X,); — S est alty-couvrant, il suffit de
prouver que pour u convenable (Y, ), — S est alt;-couvrant.

Tenant compte des propriétés de permanence usuelles des modeles [EGA TV
8.8.3 et 8.10.5], la preuve de (i) assure que pour des modeles et u convenables
le X, — S est propre et surjectif et que sa fibre générique est de degré premier
a L. Ceci assure que la restriction de X — S a au moins une des composantes
réduites de X dominant S est de degré premier a {. Ainsi, (X{), — S est bien
alt;/-couvrant.

La propriété d’étre un recouvrement Nisnevich (resp. propre et surjectif) étant
stable par changement de base, reste a prouver le lemme suivant.

LEMME 3.1.1. 1 existe « tel que pour tout o > g, tout modele Yo — X!, — Sy de
Y — X' — Svérifie Y, — X!, est Nisnevich couvrant.

Démonstration. Dire que Y — X’ est Nisnevich couvrant, c’est dire qu’il est
lisse, quasi-fini et qu’on a une stratification
g=X;CX;---CX, =X
avec X{ fermé de X’ et Y/X’ a une section au dessus de X{,; — X{. La conclu-
sion découle immédiatement de cette remarque et des propriétés de permanence
usuelles des modeles [EGA 1V; 8.8.3 et 8.10.5] et [EGA 1V, 17.7.8]. O

O
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Le but de ce qui suit est d’améliorer les résultats topologiques de la propo-
sition 3.1l en montrant que des épaississements convenables des cones normaux
des fibres spéciales de X (resp. X,,) dans X (resp. X,) sont isomorphes. Ceci per-
mettra de prouver des énoncés de stabilité de propriétés dans le passage de X a
Xy, en I’occurrence la dimension et la régularité (corollaire [5.4).

4. Gradués supérieurs et approximations de complexes

Soient I un idéal d'un topos annelé (27, €), .# un O-module de 2" et a un
entier > 1. On pose I = &' sin < 0. On définit le module Z-gradué

gr (F) = nEEBZ "z /1"
qui est donc la somme
gr (F)=F/1F @ -0 F/IFalF/1MFaPF /1T @
concentrée en degrés > —(a — 1). C’est un &//1°-module; de plus, le produit
MeIm™— vm
induit une structure de & /1°-algébre Z-graduée sur gr (&) etgr (F)estungr (0)-
module Z-gradué.

On s’intéresse ici au cas o1 2~ est le topos de Zariski d’un S-schéma X annelé
par son faisceau structural &' et | = m0.

REMARQUE 4.1. Le morphisme surjectif tautologique gr (&) — gr,(0) a pour
noyau | = Igr_(&). On a donc J* = 0 (puisque | est un Ox, ,-module) de sorte
que Cq(X) = Spec(gr (0)) est un épaississement d’ordre a — 1 du céne normal
Spec(gr,(0)).

DEFINITION 4.2. Soient X, Y des S-schémas (resp. des S-schémas). Un a-isomorphisme
X =4 Y est la donnée d’un S-isomorphisme ¢ : X, 1 — Y, et d’un isomor-
phisme de gr_(A)-algébres graduées d)*1gra(ﬁ’y) — gr,(Ox). On dit dans ce cas
que X, Y sont a-proches.

On identifiera alors leurs fibres spéciales Xy, Y, grace a 'isomorphisme X, 1 —
Yooi1.

4.3. On adapte ici le théoréme 3.2 de [Conrad & de Jong, 2002] (et le lemme
clef 3.1 de loc. cit.). Commencons par une définition. Soient B un anneau noethé-
rien et [ un idéal de B.

DEFINITION 4.4. Soit f : M — N un morphisme de B-modules de type fini.
Un entier ¢ > 0 est une constante d’Artin-Rees de f si pour tout n > con a

I"N N Im(f) C I" “Im(f).
Le lemme d’Artin-Rees assure ’existence d’une constante d’Artin-Rees.

PROPOSITION 4.5. Soient (L®, d}), (M?®, dy,) des complexes de B-modules libres de
type fini concentrés en degré [—2,0] avec L' = M pour tout i. Soit ¢ une constante
d’Artin-Rees pour d;* et d; ' et . un entier > c. Supposons H™'(L*) = O et

d} =dj, mod I"".
Alors :
(i) c est une constante d’Artin-Rees pour dy, ;
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(ii) H'(M*) =0,

(iil) L'identité de L° = MCinduit un isomorphisme de gr, | (B)-modules

grn+17C(HO(L.)) - grnﬂfc(HO(M.));

(iv) De plus, si L° = M° = B, l'isomorphisme précédent est un isomorphisme de
gr, ., .(B)-algebres, autrement dit les algebres H(L*) et HO(M®) sont (n +
1 — c)-isomorphes.

Démonstration. Les deux premiers points sont prouvés dans le lemme 3.1 de
loc. cit.. Le dernier est trivial. Reste le point (iii).

Pourn = ¢, c’estle théoreme 3.2 de loc. cit. dont on ne fait qu’adapter la preuve
dans le casn > c. Soit m € Z. On écrit d, dy pour df1, d{/ﬂ. Pour & = d;,dy,ona

gt (Coker(8)) = I™L°/(I™™1~°L° + I™L° N Im(5))
de sorte qu'il s’agit de montrer 1'égalité
Im+n+1ch0 + ImLO N Im(d]_) _ Im+n+1ch0 + ImLO N Im(dm)

pour tout m € Z. Soit x € L' tel que dy (x) € I™L°.
Supposons m < ¢. Comme

di(x) —dm(x) e "L etm < ¢ <n,

ona di(x) — dm(x) € I™L° de sorte que
dv(x) = di(x) + dm(x) — di(x) € I™LO N Im(dpm).

Commen+1>m+n+1—c,onaégalement

di (x) — dm(x) € VL0 ¢ pmintT—e©
de sorte que

di(x) = di(x) — dm(x) + dm(x) € ™™ + I™LO N Im(dwm)
et donc
[ 0 L IO Im(dy) € Tl + I™LO N Im(dwm).

Par symétrie des roles de d; et dy, on a I'égalité cherchée dans ce cas.
Si m > ¢, le calcul est analogue. On a (4.4)

"N Im(dy) c I™Cd (L)
de sorte que
di(x) = di(x') avec x’ € I™ LT,
Comme d; —dy =0 mod I, la matrice de d; — dy est a coefficients dans ™!
de sorte que
di —dm € I""Homg (L2, L71).
On a donc
di(x) — dm(x) € TMI™eL0 = [Hmeer®,
Comme
dm(x’) = di(x) + dm(x) — di(x’) = di(x) + dm(x') — de(x),

on a d'une part

dy(x') € (T + ™™ <L) N Im(dy) & ™0 N Im(dy),
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et, d’autre part,
di(x) = dm(x’) — di(x)) + di(x)+ € T2 L IO N Im(dp).

On conclut comme plus haut par symétrie. O

5. Modeles et a-isomorphismes

THEOREME 5.1 (Approximation). Soit A un anneau local noethérien, m son idéal
maximal, A son complété. On suppose A excellent et hensélien. Soit 1 : S = Spec(A) —
S = Spec(A) le morphisme canonique. Soit X de type fini sur S. On se donne de plus
oo € E et un modele (cf. Xoo de X sur Sy,. Pour tout o« > &g on note Xo = Xy XSay St
le modele de X sur Sy déduit par changement de base. 1l existe ¢ > « et des entiers
ny > ¢ > 0 tels que pour tout 1 > ny, o« > o et toute section u de ty qui est (n + 1)-
proche de s, il existe un unique (n + 1 — c)-isomorphisme X —,_. X, au dessus de
Uisomorphisme Xn—c — (Xu)n—. déduit de (2.D).

DEFINITION 5.2. Dans les conditions précédentes, on dit que (X, &, u) (ou, si
aucune conclusion n’est a craindre, X,,) est une approximation de X sur S (a 1’ordre
n—oc).

L’assertion « Il existe o, un entier n, tels que pour tout n > ny, x > « et toute
section u de t, qui est (n + 1)-proche de s,, X, vérifie la propriété P » pourra
parfois étre condensée en « Toute approximation X, assez fine de X vérifie la
propriété P ». On emploiera une terminologie analogue pour les approximations
de S-morphismes.

Démonstration. Deux (n + 1 — c)-isomorphismes différent par un automor-
phisme

Ligr g (Ox) =g, (0X)
de O, .-algebres graduées. Il est en particulier Os-linéaire. Comme gr_ ., (Ox)
est engendré sur gr_(Os) par Ox, ., 'automorphisme  est I'identité. D’ou 1'uni-
cité.

On peut donc supposer X affine. Comme X est de type fini sur S, X se plonge
dans 'espace affine

™ = Spec(A[t])
de coordonnées t = (ty,--- ,t,) comme le sous-schéma fermé d’idéal
J: <]51>"' )]5N>

ot P; € B = A[t]. Choisissons une résolution partielle du B-module C = B/J par
des B-modules libres de type fini

(5.a) e Xge P g o
ot R est une matrice a coefficients dans B.
Pour «, assez grand, P et R proviennent de matrices P, Ry, a coefficients dans
By, = Ag,[t] telles que PR =0

de sorte que le fermé F de AR ~d’équations Pe,; = - - - = Po,n = 0 est un modele
de X sur S,,. Comme rappelé dans la section 2, quitte a changer o, en un indice



42 III. APPROXIMATION

plus grand, on peut supposer qu'on a F = X,,. Pour « > oo, note Py, Ry les
matrices a coefficients dans B, déduites de P, , Ry, par le morphisme

Bu, = Ax[t] = By = A4t

Pour tout « > «, les matrices a coefficients dans B déduites de Py, R, par le
morphisme
By, = Ag[t] = B =Alt]

sont les mémes : on les note P, R.
On s’est ramené, pour o« > &y, au cas ol

Xo = Spec(Cqy) avec Cy = Bo/(Py).

On dispose donc d'une part d'un complexe (en degrés [-2,0]) de B,-modules

libres
Lo = (B 2oy gy Zelisl

avec H°(L,) = C4. Le complexe de B-modules libres de rang fini
L=B®g, L, = (B* 5 B? 22127 B)
est acyclique en degré —1 par construction.

REMARQUE 5.3. A priori, Ly n’a pas de raison d’étre acyclique en degré —1,
méme pour « grand.

D’autre part, la section u de t, est définie par un morphisme de A-algebres
u:A, - A
de sorte que
u* mod m™' =s: mod A",

~ N 7 . . A . . .
ou sk : Ay — A est défini par s, : S — S, (2.a). Par action sur les coefficients des
polynomes, on obtient un morphisme d’anneau

: B, = Aultl = Alt] —» Alt] =B

d’ol1 un complexe

Par construction, on a
L/m™L = M/m™""M.

On choisit alors une constante d’Artin-Rees ¢ pour BP T, B et on invoque la
proposition 4.5 pour conclure. O

COROLLAIRE 5.4. Soient X,Y des S-schémas noethériens qui sont a-proches. Soit
x € Xy =Y,
(i) Si a > 1, les dimensions de X et Y en x sont les mémes.
(ii) Si a > 2 et X régulier en x, alors Y régulier en x.
(iii) Supposons X — S de type fini et X réqulier. Alors, il existe oy € E,ny € N
tels que pour tout « > y, tout entier n > ny, toute section u de t, qui est n-
proche de s : S — S, tout modele X, de X sur S, le schéma X, soit régulier
dans un voisinage ouvert de la fibre spéciale.
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Démonstration. Par hypotheses, les cones normaux de Xy, Yo dans X, Y sont S-
isomorphes. Comme la dimension de X en x est égale a celle de son cone normal
[Matsumura, 1989, 15.9], le premier point en découle.

Supposons maintenant que X, Y soient 2-proches. D’apreés (i), on sait que X et Y
ont méme dimension en x. Comme X, Y sont 2-proches, X; et Y; sont isomorphes.
Puisque l'espace tangent de Zariski a X en un point de X, ne dépend que de
son second voisinage infinitésimal X, les k(x)-espaces vectoriels cotangents de
Zariski en x a X et Y sont isomorphes, d’ot1 ii).

Pour le dernier point, il suffit d’invoquer les deux premiers et le théoreme [5.1]
pour conclure qu'une approximation assez fine est réguliére au voisinage de la
tibre spéciale. Comme X, est excellent (puisque de type fini sur S excellent), son
lieu régulier R est ouvert de sorte que R est un voisinage ouvert régulier de la
fibre spéciale. O

REMARQUE 5.5. O. Gabber sait généraliser la proposition 4.5 au cas ot les
complexes envisagés sont seulement de type fini sur un anneau noethérien pour
obtenir les proximités de la cohomologie également en degré —2 (et pas seule-
ment en degré 0,—1). Il peut plus précisément montrer des énoncés de proxi-
mité pour les images, noyaux des différentielled]. Gabber en déduit de nombreux
énoncés de permanence par approximation analogues au corollaire [5.4]. Notam-
ment, si X, Y sont a-proches pour a assez grand, alors X réduit (resp. normal) le
long de X, entraine Y réduit (resp. normal) le long de Y;. Cependant, plusieurs
questions naturelles restent suspens comme par exemple la permanence des pro-
priétés S,, R,.

6. Réduction au cas local noethérien complet
Rappelons I'énoncé du théoreme d’uniformisation

THEOREME 6.1 (Uniformisation). Soient T un schéma noethérien quasi-excellent
et Z un fermé rare de T. Soit £ un nombre premier inversible sur T. Il existe une famille
finie de morphismes (X; — T)i¢; et telle que pour tout i € 1 on ait

(i) La famille finie de morphismes (X; — T)icr est alt-couvrante (resp. alty-
couvrante) ;
(ii) X est régulier et connexe;
(iii) I'image inverse de Z dans X; est vide ou le support d'un diviseur a croisements
normaux stricts;

Nous allons montrer I’énoncé de réduction suivant.

PROPOSITION 6.2. Si (6.1) est vrai pour tout T noethérien, local, complet, alors (6.1)
est vrai.

Démonstration. On peut d’abord supposer T local, excellent et hensélien (rap-
pelons (6.3) qu'un schéma local, hensélien et quasi-excellent est excellent).

En effet, supposons le théoreme prouvé dans ce cas. D’aprées [EGA IV, 18.7.6],
I'hensélisé T,y de T en t € T est excellent et Z(y) est un fermé rare de T(;). On peut
alors trouver une famille finie (f; : X; — T))ier vérifiant les 3 propriétés (i)-(iii) du
théoreme. La famille f; est dominée par un recouvrement standard f: Y — T" —

iLa preuve de cette généralisation a été exposée par A. Moreau lors du séminaire sur les
travaux de Gabber.
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Ty avec Y — T’ Zariski (resp. Nisnevich) couvrant et T" — T propre et surjectif
(resp. propre et surjectif tels que pour tout point maximal ) de T, il existe un point
maximal n’ de T’ au dessus de n avec { ne divisant pas deg(k(n’)/k(n))). D’apres
[EGA1V;8.2.2] lesf;etf proviennent de morphismes fi: X, > TouT — Testun
voisinage Nisnevich étale de T en t. La topologie de Nisnevich étant moins fine
que les topologies alt et alt,: (II43.2.2] (ii)), les propriétés usuelles de passage a la
limite B.L1 et{EGA 1V; 8.4.3], [EGA IV, 19.8.1]) permettent de conclure comme
plus haut.

Supposons donc T, schéma local, hensélien, excellent.

Quitte a remplacer S par la somme disjointe de ses composantes réduites, on
se ramene au cas ou S est de plus integre.

On peut supposer de plus S = Spec(A) normal integre. En effet, comme A est
excellent, le morphisme de normalisation est fini de degré générique 1, donc est
alt-couvrant (resp. alty-couvrant). Comme A est local integre et hensélien, A est
unibranche de sorte que le normalisé de A est local, donc integre puisque normal
et est noethérien hensélien puisque fini sur A.

Comme A est excellent, la normalisation commute a la complétion (6.2) de
sorte que A est dés lors normal comme A, donc également integre puisque normal
et local.

On peut donc supposer T = S avec S schéma local integre, normal, hensélien
et excellent.

Comme S est plat sur S, I'image inverse Z de Z est encore un fermé rare de S.
Choisissons une uniformisation

(Xi — S\)iel/

de ( S , Z) comme dans [6.1] D’apres 5.1 B.1let(5.4, on peut trouver un entiern > 0,
des n-isomorphismes Xi —n (Xi)y de sorte que

a) chaque S-schéma (X;), est régulier le long de sa fibre spéciale (Xi)o, donc
au voisinage (le lieu régulier étant ouvert puisque les schémas considérés sont
excellents).

b) la famille ((X;), ), est alt-couvrante (resp. alt;,-couvrante).

D’aprés a), (X;), est régulier au voisinage de la fibre spéciale et y est la réunion
disjointe de ses composantes connexes qui sont intégres. Ainsi, au voisinage de la
fibre spéciale, ((X;).); est schématiquement la réunion disjointe des composantes
de (X;), dominant S. Comme tout voisinage ouvert de la fibre spéciale (Xi)o dans
((Xi)w)r est alt-couvrant (resp. alty-couvrant) (II{4.1.), la famille (X; — S)ier des
composantes connexes de voisinages convenables des (Xi)o dans (Xi)u, i € I’ vé-
rifie les conditions (i) et (ii).

Soit D’ I'image inverse de Z dans X = LlicX; qu’on peut supposer non vide.
Par hypothese, D = D], est un diviseur a croisements normaux strict, c’est-a-dire
D=} ,,Djavec

DK - ijKDj
régulier de codimension card(]) pour toute partie K C J. Quitte a augmenter «,
on peut supposer que les D; ont des modeles sur S,, ces modéles induisant des
modeles des D;. Comme u est une section de t,, le schéma D, réunion schéma-
tique des (D;), est, topologiquement, I'image inverse de Z dans X,,. D’apres [5.4,
on peut supposer que chaque (D, )k est régulier de codimension card(K) (par ca-
ténarité de X; qui est excellent puisque de type fini sur S) de sorte que D, est un
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diviseur a croisements normaux stricts le long de la fibre spéciale. Les lieux régu-
liers de (D, )k et X, étant ouverts, on peut supposer que D, est un diviseur a croi-
sements normaux stricts au voisinage de la fibre spéciale (caténarité de X,,). [






EXPOSE IV

Le théoréeme de Cohen-Gabber

Fabrice Orgogozo

1. p-bases et différentielles (rappels)

1.1. Définition et caractérisation différentielle.

1.1.1. Pour la commodité du lecteur, et pour fixer les notations, nous rap-
pelons ici quelques résultats bien connus dont nous ferons usage ci-aprées. Nous
conseillons au lecteur de ne s’y reporter qu’en cas de besoin.

DEFINITION 1.1.2. Soient k un corps de caractéristique p > 0, K une extension
de k, et (bi)ic; une famille d’éléments de K. On dit que les (b;) constituent une
p-base de K sur k (resp. sont p-libres sur k) si les monomes [ [; b?m 0 <n@i) <p,
(n(i))ie1 de support fini) forment une base du k(KP)-espace vectoriel K (resp. sont
linéairement indépendants sur k(KP)).

Si k = F,, on parle alors de p-base absolue, ou de p-base s’il n’y a pas d’am-
biguité. Enfin, on appelle parfois p-monome un produit comme ci-dessus. Un lien
entre cette notion et la structure des anneaux locaux complets ressort du théo-
réeme suivant.

THEOREME 1.1.3 ([Bourbaki, A.C.,V, §3,n°3, th. 1 b)]). Soient A un anneau local
séparé complet de caractéristique p > O et (f3i)ic1 une famille d’éléments de A dont les
classes modulo I'idéal maximal my forment une p-base du corps résiduel A /my. Il existe
alors un unique corps de représentants de A contenant les éléments [3;.

REMARQUE 1.1.4. On peut étendre de facon évidente la notion de p-base au

cas d’un anneau quelconque de caractéristique p > 0, cf. [EGA 0,y 21.1-4]. Nous
n’en aurons pas besoin.

1.1.5. On vérifie immédiatement que les (b;)ic; forment une p-base de K sur k
si et seulement si, pour tout i € I, I'élément b; n"appartient pas au sous-corps
k(KP, (bj)j4) de K. (Voir p. ex. [EGA 0, 21.4.3].)

1.1.6. Pour toute extension de corps K/k, nous noterons dy i la différentielle

K= QO -

PROPOSITION 1.1.7. Soient k un corps de caractéristique p > 0, et K une extension

de k. Une famille (b;)ic; d'éléments de K est une p-base de K sur k si et seulement si les
différentielles dy x(bs) forment une base du K-espace vectoriel Q) e

Démonstration. Soit B = (bi)ie; une p-base de K sur k. Tout morphisme (en-
sembliste) A : B — K s’étend de maniere unique en une k-dérivation D de K : il
suffit de poser D(b}" - b)) = 3 bl --- b ... b et de I'étendre par k(KP)-
linéarité. Cela est équivalent au fait que les di,(b;) forment une base de Q} e
(Le fait que K soit un corps n’est pas utilisé dans cette implication.) Récipro-
quement, si les dy i (b;) forment une base, on observe que les p-mondémes sont

47
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k(KP)-linéairement indépendants : dans le cas contraire on aurait, pour un indice
i convenable, b; € KP((bj);.), ce qui se traduirait par une relation linéaire entre
les différentielles. Soit B’ une p-base de K sur k contenant les b; (loc. cit., 21.4.2);
d’apres I'implication précédente, on a nécessairement B’ = (b;)ier. O

COROLLAIRE 1.1.8. Soient k un corps de caractéristique p > 0, K une extension de
k. Un élément x de K appartient a k(KP) si et seulement si dy i (x) = 0.

1.1.9. Rappelons que le p-rang d'un corps est le cardinal d"une p-base abso-
lue (bien défini en vertu de ce qui précede). On vérifie immédiatement que ce
cardinal (fini ou non) est invariant par extension finie de corps.

1.2. Stabilisation.

LEMME 1.2.1 (cf. p. ex. [EGA 0,y 21.8.1]). Soient K un corps, k un sous-corps,
(ko) xer une famille de sous-corps de K telle que [ ko = ket filtrante décroissante, c’est-
a-dire telle que pour toute paire d’indices «, 3, il existe un indice vy tel que k, C ko Nkg.
Soient V un K-espace vectoriel, et (vi) (1 < i < n) une famille finie de vecteurs de V. Si
la famille (v;) est libre sur k, il existe un indice 'y telle qu’elle soit aussi libre sur k..

LEMME 1.2.2. Soient K un corps de caractéristique p > 0, k un sous-corps et (Ky) aer
une famille filtrante décroissante de sous-corps contenants k. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) N KalKP) = k(KP);
(ii) pour tout ensemble fini {by,..., by} C K, p-libre sur k, il existe un indice x
tel qu'il soit p-libre sur K ;
(iii) il existe une p-base de K sur k telle que tout sous-ensemble fini soit p-libre sur
un Ky pour o convenable ;
(iv) le morphisme canonique Qy . — limy Qj , est injectif.

Démonstration. (i)=(ii) est une conséquence immédiate du lemme précédent.
(ii)=(iii) est trivial (toute p-base convient). (iii)=(iv) trivial (utiliser I.1.7). Vé-
rifions (iv)=(i). Soit x ¢ k(KP). D’apres [L.1.8] dx(x) # O de sorte qu’il existe
o tel que dg, (x) soit également non nul. D’apres loc. cit., cela entraine que
x & ko (KP). 0

On en déduit le lemme suivant, qui est un cas particulier de [EGA 0,, 21.8.5].

LEMME 1.2.3. Soient K un corps de caractéristique p, k un sous-corps et (Ky)qer
une famille filtrante décroissante de sous-corps de K contenant k telle que [, K(KP) =
k(KP). Pour toute extension finie L de K, on a également (), Ko(LP) = k(LP).

Démonstration. On se ramene immédiatement au cas ou L/K est monogene.
Si L/K est (algébrique) séparable, la conclusion résulte immédiatement de 1'exis-
tence des isomorphismes canoniques Q , — Q , ®kL, Qf , — Q) , @xLetdu
critere (iv) ci-dessus. Dans le cas contraire, L = K(a), ot b = aP? € K— KP. On dis-
tingue naturellement deux cas. Premier cas : dg(b) = 0, c’est-a-dire b € k(KP).

Il en résulte que pour toute sous-extension M de L/k, on a I'égalité M(LP) =
M(KP,b) = M(KP). Ainsi,

[ KalLP) = [ KalKP) = k(KP) = k(LP),
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et la conclusion résulte du critére (i) ci-dessus. Second cas : dxx(b) # 0. On peut
alors compléter {b} en une p-base de K sur k, que I'on note (b, (b;)ic1). La fa-
mille (a, (b;)ic1) est alors une p-base de L sur k et on vérifie immédiatement le
critere (iii) ci-dessus : si (b, by,...,by) est p-libre sur k,, il en est de méme de
(Cl,b],...,bn). 0

PROPOSITION 1.2.4 ([Matsumura, 1980b], §30, lemme 6). Soient K un corps de
caractéristique p > 0 et (Ky) une famille filtrante décroissante de sous-corps cofinis
— c'est-a-dire tels que les degrés [K : K] soient finis — telle que (), Ky = KP. Alors,
pour toute extension finie L/K, il existe un indice 3 tel que pour tout sous-corps cofini
K" C Kg on ait :

rangLO_]L K= I‘arngf)_]]< K

Démonstration. On souhaite se ramener au cas ot L est monogeéne sur K. Pour
cela considérons une sous-K-extension M de L et posons M, = K,(MP) C M.
Ce sont des sous-corps cofinis de M et, pour «, 3 et Yy comme dans 1'énoncé, on a
M, C MyNMg. En vertu du lemme précédent, appliqué dans le cas particulier ot
k = KP, on a I’égalité (], My = MP. On se rameéne au cas olt L/M est monogene
(par récurrence) en remarquant également que les extensions M, /K, sont finies,
et que pour tout sous-corps K’ de Kona O}, = O}y me)-

Supposons dorénavant I’extension L/K monogene. Si elle est (algébrique) sé-
parable, le théoreme est trivial : on a Q{ /K — QL Ik ®K L pour tout K’ C K. Sinon,
L = K(a), ot a? = b € K—KP, et, pour chaque K’ C K, Q{ ko est naturellement
isomorphe a

(Qyj/Kdiywe (b)) @k L @ Ldi ().

De plus, dk/xr(b) et di/ir(a) sont non nuls car b (resp. a) n’appartient pas a K?
(resp. LP). Puisque KP = (K, (resp. [P = (N K(LP)) , il existe un B tel que
di/k, (b) # O (resp. djk, (a) # 0). Il résulte de I'isomorphisme ci-dessus que pour
chaque K’ C Kg, on a I'égalité rang, Q| ,, = rang, O} .. CQFD. O

1.2.5. Rappelons enfin que si A et B sont deux anneaux linéairement topolo-
gisés ([EGA 0,7.1.1]), et A — B un morphisme continu, le B-module Q} s estun
B-module topologique, la topologie étant déduite de celle de B ®4 B par restriction
et passage au quotient ((EGA 0,y 20.4.3]). Le B-module sous-jacent ne dépend pas
des topologies de A et B. On note (Al}g s Son séparé complété; il est isomorphe a

une limite de Q' de morphismes entre anneaux topologiques discrets (loc. cit.,
20.7.4). Pour tout B-module topologique L, le morphisme canonique induit par la
dérivation universelle est un isomorphisme :

Hom.contg (QE/A, L) — Dér.conta (B, L).

Si B et L sont séparés et complets, le terme de gauche s’identifie canoniquement
a Hom.contg(Qy,, L). Comme on le constate dans le cas particulier trés simple
ol A est un corps et B un anneau de séries formelles, le B-module f\lg /a @ des

propriétés de finitude bien plus remarquables que Qy , (loc. cit., exemple 20.7.6
et prop. 20.7.5).
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2. Les théoréemes de Cohen-Gabber en caractéristique > 0

2.1. Le théoréme de Cohen-Gabber non équivariant en caractéristique >
0. Le but de ce paragraphe est de démontrer la variante suivante du théoréme
de structure des anneaux locaux noethériens complets [EGA 0,y 19.8.8] (ii), dG a
Irving S. Cohen.

THEOREME 2.1.1 (théoréeme de Cohen-Gabber; [Gabber, 2005a], lemme 8.1).
Soit A un anneau local complet neethérien réduit, d’égale caractéristique p > 0, équi-
dimensionnel de dimension d et de corps résiduel k. I existe un sous-anneau A, de A,
isomorphe a k[[ty, ..., tqll, tel que A soit fini sur Ay, sans torsion et génériquement étale.
De plus, le morphisme Ay — A induit un isomorphisme sur les corps résiduels.

REMARQUES 2.1.2. Cerésultat apparait explicitement comme hypothese, pour A
intégre, dans [EGA 0, 21.9.5]. L’expression « génériquement étale » signifie ici
qu’il existe un ouvert dense de Spec(A,) au-dessus duquel le morphisme Spec(A) —
Spec(Ay) est étale.

2.1.3. La démonstration du théoreme, qui est une adaptation au cas non ir-
réductible de [Gabber, 2005a], occupe le reste de cette section. Nous supposerons
par la suite d > 0, sans quoi 1’énoncé est évident. Dans les alinéas a
nous allons montrer qu'il existe un corps de représentants k de A tel que le A-
module des formes différentielles complété (Al}\ / soit de rang générique égal a d
sur chaque composante irréductible. En (2.1.12) nous verrons comment en dé-
duire rapidement le théoreme.

2.1.4. Soit (b;)icg une p-base de k = A/mu. Choisissons des relevements arbi-
traires (3; des b; dans A. Rappelons qu'’il existe un unique corps de représentants
k C A contenant les 3; et se surjectant sur k (cf. [Bourbaki, A.C,, 1X, §2, n°2, th.
1 a)]). Changer de corps de représentants revient donc a changer les 3;. Fixons
également un systeme de parametres Ty, ..., T4 de A ; nous ne le changerons qu’a
la fin de la démonstration (2.1.12).

2.1.5. Pour toute partie finie e C E, posons k. := kP (f3i, 1 ¢ e) C k. Les trois
propriétés suivantes sont évidentes :

pour toute partie finie e C E, [k : k] < 400,

pour toutes parties finies e, e’ C E,Keuer C Ke M Kery

mKe:Kp.

eCE
2.1.6. Soient Spec(A) une composante irréductible de Spec(A), munie de la
structure réduite, et Ty, . . ., T4 les images des T; dans A par la surjection canonique

A — A. Considérons le diagramme d’anneaux :

| |

LK,e LK

ou les fleches horizontales sont les homomorphismes canoniques, et les fleches
verticales les inclusions dans les corps de fractions respectifs. Les fleches hori-
zontales sont injectives et correspondent & des morphismes finis. Pour la seconde,
cela résulte du fait que le module A est quasi-fini ([I:ZGA 01 7.4.1]) sur «k[[T7, ..., T4l

Ke[[T_1p) .. -)T_dp]] - K[[T_la .. )T_d]] HT
L
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donc de type fini car l'idéal (77,...,Tq)A est un idéal de définition ([EGA 0;
7.4.4]). Enfin, les T; sont analytiquement indépendants sur « : le sous-anneau
k[T, ..., Tal] de A est bien un anneau de séries formelles ([EGA 0Oy 16.3.10]).

On a observé ci-dessus que la famille des k. C k, e C E, satisfait aux hypo-
theses de la proposition On vérifie immédiatement qu’il en est de méme de
la famille des sous-corps L. de L, ; on a donc I'égalité

1 1
(2.a) rangLO_L/LK’e = rangLKQLK/LKYe,

des que I'ensemble fini e est suffisamment grand.
Posons R, = k[[T7,...,Tall et Ree = ke[[Ti",...,Tq"]]. Le terme de gauche de
(2.a) est le rang générique du A-module QL =, c’est-a-dire le rang de son ten-

A/Ri,e

sorisé avec L. Remarquons que d’apres [I:ZG/A’OIV 21.9.4], Q% Ree s’identifie au
module A-module (Al% e de formes différentielles complété. Le terme de droite
est quant a lui le rang du Ry .-module libre Q]Lm /v, Ce dernier est égal & d +
rangKQl e —d+ le| (ot | — | désigne le cardinal d’un ensemble), de sorte que la
formule 2.alse réécrit :

(2.b) rangxﬁ%/Ke =d+ el

2.1.7. La proposition suivante va nous permettre de modifier le corps des
représentants de fagon a pouvoir supposer e vide (de fagon équivalente : k. = k).

PROPOSITION 2.1.8. Il existe une partie finie e de E et des éléments 3, pour i € e,
relevant les by tels que, pour chaque composante irréductible integre Spec(A) de Spec(A),
les conditions suivantes soient vérifiées :

(i) rangxf\)_%/Ke =d+lel,
(ii) les images des df3{ dans ﬁ% . O L, oit L = Frac(A), sont L-linéairement
indépendantes.

L'égalité2.al (et donc[2.b) étant valable, pour chaque composante irréductible,
dés que e est suffisamment grand, on peut choisir un tel ensemble qui convient
pour chacune d’entre elles. La propriété (i) en découle.

Pour démontrer la propriété (ii), nous utiliserons le lemme élémentaire sui-
vant.

LEMME 2.1.9. Soient A et L comme ci-dessus. Pour tout idéal non nul 1 de A,
I'ensemble des df @5 L, pour f € 1, est une famille génératrice du L-espace vectoriel

/\1 _
QK/Ke ®A L.

Démonstration. Soient fy € I non nul, et wy, = df,. Pour tout b € A, d(bfy) =
bw, + fodb. La famille des d(bfy) ® 1 contient wy ® 1; d’apres la formule précé-
dente, le L-espace vectoriel qu’elle engendre contient donc les db® 1 pour chaque

bcA. O

Soit {py, ..., p.} 'ensemble des idéaux premiers minimaux de A. Pour chaque
j €{l,---,c}, posons A; = A/p; et X; = Spec(A;) la composante irréductible in-
tegre de X = Spec(A) correspondante. Notons pour tous i € eetj € {1,...,c},

Bi; I'image dans A; de 3; € A. (Rappelons que les 3; font partie d"une p-base de
k C A.) Nous allons démontrer par récurrence sur j (0 < j < c¢) qu'il existe des
éléments {m;;} dans ma, pour i € e, tels que les images des éléments 3; 4+ m;;
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dans chacun des anneaux Aj,..., A; aient des différentielles linéairement indé-
pendantes dans chacun des espaces vectoriels Q]\] JRe.e @A FracAq, ..., Q}\j JRe.e @A
FracA;. Pour j = 0, cette condition est vide. Supposons l'assertion démontrée
pour un j < ¢ — 1 et montrons la pour j + 1. Quitte a remplacer 3; par 3; + my;,
on peut supposer que m;; = O pour tout i € e. L'anneau A étant réduit, les
po forment une décomposition primaire réduite de (0), de sorte que 1'idéal g; :=
prN---Npj (= Ker(A — Ay x .-+ x Aj)) nest pas contenu dans p; 1. Sij > 0,
notons Ij;; son image dans A= Aji1(= A/pj); cestunidéal nonnul. Sij =0,
on considere my. D’apres (i), mngX(Al]K e = d + le| > le|; d’autre part, la famille

d(I;;1) est génératrice dans ﬁ% 1, @x L (ot L = Frac A).

LEMME 2.1.10. Soient V un espace vectoriel de dimension au moins n, by, . . ., by, des
vecteurs de V et W une famille génératrice. Il existe une famille wy, ..., wy d’éléments
de W U{0} tels que les b; 4+ w; soient linéairement indépendants.

Démonstration. Par récurrence immédiate sur n. O

Il existe donc des éléments m{yj 1 € L, 1 € e, tels que les différentielles

des éléments d((B; mod pj1) + m{’j_t,-] ), 1 € e, soient linéairement indépendantes
dans (Al%/,( @x L.

Relevons les m{;,; en des éléments m;;,; de q; sij > 0, ou de my sij = 0. Par
construction, ils satisfont la propriété escomptée au cran j + 1.

2.1.11. Considérons le sous-corps k' := kP(Pi,1 ¢ €;B/,1 € e) = ke(B{,1 €
e) C A, ot les B/ (i € e) sont comme en I1 s’envoie isomorphiquement sur
k = A/m, par réduction : son image contient kP et les images des 3; (i ¢ e), 3/
(i € e), qui constituent une p-base de k. Des égalités R.blet de la propriété (ii) de
2.1.8] on tire :

A1
rang; QO+ e = d,

pour toute composante irréductible intégre Spec(A) de X. Par la suite, nous note-
rons encore K ce nouveau corps de représentants.

2.1.12. Le A-module (Al]\ / €tant de rang générique d sur chaque compo-
sante irréductible, on montre en procédant comme précédemment, qu'il existe
des éléments fy,...,fq de A tels que les d(f; mod p,) ®a, FracA; forment une
base de (Al}\j /« ®a; Frac Aj pour chaque composante irréductible Spec(A;) de X.

Quitte a les multiplier individuellement par une puissance p-iéme d’'un élément
appartenant a ma — [J; pj, on peut les supposer dans m. Rappelons que 'on a

choisi un systeme de parametres T1i,...,T4 dans A, de sorte que le morphisme
Spec(A) — Spec(kl[Ty, ..., T4l]) soit fini.
Posons, pour i € {1,...,d},

ty = TF(] + fl)

Soient Ay le sous-anneau «|[[ty, ..., tql] de A, Xy = Spec(Ay). Le morphisme X —
Xo est fini : cela résulte du fait que les éléments 1 + f; sont des unités de A. Vé-
rifions qu'il est génériquement étale. L'anneau A étant noethérien complet, le A-
module de type fini Q) /a, est également complet et coincide donc avec le module

des formes différentielles complété (All\ /a,- Les anneaux A et A étant métrisables,
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et tout sous-A-module de ﬁ}\ / étant fermé, la suite
A 3 A A 1
QAQ/K®AOAHQA/K—>QA/AO :QA/AO HO

est exacte ([EGA Orv 20.7.17]). Il résulte de I'hypothese sur les éléments f; et de la
formule

d(tl) = T? dfl
qu’au-dessus de chaque point maximal de X = Spec(A), la premiere fleche est
surjective. On en déduit que le A-module Q}, , est génériquement nul, CQFD.

2.2. Le théoreme de Cohen-Gabber équivariant en caractéristique > 0.

2.2.1. Nous allons démontrer ici une généralisation du théoreme dans
le cas d'un anneau non nécessairement équidimensionnel, muni d’une action
d’un groupe fini.

THEOREME 2.2.2. Soient A un anneau local neethérien complet réduit, de dimension
d, de corps résiduel k et G un groupe fini agissant sur A avec |G| inversible dans . Alors,
il existe un morphisme fini génériquement étale, G-équivariant, k[[ty, ..., tqll — A, ol
k — A reléve l'identité de k et G agit trivialement sur les ;.

Commencons par une proposition.

PROPOSITION 2.2.3. Soit A un anneau muni d une action d'un groupe fini G d’ordre
inversible sur A et soit B = Fixg(A) le sous-anneau des invariants.

(i) L'anneau B est
(a) ncethérien si A l'est;
(b) réduit si A 'est;
(c) local d’'idéal maximal m N B si A est local d'idéal maximal m, de corps
résiduel isomorphe au sous-corps Fixg(A/m) de k = A /m.
(ii) Le morphisme Spec(A) — Spec(B) = Spec(A)/G est
(a) fini si A est neethérien;
(b) génériquement étale si A est de plus réduit.

Démonstration. (i) Notons Tr le morphisme B-linéaire Tr : A — B, x — \(15_| 2 gec 9(x),
parfois appelé « opérateur de Reynolds ». Pour tout idéal Ide B,onaIANB =1.
En effet, l'inclusion I C IA N B est triviale et 1'inclusion opposée résulte du fait
que si x € IA N B, sa « trace » x = Tr(x) appartient, par I-linéarité, a IB = I. On
en déduit immédiatement I’énoncé a). L'énoncé b) est trivial. Si A est local, on a
A —m = AX. Il résulte d"une part que G stabilise globalement m et d’autre part
que Fixg(A) — Fixg(m) = Fixg(A)*. Ainsi, B est maximal d’idéal n = Fixg(m).
Enfin, Le morphisme canonique B/n — Fixg(k) déduit de l'inclusion canonique
B/n — k est un isomorphisme. En effet, si a € A est un relevement arbitraire
de A € Fixg(k), I'élément b = Tr(a) en est un relevement G-équivariant. Ceci
acheve la démonstration du c). (ii.a). Nous allons montrer que le morphisme en-
tier Spec(A) — Spec(B) est fini par réduction au cas bien connu ot A est un
corps.

O Réduction au cas réduit. Soient N le nilradical de A et M = N N B celui
de B. Pour chaque entier i € N, le A/N-module N!/N**! est de type fini, car A est
supposé neethérien, et nul pour i > 0. Le module gr, (A) = &,50N'/N" est donc
de type fini sur gr (A) = A/N. Si ce dernier est de type fini sur B/M = gr?vl( B),il
en est de méme de gry (A) sur gr,,(B) et finalement ([Bourbaki, A.C., 111, §2, n%9,
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cor. 1]) de A sur B, par complétude de 1'anneau noethérien B pour la topologie
M-adique.

[0 Réduction au cas d"un produit de corps. Supposons A réduit et considérons
I'ensemble fini {p;}ic; des idéaux premiers minimaux de A. Pour chaque i, q; =
pi N B est un idéal premier minimal de B. Cela résulte du théoreme de Cohen-
Seidenberg ([Bourbaki, A.C., v, §2, n°1, th. 1 et cor. 2]) et de la transitivité de
’action de G sur les fibres de Spec(A) — Spec(B) (op. cit., n°2, th. 2). Soit Frac A
(resp. Frac B) I'anneau total des fractions de A (resp. B); c’est un produit de corps
dans lequel A (resp. B) s’injecte, isomorphe au semi-localisé de A en les {p;}ic:
(resp. {qilier). Soit S = A — |J,pi; on a donc FracA = S~'A. D’apres (op. cit.,
§1, n°1, prop. 23), on a Fixg(S™'A) = Fixg(S)™'B, de sorte que Fixg(FracA) =
FracB et A ®g FracB = Frac A. Supposons Frac A fini sur Frac B, de sorte qu’il
existe d’apres l'isomorphisme précédent un nombre fini n d’éléments de A qui
engendrent Frac A sur Frac B. Observons que l'opérateur Tr : A — B définit, par
composition avec le produit, un accouplement A ®g A — B qui est parfait sur
les anneaux de fractions : on se raméne a montrer que si e; est un idempotent
correspondant au facteur K; = Frac A/p; de Frac A, I'élément Tr(e;) est non nul;

il est en effet égal a “GGill, ou G; est le stabilisateur de e;. Les n éléments ci-dessus

définissent donc un plongement AS-linéaire de A dans B™. On peut conclure par
ncethérianité.

0 Réduction au cas d"un corps. Soit donc A = | [; K; un produit fini de corps
et posons X = Spec(A) = [[;mi- Si X = X;[[ Xy, ot X; et X; sont G-stables,
X/G = (X1/G) [ J(X./G) de sorte que I'on se ramene immédiatement au cas
ou X/G est connexe, c’est-a-dire o1 I’action de G est transitive. Pour tout i, no-
tons G; le groupe de décomposition correspondant. D’aprés le cas classique (cas
d’un corps), i — 1i/G; est fini étale. Il en résulte que le morphisme X — [ [1n:/G;
est fini. Enfin, puisque pour tout i, n:/Gi — X/G (loc. cit., §2, n°2, prop. 4), le
résultat (ii.a) en découle.

L’énoncé (ii.b) est désormais évident. O

2.24. Soient A et G comme dans 1’énoncé du théoreme 2.2.2] 1l résulte de la
proposition précédente 1'on a 1’égalité dim(B) = dim(A) < 400, ot 'on note B =
Fixg (A ). Nous noterons d leur dimension commune. Soit B/1I le quotient maximal
d-équidimensionnel de B. D’apres le théoreme de Cohen-Gabber[2.1.7] il existe un
corps de représentants A — B/I et un systeme de parametres t;,...,tq de B/I tel
que Al[ty, ..., tal] = B/Isoit fini, génériquement étale. On peut relever l'inclusion
A — B/I en une inclusion A — B : cela résulte par exemple, en caractéristique
résiduelle positive (seul cas non trivial), de la correspondance entre sous-corps
de représentants et relevements d’une p-base donnée du corps résiduel. Enfin,
on peut relever le systeme de parametres de B/I en un systéme de parametres
de B : cela résulte, par dévissage, du lemme suivant.

LEMME 2.2.5. Soient A — B une surjection d’anneaux locaux ncethériens et b € mg
un élément sécant pour B, c’est-a-dire tel que dim(B/b) = dim(B) — 1. Il existe un
relevement de b dans A sécant pour A.

Pour des généralités sur les suites sécantes, voir par exemple op. cit., chap.
VIII, §3. n°2.

Démonstration. On se rameéne immédiatement au cas ot B = A/(f), f € A.
Soit a € A un reléevement arbitraire de b; par hypothese, on a dim(A/(f,a)) =
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dim(B)—1.Sidim(B) = dim(A)—1, on a nécessairement dim(A /a) = dim(A)—1
car la dimension chute d’au plus un par équation. Dans le cas contraire, f appar-
tient a la réunion [ J_, p;, ot les p; sont les idéaux premiers de A de cohauteur
dim(A). Supposons que f € py,...,p,, et seulement ces idéaux-ci. La conclusion
ne peut étre mise en défaut que si a + (f) C [Ji, p;, c’est-a-dire si tous les releve-
ments de b sont non sécants. Pour Chaque i<r,onaa¢p;carf appartenant a p;,
on aurait dim(A/(f, a)) = dim(A). Il en résulte notamment que r # n. Il suffit
donc de montrer que I'’hypothése a + (f) C (i, pi est absurde. On aurait en
effet a+f™ =a+f-f™" € J,,, pi pour tout m et finalement f™(1 —f™™') € p;
pour deux entiers m > m’ et un indice r + 1 < i < n. On en tire immédiatement
f € pj, ce qui est contraire a I'hypothese. O

2.2.6. L’extension k/A étant étale, car A = Fixg(k), le morphisme k — A/m
se releve uniquement en un A-homomorphisme k — A; ce morphisme est G-
équivariant. Le morphisme A/B étant fini, génériquement étale, ceci achéve la
démonstration du théoreme 2.2.2]

3. Autour du théoréme de Epp

3.1. Enoncé (rappel).
3.1.1. Si X est un schéma réduit n’ayant qu'un nombre fini de composantes

irréductibles, nous noterons X,m. Son normalisé ([EGA 2 6.3.6-8]).

THEOREME 3.1.2 (Helmut Epp, [Epp, 1973], théoreme 1.9). Soit T — S un mor-
phisme local dominant de traits complets, de caractéristique résiduelle p > 0. Notons s
et ky leurs corps résiduels respectifs. Supposons kg parfait et le sous-corps parfait maxi-
mal de ky algébrique sur ks. Il existe une extension finie de traits S’ — S telle que le
produit fibré réduit normalisé

T = (T Xs S/)

ait une fibre spéciale réduite au-dessus de S'.

rédnorm.

REMARQUE 3.1.3. En caractéristique mixte, le produit fibré T xs S’ est réduit.
En effet, le morphisme T’ — S’ (obtenu par changement de base d'un plat) est
plat, et S’ est integre si bien que I'anneau des fonctions de T’ s’injecte dans 'an-
neau des fonctions de sa fibre générique. Il suffit donc de prouver que cette der-
niere est réduite. Or, en caractéristique nulle, toute extension de corps est sépa-
rable. On vérifie également sans difficulté que la conclusion du théoréme est en-
core valable si I’on suppose seulement S complet, mais pas nécessairement T (cf.
loc. cit., §2).

3.2. Sorites.

3.2.1. Nous dirons qu'une extension de corps K/k de caractéristique p > 0
a la propriété de Epp si tout élément du sous-corps parfait maximal de K, KP™ :=
Ni>oKP", est algébrique séparable sur k. Pour k parfait, c’est 'hypothese faite sur
Kt/Ks dans Dans ce court paragraphe, on rappelle quelques résultats élé-
mentaires de stabilité pour cette notion. Commencons par un lemme.

LEMME 3.2.2. Pour tout corps K d’exposant caractéristique p > 1, on a, dans une
cloture séparable K™ de K,

(Kpoo )sép _ (Ksép).poo )
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Démonstration. L'inclusion (KP™)™ < (K**)P™ est évidente : KP™ est parfait
donc toute extension algébrique, en particulier sa cloture séparable (KP™)™, I’est
également. Comme cette derniére est contenue dans K™, elle est également conte-
nue dans son plus grand sous-corps parfait (K*)P~.

Réciproquement, considérons x € (K**)P™, et notons, pour chaque entier n >
0, x, sa racine p"-ieme dans K** et f, son polynéome minimal (unitaire). Compte
tenu d"une part de I'expression de f,, en fonction des polyndmes symétriques en
les conjugués galoisiens de x, et d’autre part de l'injectivité et de I'additivité de
I'élévation a la puissance p™-iéme, on a l'égalité f, = ﬂ(lp n), ou ﬂ(f ") estle polyndme
obtenu a partir de f,, en élevant les coefficients a la puissance p"-ieme. Il en résulte
que les coefficients du polyndme minimal f, de x appartiennent a KP™. O

PROPOSITION 3.2.3 (Cf. [Epp, 1973]], §0.4). Soit k un corps d’exposant caractéris-
tique p.
(i) Soient L/K et K/k ayant la propriété de Epp. Alors, L/k a la propriété de Epp.
(ii) Toute extension finie de k a la propriété de Epp.
(iii) Sip > 1, pour tout entier naturel d, I’extension (Frac kl[x1y..., xd]]) /kala
propriété de Epp.

(iv) Sip > 1, pour toute inclusion k C A, ot A est un anneau local complet noe-
thérien integre, induisant un isomorphisme sur les corps résiduels, I’extension

(Frac A)/k a la propriété de Epp.

Démonstration. Supposons immédiatement p > 1 sans quoi (i) et (ii) sont tri-
viaux. ,
(i) Par hypothese on a dans une cloture séparable de L l'inclusion LP* C K™.
Comme le corps LP™ est parfait, on en déduit que LP* c (K**)P™ = (K**)™* c k7,
ou I'égalité résulte du lemme précédent.

(ii) Toute extension étale a tautologiquement la propriété de Epp. D’apreés (i),
il reste a considérer le cas d’une extension radicielle K/k. Si elle est de hauteur
<r,onakP C keten particulier K*” C k ¢ k™.

(iii) Soit A = kl[[x1, ..., x4]] et K son corps des fractions. Montrons que KP* =
kP”. Comme K est contenu dans k((x1,...,xa_1))((xq)), on se ramene par récur-
rence au cas ot d = 1. Tout élément non nul de k((t))?” a une valuation infini-
ment p-divisible donc nulle, de sorte que k((t))?” — {0} est contenu dans k[[t]]*
et finalement dans kP” par un calcul immédiat. (iv) Cela résulte des observations
précédentes et du théoréme de structure de-Cohen. O

4. Le théoréeme de Cohen-Gabber en caractéristique mixte

4.1. Anneaux de Cohen et lissité formelle (rappels).
4.1.1. Pour la commodité du lecteur, nous énongons quelques résultats, prin-
cipalement dus & Cohen. Pour les démonstrations, nous renvoyons a [Bourbaki,

A.C.,1X, §2] et [EGA 0,y §19].

DEFINITION 4.1.2 ([EGA 0,y 19.3.1]). Soit A un anneau topologique. Une A-
algebre topologique B est dite formellement lisse si pour toute A-algébre topolo-
gique discrete C, et tout idéal nilpotent 1 de C, tout A-morphisme continuu: B —

C/1 se factorise en B - C % /1, ot v est un A-morphisme continu et ¢ ’homo-
morphisme canonique.
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On dit aussi que A — B est un morphisme formellement lisse. La proposition
suivante énonce une propriété de relevement un peu plus générale que celle de
la définition.

PROPOSITION 4.1.3 (loc. cit., 19.6.1). Soient A un anneau topologique, et B un A-
algebre formellement lisse. Soient C une A-algeébre topologique, I un idéal de C vérifiant
les conditions suivantes :

(i) C est métrisable et complet ;
(ii) Iest fermé et la suite (I"™)nen tend vers zéro.

Alors, tout A-morphisme continu u : B — C/I se factorise en B = C — C/I, oit v est
un A-morphisme continu.

Les deux théoremes suivants donnent deux criteres importants de lissité for-
melle.

THEOREME 4.1.4 (loc. cit., 19.6.1). Une extension de corps munis de la topologie
discréte est formellement lisse si et seulement si I’extension est séparable.

THEOREME 4.1.5 (loc. cit., 19.7.1). Soient A, B deux anneaux locaux ncethériens,
m, n leurs idéaux maximaux respectifs et k = A /m le corps résiduel de A. Munissons A
et B respectivement des topologies m-adique et n-adique. Soit ¢ : A — B un morphisme
local, et posons By = B ®a k. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) B est une A-algebre formellement lisse;
(ii) B est un A-module plat, et By munie de la topologie quotient est une k-algebre
formellement lisse.

Le théoreme suivant, joint au précédent, est a la base de la démonstration de
'existence des anneaux de Cohen définis ci-apres.

Dans les énoncés qui suivent, les anneaux locaux sont munis de la
topologie de I'idéal maximal.

THEOREME 4.1.6 (loc. cit., 19.7.2). Soient A un anneau local ncethérien, 1 un idéal
strict, Ay = A/, By un anneau local neethérien complet, Ay — By un morphisme local
formellement lisse. I existe alors un anneau local ncethérien complet B, un morphisme

local A — B faisant de B un A-module plat, et un Aq-isomorphisme u: B @4 Ag — Bo.

DEFINITION 4.1.7 (loc. cit., 19.8.4 et 5). On appelle anneau de Cohen un anneau
qui est soit un corps de caractéristique nulle, soit un anneau de valuation discrete
complet, de corps résiduel de caractéristique p > 0 et d’idéal maximal engendré

par p.

THEOREME 4.1.8 (Cohen, loc. cit., 19.8.6 et 21.5.3). (i) Soient W un anneau
de Cohen de corps résiduel K, C un anneau local ncethérien complet, et 1 un
idéal strict de C. Alors, tout morphisme local w : W — C/I se factorise en
W % C — C/L, oit v est local. De plus, la factorisation est unique si et
seulement si Q} = 0.

(ii) Soit K un corps. Il existe un anneau de Cohen W de corps résiduel isomorphe
a K. Si W' est un second anneau de Cohen, de corps résiduel K', tout iso-
morphisme w : K — K’ provient par passage au quotient d'un isomorphisme
v:iW o W.
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4.1.9. Rappelons que 'hypothese Q} = 0 est équivalente au fait que K est
parfait s'il est de caractéristique > 0 ou bien est une extension algébrique de Q s’il
est de caractéristique nulle.

Signalons que si K est parfait de caractéristique p > 0, le morphisme v de (ii)
est unique. Dans ce cas, W est d’ailleurs isomorphe a 1'anneau des vecteurs de
Witt sur K.

4.2. Le théoreme de Cohen-Gabber en caractéristique mixte.

4.2.1. Soit A un anneau local ncethérien complet de caractéristique résiduelle
p > 0. Le schéma X = Spec(A) est de maniere unique un Spec(Z,)-schéma. No-
tons X, le sous-schéma fermé de X, fibre au-dessus du point fermé de Spec(Z,).
Nous dirons qu'un ouvert U C X est p-dense si U N X, est dense dans X,,.

THEOREME 4.2.2. Soit X = Spec(A) un schéma local ncethérien complet normal de
corps résiduel k, de dimension d > 2 et de point générique de caractéristique nulle. 1l
existe un morphisme fini surjectif X' — X, ot X’ est normal integre de corps résiduel
k', et un morphisme fini surjectif X" — Spec(VI[ti,...,ta1ll), oit V est un anneau de
valuation discrete de corps résiduel k', étale au-dessus d’un ouvert p-dense du but.

La suite de ce paragraphe est consacrée a la démonstration du théoréme pré-
cédent.

4.2.3. Soit X comme dans 1"énoncé. Considérons le sous-corps parfait maxi-
mal ko = kP” du corps résiduel k de A = T'(X, Ox) et notons W, = W(ko)
I’anneau des vecteurs de Witt correspondant. Il résulte du théoreme de Cohen
qu’il existe un unique morphisme X — Sy = Spec(W,) qui étende le morphisme
Spec(k) — Spec(ko) entre les points fermés (4.1.8) (i)).

Pour tout point maximal p de la fibre spéciale X,, de ce morphisme, I’'anneau
de valuation discréte A, a pour corps résiduel Frac A /p, ou 'anneau A /p est local
noethérien complet inteégre de corps résiduel k. D’apres[3.2.3] (i) & (iv), ’extension
Frac(A/p)/ko a la propriété de Epp. De tels idéaux p étant en nombre fini et la
conclusion du théoréme de Epp (3.1.2, 3.1.3) étant stable par changement de base
fini car c’est un résultat de lissité formelle, il existe donc un changement de base
fini S) = Spec(Wj) — S, tel que la fibre spéciale du produit fibré normalisé X; :=
(X Xs, Sg)norm. = Spec(A}) soit réduite en ses points maximaux. (On utilise le fait
que les points maximaux de la fibre spéciale de X; — S/ se trouvent au-dessus
des points maximaux de la fibre spéciale de X — Sy ; cf. p. ex. [EGA 0,y 16.1.6].)

D’apres le lemme suivant, la fibre spéciale du morphisme X; — S§ est alors
réduite.

LEMME 4.2.4. Soit X un schéma ncethérien normal. Tout diviseur de Cartier effectif
génériquement réduit est réduit.

Démonstration. On peut supposer X affine égal a Spec(A) et le diviseur de Car-
tier effectif défini par une fonction f € A. Soient a € A etn > 1 tels que a™ € fA;
on souhaite montrer que a € fA. L'anneau A /f étant génériquement réduit, 1'é1é-
ment a/f de Frac A appartient a A, pour tout idéal premier p contenant f (un tel
idéal est de hauteur 1 sil est minimal ([Bourbaki, A.C., V111, §3, n°1 prop. 1])). Il
en est évidemment de méme pour f ¢ p. L'anneau A étant normal, (), A, = A
ou p parcourt les idéaux de hauteur 1 (cf. loc. cit. V11, §1, n°7, th. 4) de sorte que
a/f € A. CQFD. O
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4.2.5. Notons k;j le corps résiduel de Wy, @’ une uniformisante de W, et
considérons une composante connexe X’ = Spec(A’) de X} ; c’est un schéma fini
surjectif au-dessus de X. Soit k' son corps résiduel. L'inclusion kj — k' déduite
du morphisme X’ — S; est formellement lisse, car kj est parfait, donc se releve
d’apres4.1.5 et 4.1.6len un morphisme formellement lisse Wy — V o1 V est un an-
neau local complet ncethérien. Cet anneau est un anneau de valuation discrete.
L’anneau A’/@’ étant réduit, équidimensionnel de dimension d —1, de corps rési-
duel k’, il existe d’apres le théoreme de Cohen-Gabber (2.1.1), un relevement k-
linéaire k' — A’/@’ et des éléments x1,...,xq 1 dans 'idéal maximal de A'/@’
tels que le morphisme induit k”[[t;, ..., tqa1]] = A”/@’, envoyant 'indéterminée
t; sur x;, soit fini, génériquement étale en haut et en bas.

Par lissité formelle de W; — V, le morphisme composé V — k’ — A’/@’
se releve en un Wj-morphisme V' — A’. En relevant les x; dans A’, nous obte-
nons un morphisme V{[t;,...,tq_1]] — A’, fini injectif (cf. p. ex. [EGA 0,, 19.8.8
(démonstration)]), étale au-dessus du point générique de la fibre spéciale. CQFD.

4.3. Le théoreme de Cohen-Gabber premier a { en caractéristique mixte.

THEOREME 4.3.1. Soit X = Spec(A) un schéma local ncethérien complet normal de
dimension d > 2, de corps résiduel k de caractéristique p > O et de point générique de
caractéristique nulle. Soit £ un nombre premier différent de p. 1l existe alors :

(i) un schéma local neethérien intégre normal Y muni d'une action d'un {-groupe
fini H et un morphisme fini surjectif H-équivariant Y — X tel que le quo-
tient Y/H soit de degré (générique) premier a { sur X;

(ii) un anneau de valuation discréte complet V de méme corps résiduel K’ que Y,
de caractéristique mixte, muni d'une action de H compatible avec son action
surk’;

(iii) un morphisme local Y — Y’ = Spec(VI[ty, ..., ta_1ll) qui soit fini, étale au-
dessus d'un ouvert p-dense de Y', et H-équivariant avec action triviale de H
sur les t;.

Ces morphismes sont représentés dans le diagramme ci-dessous, ou1 toutes les
fleches sont des morphismes finis surjectifs.

, P-genériquement étale

l/@l
X

REMARQUE 4.3.2. Observons que les conditions (i) — (iii) sur les morphismes
Y — XetY — Y n’entrainent pas que le schéma Y/H soit étale au-dessus d'un
ouvert p-dense de Spec(Fixy(V)[[ti,...,tq1]]) = Y’/H. Voici un exemple, da a
Takeshi Sait6. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0,
W T'anneau des vecteurs de Witt sur k, £ un nombre premier différent de p, A =
Wilx, yll/(x'y — p). Soient W = WInl/(n* — p) et B le normalisé de A @y W/,
W-isomorphe a W'[[x, z|]/(xz— ). Le groupe H = (k) agit sur B, via son action
sur W :(-x = xet (-z = (z. Le morphisme Y = Spec(B) — X = Spec(A)
défini par x — x ety — z' satisfait les propriétés du théoréme car Y/H — X et
Y — Y’ = Spec(W'[[x]]), x — x, est p-génériquement étale. Cependant, Y/H a une

Spec(VI[[ti,...,tauall) =Y

Y/H
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fibre spéciale isomorphe au schéma non réduit Spec (k[[x, yll/(x*- y)). Elle n’est
donc pas étale au-dessus d’un ouvert dense de la fibre spéciale de Y'.

La suite de ce paragraphe est consacrée a la démonstration du théoréme pré-
cédent. Notons que si la fibre spéciale X, de X sur Spec(Z,) est réduite, ce théo-
reme — comme le précédent — résulte simplement du théoreme dans le cas
particulier ot le groupe G est trivial : on peut prendre Y = X et H trivial.

4.3.3. Considérons a nouveau le sous-corps parfait maximal ky du corps rési-
duel k de A et Wy = W(ky) — A l'unique morphisme relevant l'inclusion ky — k.
Soit WY la cloture intégrale de W, dans A.

LEMME 4.3.4. L'extension Wy /W, est finie, totalement ramifiée.

Démonstration. Soit W//W, une extension finie de traits, ot W’ est contenu
dans A. Le corps résiduel de W’ est une extension finie de ky; c’est donc un
corps parfait, contenu dans k et contenant ko. Il est donc égal a k, : 'extension
est totalement ramifiée. Le degré de I'extension W'/W; est par conséquent égal a
son indice de ramification, qui est majoré par tout entier N tel que p appartienne
amh — m%“. Si W” est tel que le degré de l'extension Frac(W”)/Frac(W,;) soit
maximal, on a nécessairement W C W”, comme on le voit immédiatement en
considérant la sous-extension composée, dans Frac(A), des corps des fractions.
Ainsi, WY = W” est fini sur W,,. O

4.3.5. D’apres le théoreme de Epp (3.1.2), il existe une extension finie d’an-
neaux de valuation discrete W — W{, que l'on peut supposer génériquement
galoisienne de groupe un groupe fini G, telle que la fibre spéciale sur W de la
normalisation A" de A ®@wy W} soit réduite. Observons que I'anneau W étant inté-
gralement clos dans A, l'anneau A’ est local. Notons kj (resp. k) le corps résiduel
de Wy (resp. Wy) et k' le corps résiduel de A’. Choisissons des anneaux de Cohen
I(k) et I(k’®) relatifs aux corps k' et k/C. 1l existe un morphisme I(k'¢) = I(K)
relevant l'inclusion. Ce morphisme étant fini étale entre anneaux locaux com-
plets donc henséliens, 1’action du quotient Gal(k’/k’ ©) de G sur k’ se releve en
une action I(k’®)-linéaire sur I(k’) (cf. p- ex. [Serre, 1968], I1I, §5, th. 3). Le corps
kg étant parfait, il existe d’apres le théoréme 4.1.8| un morphisme G-équivariant
W(ks) — I(k’). Soient enfin V. = W} Rw(k)) I(k’), @ une uniformisante de W{,
A’ = A'/@A’ et H un {-Sylow de G. D’apres le théoréme 2.2.2} il existe un mor-
phisme fini, étale, H-équivariant, ¢ : k'[[t;,...,tal] — A’, o1 les t; s’envoient dans
A Le morphisme A" — A’ étant surjectif — comme cela se voit en utilisant
la trace — on peut relever les images des t; en des x! dans A’"'. De plus, par lissité
formelle de V/W;, on peut relever k' — A’ en un Wi-morphisme ¢ : V. — A’:
cela résulte par exemple de [EGA 0,y 19.3.10]. En procédant cran par cran, et en
considérant des isobarycentres dans les espaces affines définis par le lemme bien
connu suivant, on constate qu’existe méme un tel relevement qui est H-invariant.

LEMME 4.3.6. Soit (A,1) — (B,]) un morphisme formellement lisse, oit A (resp.
B) est muni de la topologie définie par son idéal 1 (resp. ]). Soit C — C’ une surjection
de A-algebres, de noyau N tel que N* = 1A = 0. Alors, I'ensemble des A-linéaires
relevements d'un morphisme B — C' a C est soit vide soit un torseur sous Déra (B, A4").

4.3.7. Le X-schéma Y = Spec(A’) est bien fini p-génériquement étale sur
Y’ = Spec(V[[ti,...,t4]) si l'on envoie V dans A’ par 1} comme ci-dessus et les
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variables t; sur les x/. Par construction Y est, génériquement sur X, galoisien de
groupe un sous-groupe de G; son quotient Y/H est donc génériquement d’ordre
premier a {£. Ceci achéve la démonstration du théoréme.






EXPOSE V

Algébrisation partielle
Fabrice Orgogozo

1. Préparatifs (rappels)

1.1. Le théoreme de préparation de Weierstrafl. On trouvera dans [Bour-
baki, A.C., VII, §3, n°7-8] une démonstration du théoréme suivant.

THEOREME 1.1.1. Soient A un anneau local séparé complet d’idéal maximal m, d >
0 un entier et f € A[[X, TI] une série formelle, oir I'on pose X = (X, ..., Xq).

(i) Soit p un entier naturel tel que f soit p-réguliere relativement a T, c’est-a-dire
congrue a (w € A[[T]]*) - T® modulo (m, X). Alors, pour tout g € A[[X, T]],
il existe un unique couple (q,7) € A[[X, Tl x A[X]][T] tel que g = qf + r et
deg, () < p. De plus, il existe un unique polynéme P = T° + 3. p;T', oil
les coefficients p; appartiennent a (m, X)A[[X]], et une unité uw € A[[X, T]]*
tels que f = uP.

(ii) Sifest nonnulle modulo m, il existe un entier naturel p et un automorphisme
Al[[T])-linéaire ¢ de A[[X, T, tel que c(X;) = X; + TNt (Ny > 0) et la série
entiere c(f) soit p-réguliere.

1.1.2. Signalons que I'on peut satisfaire la condition (ii) simultanément pour
un nombre fini d’éléments : cf. loc. cit., n°7, lemme 2 o1 I’'on considérera un pro-
duit (fini) de séries formelles.

Nous ferons usage de la propriété suivante des polyndmes comme en (ii) ci-
dessus.

LEMME 1.1.3. Soient B un anneau local complet ncethérien et P € B[X] un polynome
de la forme XP + Y. biX', oit b; € mg et p > 0. Alors, le complété (P)-adique de B{X}
s’identifie a B[[X]].

i<p

Rappelons que B{X} désigne I'hensélisé en 1'origine de I’anneau B[X]. Un po-
lynome P comme ci-dessus est parfois dit de Weierstrafs.

Démonstration. Soient N un entier naturel et Q = P™. Il résulte de[I.1.11 (i), que
’'anneau quotient B[[X]]/(Q) est isomorphe comme B-module a B[X]/(X48(Q)) et
en particulier fini sur B. Par fidele platitude du morphisme B{X} — B[[X]], on a
QBI[[X]] N B{X} = QB{X} de sorte que le B-morphisme B{X}/Q — BI[[X]]/Q est
injectif. L'anneau B{X}/Q est donc également fini sur I’anneau complet B; il est
donc isomorphe a son complété B[[X]]/Q. En faisant tendre N vers l'infini, on
en déduit que le séparé-complété (P)-adique de B{X} est donc isomorphe a celui
de B[[X]]; ce dernier est isomorphe a B[[X]] puisque deg(P) > 0. O

1.2. Le théoreme d’algébrisation d’Elkik.
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DEFINITION 1.2.1. Une paire (Spec(C), V(])) est dite hensélienne si pour tout
polynome f € CI[T], toute racine 3 de f dans C/] telle que f'(3) soit une unité
de C/] se releve en une racine dans C.

1.2.2. 1l résulte de [Crépeaux, 1967], prop. 2, (iii)=(i) et [Raynaud, 1970],
chap. XI, §2, prop. 1, 4)=1) (voir aussi [Gabber, 1992], déf. p. 59) que la définition
précédente est équivalente a la définition [EGA 1v 18.5.5] (relevement d’ouverts-
fermés). Remarquons que la notion de racine simple introduite dans la définition
est plus forte que celle de [Bourbaki, A., 1v, §2, n°1, déf. 1] et que le relevement
ci-dessus est nécessairement unique. Notons également que 1'idéal I est nécessai-
rement contenu dans le radical de Jacobson de I’anneau C.

LEMME 1.2.3. Soient C un anneau local hensélien d’idéal maximal m, et ] C m un
idéal. La paire (Spec(C), V(])) est hensélienne.

En particulier, pour B et P comme dans le lemme[1.1.3] 1a paire (Spec(B{X}), V(P))
est hensélienne.

Démonstration. Soient f et 3 comme ci-dessus. L'anneau C étant local hensé-
lien, I'image y de 3 dans le corps résiduel C/m se releve en une racine « de P.
Notons 3’ son image dans C/] et vérifions que 3 = 3’. Remarquons tout d’abord
que puisque P’(x) est une unité de C, P/(3’) est une unité de C/J. De plus,
'égalité P(B) = P(R') + (B — B)P'(B') + (B — B')*b o b € B/J se réduit a
B—B' = (B—PB')srsy;silonposex = —p’, onadonc x(1 —ax) = 0 pour
un a € C/]. Comme x appartient a m (car {3 et 3’ ont pour image y dans C/m), on
ax=0. O

Terminons ces rappels par I'énoncé du théoréme d’algébrisation de Renée El-
kik ([Elkik, 1973af], théoréeme 5).

THEOREME 1.2.4. Soient (X = Spec(A),Y = V(1)) une paire hensélienne avec
A neethérien, et U le sous-schéma ouvert complémentaire de Y dans X. Notons Xy le
complété de X le long de Y, Y le fermé correspondant a'Y et U son complémentaire dans
Xg. Le foncteur X' — X' xx Xy induit une équivalence de catégories entre la catégorie

des X-schémas finis, étales sur U, et la catégorie des Xy-schémas finis, étales sur U.

2. Algébrisation partielle en égale caractéristique

2.1. Enoncé.

2.1.1. Soient A un anneau local ncethérien complet et {I.}cc¢ une collection
d’idéaux de A. On dit que la paire (A, {I.Jcce ) est partiellement algébrisable s’il existe
un anneau local ncethérien complet B de dimension strictement inférieure a celle
de A, une B-algebre de type fini C, un idéal maximal n au-dessus de I'idéal maxi-

mal de B, et un isomorphisme A ~~ C, tel que les idéaux I, (e € E) proviennent
d’idéaux de C,.

THEOREME 2.1.2. Soit A un anneau local ncethérien complet réduit d’égale caracté-
ristique qui ne soit pas un corps. Alors, A muni d'un ensemble fini quelconque d’idéaux
est partiellement algébrisable.

2.2. Démonstration.
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2.21. Soient X = Spec(A) et I;,...,I, € A comme dans I’énoncé. Il résulte
de la définition 2.1.1/que si un idéal I de A est de la forme J; N---NJ, et que les J;
sont partiellement algébrisables, I'idéal I I'est également. D’aprés le théoreme de
décomposition primaires des idéaux, on peut supposer les I; primaires.

2.2.2. Notons k le corps résiduel de A et d > 0 sa dimension. D’apres IV-
2.1.1]si X est équidimensionnel ou bien IV{2.2.2] (avec G = {1}) dans le cas gé-
néral, il existe un morphisme fini génériquement étale m : X — X,, ot Xy =
Spec(kl[ti,...,tall).

2.2.3. Soit I I'un des I;. Deux cas se présentent.

(i) dim(A/I) = d. L'idéal I est donc un idéal premier minimal de A.
(ii) dim(A/I) < d. L'image de V(I) dans X, est donc de dimension au plus
d — 1 donc contenue dans un fermé V(g;) ot g; € Ay = I'(Xo, Ox,) —{0}.

Soient g = Hh g, ou ; € {I;,..., I} parcourt le sous-ensemble des idéaux du
second type, et f € Ay —{0} telle que le lieu de ramification de 7t soit contenu dans
V(f). Posons h = gf. D’apres [L.1.1l (ii) et (i), quitte a changer de base par un au-
tomorphisme (c’est-a-dire changer les coordonnées), on peut supposer que h est
un polyndme unitaire en t4. Considérons le sous-anneau Ay = k[[ty, ..., ta_1][{tq}
de Ay. Il est hensélien et contient h. D’apres les lemmes [I.1.3] et .2.3} la paire

(Xo = Spec(Avo),V(h)) est hensélienne. On est donc en mesure d’appliquer le
théoreme et d’en déduire qu'il existe un diagramme cartésien :

X— =X

.

Xo —= Xo

ot la fleche verticale de gauche est, par hypotheése, étale hors de V(h) et les fleches
horizontales sont des morphismes de complétion (a la fois pour la topologie h-
adique et celle définie par leurs idéaux maximaux respectifs).

Les idéaux I du premier type (c’est-a-dire premier minimaux) se descendent

a X d’apres le lemme suivant.

LEMME 2.2.4. Soit B un anneau local hensélien quasi-excellent de complété noté B.

Tout idéal premier minimal de B provient par image inverse d’un idéal premier minimal
de B.

Démonstration. Par restriction a 'adhérence du point générique du fermé, il
suffit de démontrer que le complété d'un intégre hensélien quasi-excellent est
integre. Ce fait est bien connu et résulte d’ailleurs immédiatement du théoreme
d’approximation de Popescu, appliqué a I’équation xy = 0. O

2.2.,5. Quant aux idéaux I du second type, il suffit d’observer que chaque
V(I) est fini sur Spec(k[[ts, ..., tq-1]]), donc sur )~(, et d’appliquer le

LEMME 2.2.6. Soient B un anneau local ncethérien, | C mg un idéal, et Ble complété
J-adique de B. Tout quotient de B fini sur B se descend a B.

2.2.7. Admettons momentanément ce lemme et achevons la démonstration
de2.1.2l Comme on l'a vu, les idéaux Ij,..., I, proviennent d'idéaux de A. Cet
anneau est fini — donc a fortiori de présentation finie par ncethérianité — sur l’an-
neauk[[ty, ..., tqa_1]l{tq}. Ce dernier est 'hensélisé enl'origine de k[[ty, ..., ta_1]][tal ;
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il estisomorphe a la colimite filtrante d’anneaux de type fini sur k[[ty, ..., tq_1]][t4]
donc sur I'anneau B = k/[[t, .. ., tq_1]]. La conclusion résulte de [EGA 1V 8.8.2] qui
assure l’existence d"une B-algebre C comme en[2.1.1l dont proviennent les idéaux
L.

2.2.8. Revenons a la démonstration du lemme ci-dessus. Soit I C B tel
que B/I soit fini sur B. Quitte a remplacer B par B/Ker(B — B/I), c’est-a-dire
Spec(B) par I'image schématique de V(I), on peut supposer B — B/1 injectif,
c’est-a-dire V(I) — Spec(B) schématiquement dominant. Le B-module ﬁ/ I étant
fini, la topologie J-adique sur B/1 induit la topologie J-adique sur B. Puisque
I'application B — B/1 est injective, d’image dense, et continue, il en résulte que
B/I estle séparé-complété de B pour la topologie J-adique. On a donc I = (0); il se
descend tautologiquement a B.

3. Algébrisation partielle premiére a { en caractéristique mixte
3.1. Enoncé.

THEOREME 3.1.1. Soient A un anneau local neethérien complet normal de carac-
téristique mixte (0,p) de dimension d > 2 et { # p un nombre premier. 1l existe un
morphisme injectif fini A — A’ de degré générique premier a {, ott A’ est un anneau
normal intégre dont toute famille finie d’idéaux est partiellement algébrisable.

REMARQUE 3.1.2. Signalons qu'il suffit pour démontrer XIII{1.1.11d’établir la
variante affaiblie de I’énoncé précédent selon laquelle — en reprenant les nota-

—~

tions de — tout fermé rare de Spec(A’) ~ Spec(C,) est ensemblistement
contenu dans l'image inverse d'un diviseur de Spec(C,).

3.1.3. Reformulation géométrique. Soit X un schéma local noethérien complet de
caractéristique mixte, de dimension d > 2 et soit {Z;}ic; une famille finie de fermés
de X. Pour tout nombre premier { inversible sur X, il existe un diagramme

XX .Y

|

S

e S est un schéma ncethérien régulier complet de caractéristique mixte et
de dimension d — 1;

e X' est un schéma local normal ;

e 7t est un morphisme fini de degré générique premier a £ ;

e f est un morphisme de type fini;

e ainduit un isomorphisme entre X’ et le complété de Y en un point fermé
de la fibre spéciale de f,

et des fermés F; de Y tels que ' (Z;) = a'(F;) pour tout i € 1.

REMARQUE 3.1.4. Il découle de que le résultat précédent est également
vrai en égale caractéristique, et que 1’on peut alors supposer X = X'.

3.2. Démonstration.
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3.2.1. Soient X = Spec(A) de dimension d > 2 et { comme dans 1’énoncé.
D’apreés le théoreme IV{4.3.1] il existe un diagramme commutatif

VI[t1,...,ta-1l]l = By —= B =—— A’ = Fixy(B)

|

A

ou V est le spectre d'un anneau de valuation discrete complet d'idéal maximal my,,
et H est un {-groupe agissant sur ’anneau normal B, son sous-anneau V, et trivia-
lement sur les variables t; (1 <1i < d—1). De plus, A — A’ est une injection finie
de rang générique premier a { et 7t : Spec(B) — Spec(By) est fini, p-génériquement
étale.

3.2.2. Nous allons montrer que toute famille finie d’idéaux de A’ est par-
tiellement algébrisable. Soit Ij, - - -, I] une telle famille, que 'on peut supposer
constituée d’idéaux primaires (cf. §2).

3.2.3. Soit I’ 'un des I;. Deux cas se présentent.

(i) dim(A’/T+p) = d — 1. Supposons I’ # (0) et notons p I'idéal premier,
nécessairement de hauteur un, pour lequel I’ est primaire. Par hypo-
thése, 1'idéal premier p contient p; c’est un idéal premier minimal de
A'/p. D’autre part, A’ est normal car B l'est. Il résulte par exemple de
[Serre, 1965], chap. 111, C, §1 que I’ est une puissance symbolique de p,
c’est-a-dire 'image inverse dans A’ d’une puissance de l'idéal (princi-

pal) pA,.

(ii) dim(A’/(I+ p)) < d — 1. L'image de V(I) dans Spec(VH[[ty,...,ta1]])
est donc contenu dans un fermé V(gy/) ot g € V1[[ty, ..., tq1]] est non
nulle modulo myn.

Soient g =[], grrou I € {1, ..., I} parcourt le sous-ensemble des idéaux du
second type, et f € V([ty,...,ta_1]] — my telle que le lieu de ramification de 7t soit

contenu dans V(f). Posons h = gf. D’apres le théoreme de préparation ([I.1.1) et
l’observation lui faisant immédiatement suite, on peut supposer que h est un po-
lynome de Weierstraf en tq_;, H-équivariant. (Rappelons que H agit trivialement
sur les variables). Comme en §2) le morphisme B, — B se descend donc d’apres
[M.2.4/ en un morphisme By — B, oi1 By = VI[ty,...,tqs_2l{ta_1}. Le groupe H pré-
servant I'ouvert D(f) de Spec(B,), son action se descend. Le diagramme ci-dessus
se complete donc en un diagramme

Vltyy ..., ta_all{ta_1} = Bo — ’T ~— A :[ B
Bo B A’

ot les fleches verticales sont les morphismes de complétion et les fleches horizon-
tales sont finies. .

3.2.4. Les idéaux I’ du second type se descendent de A’ a A’ car A’/I’ est
fini sur VH[[ty, ..., tq_l] donc a fortiori sur A’ (cf.[2.2.6). Quant aux idéaux du pre-
mier type (puissances symboliques), il suffit d’appliquer le lemme a la paire
constituée de A’/p et de son complété A’/p. Comme en §2] on utilise le fait que
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A’ soit fini — de type fini suffirait — sur VH[[ty, ..., ta_2]l{ts_2} pour descendre,
par passage a la limite, les idéaux & un anneau de type fini sur V?[[t;, ..., t42]].



EXPOSE VI

Log régularité, actions trés modérées

Luc Ilusie

1. Log régularité

1.1. Pour lelangage des log schémas nous renvoyons le lecteur a [Kato, 1988],

[Niziot, 2006], [Gabber & Ramero, 2009]. Sauf mention du contraire, les log struc-
tures considérées le seront au sens de la topologie étale. Un log schéma fin (resp.
fs, 1. e. fin et saturé) [Kato, 1988] est un schéma muni d’une log structure admet-
tant localement (pour la topologie étale) une carte sur un monoide fin (resp. fin
et saturé). On note en général My le faisceau de monoides d'un log schéma X,
o : Mx — Ox le morphisme structural, et Mx = My/ O%. Sauf mention du
contraire, les log schémas considérés sont supposés localement noethériens.

Dans ce qui suit, X désigne un fs log schéma.

1.2. Soient X un point géométrique de X, d'image x € X, Oxx le localisé strict
de X en X. Notons I; I'idéal de Oxx engendré par o(Mxx — ﬁ;gx), Cxx le sous-
schéma fermé de X(x) = Spec Ox x défini par Ix. Cxx est la trace sur Xg) de la strate
de X ot le rang de M est égalar(x) = rg(ﬂi};).

On dit que X est log régulier en x (ou X) si Cxx est régulier et de codimension
égale a 1(x) (cette condition ne dépend que de x). On dit que X est log régulier
si X est log régulier en tout point. La définition analogue pour les log schémas
zariskiens est due a Kato [Kato, 1994]. La variante dans le cadre étale a été traitée
par Niziol [Niziol, 2006]. Nous rappelons ci-apres quelques propriétés de cette
notion.

1.3. X est log régulier en x si et seulement si X, muni de la log structure
Zariski MZ" := ¢, My, ol € : Xgt — Xzar, est log régulier en x au sens de Kato
[Kato, 1994], ([Tsuji, 1997, 4.6], [Niziol, 2006, 2.4]. En particulier, si X est log ré-
gulier en x, X est log régulier en toute générisation y de X ([Kato, 1994, 7.1]).

Si la log structure de X est triviale, X est log régulier si et seulement si X est
régulier au sens usuel.

1.4. Supposons X log régulier. Soit j : U — X I'inclusion de l'ouvert de tri-
vialité de sa log structure. Alors U est un ouvert dense de X et on a

MX - ﬁx ﬁ)*ﬁa

(INiziot, 2006, 2.6]).

Nous dirons qu'un couple (X, Z) formé d'un schéma X et d"un fermé Z est un
couple log régulier si, pour la log structure sur X définie par Mx = OxNj. 0, ouj :
U — Xest]l’'ouvert complémentaire de Z, X est log régulier et Z est le complément
de I'ouvert de trivialité de sa log structure. La log structure précédente sur X sera
dite associée au couple (X, Z).

69
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1.5. Supposons X log régulier. Pour i € N, soit X! 'ensemble des points x
de X tels que r(x) = 1, avec la notation de[L.2l C’est une partie localement fermée,
sous-jacente a un sous-schéma régulier de X, de codimension i, dont la trace sur
X(x), en chaque point géométrique X localisé en x € X, est Cxz. On dit que XV
est la strate de codimension i définie par le rang de M™ . La stratification par les XV
est appelée stratification par le rang de M*", ou stratification canonique. Voici deux
exemples.

(i) Si X est un schéma noethérien régulier, muni de la log structure définie par
un diviseur a croisements normaux D, X'V est 'ensemble des points ol passent
exactement i branches de D, i. e. tels que le normalisé de D ait i points au-dessus
de x.

(ii) Si X est une variété torique sur un corps k, de tore T, munie de sa log
structure canonique, X est un log schéma log régulier, 'ouvert de trivialité de la
log structure est T, et X!V est la réunion des orbites de T de codimension i.

1.6. Supposons X log régulier en x, image du point géométrique X, soient
P = Mxx, k = k(x). Notons que P est un monoide fs saillant (i. e. tel que P* =
0). Soit Xy le complété de X5 au point fermé. Alors, d’apres [Kato, 1994, 3.2], X
admet une carte modelée sur P en X, qui donne lieu a des isomorphismes

(1)

Xx = Speckl[Pl[[tr, -, tul]

si Ox x est d’égale caractéristique,

(i)

Xx = Spec C(K)PNIlt:, -+, tall/(F)

si Ox est d’inégale caractéristique (0, p), ot C(k) est un anneau de Cohen pour
k, et f est congru a p modulo l'idéal engendré par P — {0} et les t;.

1.7. Supposons X log régulier. Alors X est régulier en x, image de X, si et
seulement si Mgz ~ N ([Niziol, 2006| 5.2], voir aussi [Vidal, 2001b, 1.8]). Il en
résulte que 1'ensemble des points de régularité de X coincide avec 'ensemble
des points de régularit¢é du monoide My, et en particulier est ouvert dans X
(INiziol, 2006, 5.3]). Si X est log régulier et régulier, 'ouvert de trivialité de la

log structure est alors le complément d’un diviseur a croisements normaux.

1.8. Soit f : X = Y un morphisme de log schémas fs. Si Y est log régulier et f
log lisse, X est log régulier.

L’analogue pour les log structures Zariski est [Kato, 1994, 8.2]. La démonstra-
tion de (loc. cit.) s’applique, mutatis mutandis, dans le cadre étale.

Le corollaire suivant jouera un rdle clé dans 1’application des résultats de de
Jong a la démonstration du théoréme d’uniformisation de Gabber. Rappelons
que, si S est un schéma, une courbe nodale f : C — S est un morphisme propre
et plat, purement de dimension relative 1, dont les fibres géométriques ont pour
seules singularités des croisements normaux.

PROPOSITION 1.9. Soit (Y, T) un couple log régulier (L4). Soit f : X — Y une
courbe nodale, lisse au-dessus de Y — T. Soit D un diviseur effectif sur X, de support
contenu dans le lieu de lissité de f, et étale sur Y. Alors le couple (X, f~1(T) U D) est log
régulier, et pour les log structures associées, f est un morphisme de log schémas et est log
lisse.
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La question est locale sur X et 1’assertion est triviale sur 1'ouvert de lissité de f
et sur f~'(Y — T). Soit X un point géométrique de non lissité de f, d’image § dans
Y. D’apres [SGA 7 XV 1.3.2] (voir aussi [de Jong, 1996, 2.23], on a

(1.a) Oxx =~ Oyy{u,v}/(uv —h),

ou Oyg{u,v} désigne le localisé strict de Spec Oygzlu,v] au point (u = v = 0) au-
dessus du point fermé de Y(y), et h est un élément de Jyy inversible sur Y — T,
donc appartenant a Myg ([@I.4). Soit ¢ une carte locale de Y en y définie par une
section de Myg — P := Myg. Ecrivons h = ea, avec ¢ € Oyy et a € P.Soit Q le
monoide fs défini par le carré cocartésien

N?——Q

|
N—ZxP

ot la fleche N — N? (resp. N — Z x P) est donnée par 1 — (1, 1) (resp. 1 — (1, a)).
Le carré

Spec Oyglu,vl/(uv —h) _a., SpecZ[Q]

l lSpec Z[g]

Spec Oyg = SpecZ[Z x P]

ot la fleche ¢’ est donnée parcetZ — Oyg, 1 — ¢, et d par (1,0) — u, (0,1) — v
sur N2 et ¢/ sur Z x P, est cartésien. Comme c’ est une carte de Y en , d est
une carte en X de X muni de la log structure image inverse par f, i. e. définie par
OxNOY, v_1y €t (c’,d, g) est une carte de f. Comme g est injectif et Cokerg% ~ Z,
f est log lisse en X, et le couple (X, f~'(T) U D) est log régulier en X.

2. Revétements Kummer étales

Dans cette section et la suivante, nous aurons a considérer des action de groupes
sur des schémas ou des log schémas : sauf mention du contraire, il s’agira d’ac-
tions a droite.

2.1. Rappelons quelques définitions (cf. [Illusie, 2002, 3], [Stix, 2002, 3.1],
[Vidal, 2001al]). Un homomorphisme h : P — Q de monoides integres est dit
de Kummer si h est injectif et, pour tout q € Q, il existe n > 1 etp € P tel que
ng = h(p). On dit qu'un morphisme f : X — Y de fs log schémas est de Kummer
si, pour tout point géométrique X de X d'image y = f(x) dans Y, I’'homomor-
phisme induit Mg — My est de Kummer. On dit quun morphisme f : X — Y
est Kummer étale si f est de Kummer et log étale. On dit que f est un revétement
Kummer étale si f est de Kummer étale et le morphisme de schémas sous-jacent est
fini.

Le site Kummer étale d’un fs log schéma X est la catégorie des fs log schémas
de Kummer étales au-dessus de X munie de la topologie définie par les familles
surjectives de X-morphismes (lesquels sont automatiquement de Kummer étale).
Pour X connexe, les revétements Kummer étales de X forment une catégorie ga-
loisienne, équivalente a la catégorie des représentations d'un groupe profini, le
groupe fondamental logarithmique de X, °%(X, x), ott x est un point géométrique loga-
rithmique de X, cf. (loc. cit.).
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2.2. Un morphisme f : X — Y de log schémas fs qui est déduit par chan-
gement de base par un morphisme strict g : Y — SpecZ[P] d'un morphisme
SpecZ[h] : SpecZ[Q] — SpecZ[P], ou h : P — Q est un homomorphisme de
Kummer entre monoides fs tels que le conoyau de hsP soit annulé par un entier
n inversible sur Y, est un revétement Kummer étale. On dit qu'un tel revétement
est un revétement Kummer étale standard.

Un revétement Kummer étale standard f : X — Y comme ci-dessus est galoi-
sien dans le sens suivant : le groupe diagonalisable (étale) G = Hom(Q#8P /P8P, G,y)
opere sur X par automorphismes de Y-log schémas, et le morphisme canonique

X xy G = X xy X, (x,9) — (x,xg),

ol le produit au second membre est pris dans la catégorie des fs log schémas, est
un isomorphisme (cf. [Illusie, 2002, 3.2]).

Tout morphisme de Kummer étale est, localement pour la topologie étale, iso-
morphe a un revétement Kummer étale standard (cf. [Stix, 2002, 3.1.4]). Plus pré-
cisément, si f : X — Y est un morphisme de Kummer étale surjectif, avec X (resp.
Y) strictement local de point fermé x (resp. y), on a un carré cartésien

X —=SpecZ[Q] ,
f lSpec Z[h]
Y —2~ SpecZ[P]

ol a (resp. b) est une carte de X (resp. Y), et h : P = Q un morphisme de Kum-
mer tel que Cokerh8P soit annulé par un entier n inversible sur Y. Alors f est un
revétement Kummer étale galoisien de groupe G = Hom(Cokerh9, u, (k(y))).

2.3. Dans ce cas, l'action de G sur X peut se décrire de la maniere suivante.
Soit C = Cokerh. La suite exacte

0— P& -5 Q8% -C—0

donne, par application du dual de Cartier Hom(—, G,,), une suite exacte de groupes
diagonalisables

0—=T =Ty —Tp —0,

ou Tp (resp. Tq) est le tore sur Z dual de P (resp. Q), et G est la valeur du groupe
fini constant I'y. Posons Zp = SpecZ[P], Zo = SpecZ[Q]. L'accouplement cano-
nique

Tr @ P8P — G,

définit une famille de caracteres
(Xp cTp — Gm)pePgP>
qui détermine I’action de Tp sur Zp par

g.p = Xp(9)P,

pour un point g de Tp (a valeurs dans S), et p € P, vu comme un point de Zp
a valeurs dans S. L’action de T sur Zg est décrite de facon similaire, et la carte
a : X — Zg est équivariante relativement aux actions de G et T sur X et Zg
respectivement : pour g € Getq € Q,

(2.a) g.a*(q) = xq(g)a*(q),
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ou a*(q) € Mx est 'image de q par a. En particulier, G opere trivialement sur
Myx = M/ G
Par ailleurs, P = Q N P#P, donc

P=1{q € Qxq(g) =1Vg € G}.
Ainsi, Y est un quotient de X par G, en tant que log schéma, et en tant que schéma :
Oy = (f*ﬁX)G ; My = (f*MX)G

Supposons de plus Y log régulier, de sorte que X I'est également. Alors G opére
librement au-dessus de I’'ouvert (dense) de Y ot1 la log structure est triviale, et fait
de X un revétement étale galoisien de Y de groupe G. De plus, G opere trivialement
sur la strate Cx x (I.5). Pour le voir, on peut remplacer X (resp. Y) par son complété
en x (resp. y). On peut supposer de plus P saillant, i. e. P* = {0} (et méme P =
My,). Alors Q est également saillant : on a Q = Q* & Q; avec Q; saillant, et
Q* NP = {0}, donc comme Y Xgpeczip) Spec Z[Q;] est local, Q* = {0}. D'apres [1.6]
la carte (h, a,b) de f permet d’identifier Oy, — Oxx a un homomorphisme de la
forme

k[[t1) e )tr]] [[P” — k[[t1) Tt )tr]] [[Q]])
dans le cas d’égale caractéristique (resp.

Cllts, -+, tJI[PN/(uw) = Cllty, - - -, t][QI]/ (w)

dans le cas d’inégale caractéristique (p,0)), ou k = k(x) = k(y) (resp. C est un
anneau de Cohen de k, et u est congru a p modulo l'idéal engendré par P — {0}
et les t;), les t; et u étant fixes par G. Les strates Cx et Cy, sont respectivement
SpecB et Spec A, ot A et B sont les réductions de Oy, et Ox modulo les idéaux
engendrés par P — {0} et Q — {0}. Comme G opeére par 2.alsur Q, G opere donc
trivialement sur Cx,, et f : X — Y induit un isomorphisme Cx, — Cyy-

3. Actions trés modérées

3.1. Soit X un log schéma fs, muni d’une action d’un groupe fini G. On se
propose de dégager des conditions suffisantes sur ’action de G pour que, lorsque
X est log régulier, le quotient de X par G existe comme log schéma et soit log
régulier.

On dit que G opere modérément sur X en un point géométrique X de X localisé
en x, si le stabilisateur Gy de X (groupe d’inertie en x) est d’ordre premier a la carac-
téristique de k(x). On dit que G opéere modérément sur X si G opere modérément
en X pour tout X. Ces définitions ne font pas intervenir la log structure de X.

La définition et les résultats qui suivent sont dues a Gabber. On dit que G
opere tres modérément sur X en X si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

(i) G opere modérément en x ;

(ii) G opere trivialement sur Mx,g,-

(iii) Gx opere trivialement sur la strate Cx x ([@.2).

On dit que G opere tres modérément sur X si G opere tres modérément sur X en
tout point géométrique.

Le résultat principal est le suivant :

THEOREME 3.2. Soit X un log schéma fs log régqulier, muni d une action d’un groupe

fini G. On suppose que G opere de facon admissible sur le schéma sous-jacent a X, libre-
ment sur un ouvert dense, et tres modérément. Alors le quotient Y = X/G existe comme
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log schéma, est un log schéma fs log régulier, et la projection f : X — Y est un revétement
Kummer étale de groupe G.

Rappelons ([SGA1 V 1]) que dire que G opere de facon admissible signifie
que X est réunion d’ouverts affines stables par G, de sorte que le quotient X/G est
un schéma.

Compte tenu de 2.2, on en déduit :

COROLLAIRE 3.3. Sous les hypotheses de 3.2 pour tout point géométrique X de X
localisé en x, d'image 4§ dans Y, le groupe d'inertie H = Gy en x est abélien, d’ordre
premier a la caractéristique de k(x). Le localisé strict X; est un revétement Kummer
étale du localisé strict Y(y) de groupe H, et le revétement Kummer étale Yy xy X induit
sur Yy) s'en déduit par extension du groupe Ha G.

3.4. Nous démontrerons un résultat plus précis que 3.2 pour lequel nous
aurons besoin de la notion suivante. Soient n un entier > 1, G un groupe fini, et
Q un monoide fs. Supposons donné un homomorphisme

X:G®® Q% = Uy = un(C), g® g xql9)

Soit A = Z[p,][1/n]. On déduit de x une action de G sur le log schéma Spec A[Q],
caractérisée par

9.9 =Xq(9)q

pourg € G, q € Q.
Soit X un log schéma fs muni d"une action de G. Par une carte G-équivariante
de X modelée sur x et Q, on entend un morphisme strict, G-équivariant

c: X — Spec A[Q].

PROPOSITION 3.5. Soit X un fs-log schéma, muni d'une action d’un groupe fini G,
et soit X un point géométrique de X localisé en x. On note H = Gy le groupe d’inertie en
X.

(a) On suppose que les conditions (i) et (ii) de 3.1 sont vérifiées en X. Soit n I'ex-
posant de |H|. Il existe, localement pour la topologie étale au voisinage de X, une carte
H-équivariante de X modelée sur Q = My et un homomorphisme x : H® ® Q% — .

(b) On suppose de plus que G agit trés modérément en X, i. e. que H agit trivialement
sur la strate Cx(X). Alors, localement pour la topologie étale au voisinage de X et de son
image y dans Y, le quotient Y = X/H existe comme log schéma, et X est un Y-sous log
schéma fermé strict d’un revétement Kummer étale standard de Y.

(c) Si, sous les hypotheses de (ii), X est supposé en outre log régulier, alors Yy est log
régulier, et X(x) est un revétement Kummer étale standard de Yy, de groupe H.

Sous les hypotheses de 3.2] le log schéma de schéma sous-jacent Y = X/G,
muni de la log structure My = (f.Mx)€ est log régulier, et s’identifie, par locali-
sation stricte en J au quotient Y5 = X(z)/H. Le fait que G opére génériquement
librement implique la derniere assertion de[3.3] et3.2ls’en déduit.

Par ailleurs, compte tenu de la description locale[2.3ldes revétements Kummer
étales standard, B.5limplique :

COROLLAIRE 3.6. Sous les hypotheses de[3.5] si X est log régulier et si G agit tres
modérément en X, alors G agit tres modérément sur X dans un voisinage étale de X.
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3.7. Preuve de3.5]
(a) Considérons la suite exacte de groupes abéliens

(3.a) 0= Ofx = MP — My, — 0.

Elle est H-équivariante, et si Q = My, Q9 est de type fini sans torsion. Choisis-
sons un scindage s : Q% — M3” de[.al(comme suite exacte de groupes abéliens).
Comme H agit trivialement sur Q9%, ona, pour a € Q% etg € H

g.s(a) =z(g,a)s(a)

avec z(g,a) € Oxx-Pour g1, g dans H, on a

z(g192, a) = (g1z(gz, a)).z( gz, a),

en d’autres termes, g — (a — z(g, a)) est un 1-cocycle
z € Z'(H,Hom(Q%, O%5)).

L'image [z] de z dans H'(H, Hom(Q9, Ox=)) est la classe de cohomologie de
Dans le carré commutatif de fleches canoniques

Z'(H,Hom(Q%, 0%5)) — Z'(H, Hom(Q%, k(X)*)) ,

| |

H'(H, Hom(Q*, 65 )) — H'(H, Hom(Q®", k(%)*))

la fleche verticale de droite est (trivialement) un isomorphisme. Comme n est
premier a la caractéristique de k(x), z est l'unique relevement de son image x
dans Z'(H,Hom(Q¢%, k(x)*)), et la fleche horizontale inférieure est un isomor-
phisme, puisque (1 + myx)* est n-divisible. Identifiant Z' (H, Hom(Q9%, k(X)*)) a
Hom(H, Hom(Q9, k(x)*)), on trouve ainsi un homomorphisme

X : H® ® Q% — p,,

et la restriction de s a Q est, au voisinage de X, une carte H-équivariante a de X
modelée sur Q et x.

(b) On peut remplacer X par son localisé strict X5y et G par H. Le quotient
Y = X/G existe alors comme schéma, est strictement local, de point fermé y, avec
k(y) = k(x), et X — Y est fini. Soit P’ le sous-groupe de Q9% défini par

P'=1{q € Q®Ixq(g) =1 Vg € GJ.
Il est d’indice fini, premier a la caractéristique de k(x). Soit
P=P'NQ.

La carte équivariante a : X — Spec A[Q] de (a) (ot A = Z[u,][1/n]) définit, par
passage au quotient, un morphisme b : Y — Spec A[P]. Ce morphisme b définit
une log structure sur Y pour laquelle (f.Mx)¢ = My (f : X — Y désignant la
projection), et une carte de f

(3.b) X — Spec A[Q],

I

Y —— Spec A[P]
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modelée sur ’homomorphisme de Kummer P C Q. Comme G agit trivialement
sur la strate Cx(X) = Spec Oxx/Ix, et que G est d’ordre premier a la caractéristique
de k(x), 'homomorphisme

Ovy(= ﬁ)%z) — Oxx/Ix(= (ﬁxx/k)G)
est surjectif, donc il en est de méme de ’homomorphisme

k(Y)[Q] = k(X)[Q] = Oxx/myyOxx.
Par Nakayama, il en résulte que le morphisme

(3.¢) 11X =Y Xgpecap) Spec A[Q]

déduit de 3.blest une immersion fermée stricte.

(c) Dans ce cas, la strate Cx(X) est réguliere, et se projette isomorphiquement
sur Cy(Y). Comme rg(M¥) = rg(mgp) = codim(Cy(Y), Y(g)), Y est log régulier
en y, et 'immersion i est un isomorphisme, de sorte que X est un revétement
Kummer étale de Yy de groupe H.

4. Points fixes

4.1. Soit X un schéma noethérien séparé sur lequel opére un groupe fini G.
Pour chaque sous-groupe H de G, on note X" le schéma des points fixes de H.
C’est un sous-schéma fermé de X, représentant le foncteur S — X(S)", intersec-
tion des graphes des translations h : X — X pour h € H. En chaque point géomé-
trique X de X" d’image x, le sous-groupe d’inertie Gx de G contient H, et est égal
a H si et seulement si x appartient au sous-schéma (localement fermé)

Xn = X" — Upronnrm X

Pour g € G,ona

gXH = xote™’
et de méme

th = Xgng
de sorte que la réunion X¢ (resp. Xc) des X" (resp. Xy;) pour H dans une classe de
conjugaison C de sous-groupes de G est G-stable. Les X¢, pour C parcourant les
classes de conjugaison de sous-groupes de G, forment une stratification de X par
des sous-G-schémas, avec la propriété que pour tout point géométrique x localisé
en Xc, le groupe d’inertie Gy appartient a C. Nous appellerons cette stratification
la stratification par l'inertie.

Le but de ce numéro est de donner des exemples d’actions tres modérées de
groupes finis G sur des log schéma log réguliers et réguliers X, ot1 un raffinement
de la stratification par l'inertie est déduite de la stratification canonique d"un di-
viseur a croisements normaux G-stable.

Le résultat suivant est classique, nous en donnons une démonstration, faute
de référence.

PROPOSITION 4.2. Soit X un schéma noethérien régulier sur lequel opere un groupe
fini G de facon modéréeB.1) Alors le schéma des points fixes X© est régulier.

On peut supposer X local, X = Spec A, de sorte que X¢ = Spec Ag, ol1 Ag est
l’algebre des co-invariants A /I, I 1'idéal engendré par les ga —a, pour g dans G et
a dans I'idéal maximal m de A. On peut supposer de plus que G est contenu dans

le groupe d’inertie au point fermé, sinon X¢ est vide. Comme X6 = Spec A/IA =
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(X)€, on peut supposer Xlocal et complet. On démontre le lemme en linéarisant
l'action de G.

Supposons d’abord que G soit d’égale caractéristique p. Choisissons une base
t = (ti)1<i<r de 'espace cotangent T = m/m? et des éléments x; dans m relevant
les t;. Choisissons un corps de représentants, noté encore k, de k dans A, et notons

@ :K[[Tl] = A
I’'homomorphisme envoyant t; sur x;. homomorphisme
f:K[T]] — A

envoyant t sur le systeme

= (1/card(G Zg(pg t

geG

est G-équivariant. En outre, y est congru a x modulo m?, donc est un systeme
régulier de parameétres de A, et donc f est un isomorphisme. Par suite f induit un
isomorphisme

k[[Tl]¢ = kl[Tell = Ag,

ol T; est I'espace des co-invariants de G sur T, ce qui démontre le lemme dans ce
cas.

Supposons maintenant que A soit de caractéristique mixte (0,p). Soit C un
anneau de Cohen pour k. Choisissons un homomorphisme C — A relevant C —
k. Comme G est d’ordre premier a p, il existe un unique C[G]-module V, libre
de type fini sur C, relevant T. Soit t = (ti)i<i<; une base de T, v = (v;) une
base de V relevant t. Comme plus haut, choisissons des reléevements x; dans m
des t;, qui forment donc une suite réguliére de parametres dans A. Prolongeons
I’homomorphisme C — A en

@:ClV]] = A
en envoyant v; sur x;. Lhomomorphisme
f:ClV]] = A
envoyant v = (v;) sur
(1/card(G Z gpg v
9€G

est G-équivariant, et y est congru a x modulo m?, donc est un systéme régulier de
parametres de A. L’homomorphisme f est donc surjectif, et son noyau est défini
par un élément F congru a p modulo 1'idéal engendré par les v;. Ainsi X est un
diviseur régulier G-équivariant dans X’ = Spec C[[V]], d"équation F = 0. L'image
de F dans C[[V;]] est un parametre régulier, donc, comme X6 = Spec C[[V¢l],
X6 =X xx/ X'C est régulier.

COROLLAIRE 4.3. Soit X un schéma noethérien séparé, régulier, muni d une action
modérée d'un groupe fini G. Alors la stratification de Xpar l'inertie est formée de schémas
réguliers.
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4.4. Sous les hypotheses de [4.3] soit Y un diviseur a croisements normaux
stricts G-stable, réunion de composantes irréductibles Y;, T < i < m. On munit
X de la log structure définie par Y. Rappelons (cf. [de Jong, 1996, 7.1]) qu’on dit
que Y est G-strict si la condition suivante est réalisée : pour tout i et pour tout
g € G,sigYinNY; # (), alors gY; = Y;. Si Y est G-strict, alors la condition (ii)
de 3.1l est vérifiée en chaque point géométrique X de X. En effet, si (Di)i<i<, est
I’ensemble des branches de Y passant par X, alors gD; = D; pour tout i. Comme
M%p = @i<i<rZe;, e; correspondant a D;, le groupe d’inertie G; opere trivialement
sur MY, Rappelons également ([de Jong, 1996, 7.2]) qu’il existe une modification
G-équivariante canonique f : X — X telle que f~'(Y),eq soit G-strict.

COROLLAIRE 4.5. Supposons que Y soit G-strict, que G opere de fagon modérée,
admissible et génériquement libre, et que la stratification canonique de X soit plus fine que
la stratification par l'inertie. Alors G opere trées modérément sur X (et donc la conclusion
de 8.2 s’applique). Le groupe d'inertie le long de la strate X' (1)) est constant, de
valeur G;, avec rg(G;) = codim (X, X). En particulier, G opere librement sur la strate
X0 =X-Y.

4.6. Exemples.

(a) Soient k un corps algébriquement clos, n un entier > 2 premier a la carac-
téristique résiduelle de k, G le groupe w, = p,(k). On fait opérer G sur X = A}
par homothéties ((A,x) — Ax pour A € G, x € X(k)). La stratification par 1'iner-
tie comporte deux strates, X — {0}, ou G opere librement, et X¢ = {0}. La don-
née de deux droites Y;, Y; telles que Y; N'Y, = {0} définit un diviseur a croise-
ments normaux G-strict Y = Y; UY,, et le couple (X,Y) vérifie les conditions
de 4.5l Le choix de parametres t;, t, tels que Y; = V(t;) permet de définir une
carte équivariante 3.4 ¢ : Spec ZIN?] « X, e; — t;, associée a 'homomorphisme
X : G®Z* — u, tel que X(A ® e;) = A. Le quotient X/G est le schéma torique
Speck[x™, x™ 'y, -+, xy™ ' y"l.

Plus généralement, soient n un entier > 1, G un groupe abélien d’ordre n,
S un schéma noethérien régulier au-dessus de SpecZ[1/n, i, ], E un Os-module
localement libre de rang fini, muni d"une action linéaire de G, X le fibré vectoriel
V(E). Pour chaque caractere x : G — p,, notons L, le G-0s-module correspon-
dant. homomorphisme canonique G-équivariant

Pr ek - E,
X

ou E, = somg(L,, E) et x parcourt le groupe des caractéres de G, est un isomor-
phisme. Il définit une décomposition G-équivariante
X = By Xy,

ou X, = V(E,), muni de l'action de G a travers x. En particulier, X¢ = X, ou
1: G — upy, est le caractere trivial. Supposons S local, S = Spec A. Pour chaque
x € Hom(G, u,), choisissons une base (t;)ic;, de Hom(E,, A), de sorte que X, =
Spec Al(ti)icr ), avec gty = x(g)ti pour g € G, i € . Le couple formé de X et du
diviseur a croisements normaux (relatifsa S) Y = Zx,ielx Y;, ou Y; = (t; = 0) pour
i € 1, vérifie les conditions de 4.5l (et les vérifie d'ailleurs fibre a fibre).

(b) Soient k un corps algébriquement clos d’exposant caractéristique p, n un
entier > 2 tel que (2n,p) = 1, G le groupe diédral D, = (s,7 : s> = 1,1" =
T,srs = r7'). Soit { € k une racine primitive n-ieme de 1. Soit p : G — GL(E)
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la représentation de degré 2 induite du caractere x de p, C G tel que x(r) =
C:p(s) = (? (1)), p(r) = (g C(L). Soit X le G-schéma V(E) = Specklu,V],
s(u) = v,7(u) = Cu. Pour 0 < i < n—1, notons Z; C X la droite v = ('u, et
Z =Jycien_1 Zi- La stratification par 'inertie comporte n + 2 strates : X — Z, o1 G
opere librement, Z; — {0} (0 < i < n — 1), ott le groupe d’inertie est d’ordre 2 (de
générateur st'), et {0} = XC.

Pour n =2, G = (Z/2Z)?, Z est un diviseur a croisements normaux G-strict, et
le couple (X, Y) vérifie les conditions ded.5l Pour n > 2, Z n’est plus un diviseur
a croisements normaux, et l'inertie en {0} n’est plus abélienne. Soient f : X’ — X
l'éclaté de {0} dans X, E = f'(0) le diviseur exceptionnel, Z' = (Jycic, ; Z! le
transformé strict de Z. Alors G opere de facon naturelle sur X’, la projection f est
G-équivariante, et Y/ = f1(Z) = E U Z’ est un diviseur a croisements normaux
G-strict. Le couple (X', Y’) vérifie les conditions de[d.5l La stratification de X’ par
l'inertie se compose des strates Z/, ou I'inertie est un groupe a deux éléments,
et de X’ — Z/, ou G opere librement. La stratification canonique associée a Y’ la
raffine : X' = X' =Y/, X'V =Y — Jycien 1 (ENZ, X' = Jyercn (ENZY).

4.7. La construction précédente, qui rend les inerties abéliennes, se généra-
lise. Soit X un schéma noethérien régulier, séparé, muni d’une action modérée
d’un groupe fini G, et soit Y un diviseur a croisements normaux G-strict. Si H
est un sous-groupe de G, X" est régulier (et séparé), donc il en est de méme de
éclaté X = Eclyn(X) de X le long de X". Le normalisateur N = Ng(H) de H
dans G stabilise X", donc agit sur X’, et le morphisme f : X’ — X est équivariant
relativement 8 N — G. De plus, f~'(X") est un diviseur régulier dans X’. Si D
est une composante de Y, comme D est H-stable, D xx XH = DM est régulier, et le
transformé strict D = Eclpi (D) est un diviseur régulier croisant f~'(X") transver-
salement. Il s’ensuit que le transformé total réduit Y/ = f~'(Y),eq est un diviseur a
croisements normaux N-strict dans X’.

PROPOSITION 4.8. Sous les hypotheses deld.Z, soit X un point géométrique de X en
lequel le groupe d’inertie Gg n’est pas abélien, et soit H le sous-groupe des commutateurs
(Gx, Gx). Alors Gy = Ng_(H) agit sur X' = Eclyn (X), et en chaque point géométrique
y de X' au-dessus de X, le groupe d'inertie (Gx)y est strictement plus petit que Gx.

En effet, le point y correspond a une droite L dans la fibre en X du fibré normal
Tz/TH de X" dans X, ou Tx = Tx(X). Supposons que § soit fixe sous Gsx. Alors G
agit sur L par un caractere, donc H agit trivialement sur L. Or (Tg/TH)" = 0,
contradiction. (Noter que cet argument montre en particulier que, si H # {1}, X"
est de codimension > 2 dans X en X.)






EXPOSE VII

Démonstration du théoréme d’uniformisation locale (faible)

Fabrice Orgogozo

1. Enoncé

L’objet de cet exposé est de démontrer le théoreme II44.3.7] (voir aussi 044),
dont nous rappelons 1'énoncé ci-dessous :

THEOREME 1.1. Soient X un schéma ncethérien quasi-excellent et Z un fermé rare
de X. 1l existe une famille finie de morphismes (X; — X)ie1, couvrante pour la topologie
des altérations et telle que pour tout i € 1 on ait :

(i) le schéma X; est régulier et connexe;
(ii) l'image inverse de Z dans X; est le support d'un diviseur a croisements nor-
maux stricts.

2. Réductions : rappel des résultats antérieurs

2.1. Réduction au cas local, normal de dimension finie. Nous avons vu en II-
4.3.3] qu’il suffit de démontrer le théoreme lorsque le schéma X est local noethé-
rien normal hensélien excellent. Faisons cette hypothése supplémentaire. Un tel
schéma est nécessairement de dimension finie, que nous noterons ici d. De plus,
on a vu en loc. cit. que si le théoreme est établi pour chaque schéma local nce-
thérien hensélien excellent de dimension au plus d, il en est de méme pour les
schémas ncethériens quasi-excellents de dimension au plus d.

2.2. Réduction au cas complet. Il résulte de la proposition III46.2l qu'il suffit

de démontrer le théoreme pour le schéma local ncethérien complet X, ce dernier
étant de méme dimension que X et également normal.

2.3. Récurrence. Il résulte de ce qui précede quel’on peut supposer le schéma X
local ncethérien complet normal de dimension d et le théoréeme connu pour chaque
schéma noethérien quasi-excellent de dimension au plus d — 1. Lorsque d =1, le
théoreme est bien connu ; nous supposerons dorénavant d > 2.

3. Fibration en courbes et application d’un théoreme de A. J. de Jong

3.1. Soit X = Spec(A) un schéma local ncethérien complet normal comme
en 2.3l et Z un fermé rare. Quitte a remplacer X (resp. Z) par un X-schéma fini
également local ncethérien normal excellent de dimension d (resp. par son image
inverse), on peut supposer d’aprées V{3.1.3] qu’il existe un schéma local ncethérien
régulier S de dimension d — 1, un S-schéma de type fini dominant X’ integre et
affine, un point fermé x’ de la fibre spéciale de f : X’ — S, et un fermé rare 72’ de X’
satisfaisant les conditions suivantes : o

— le morphisme ¢ induit un isomorphisme X — Spec(Ox: ) ;

— l'image inverse ¢ ' (Z') de Z’ coincide avec Z.
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X;X’

|t

S

3.2. Supposons l'existence d’une famille (X{ — X’) couvrante pour la to-
pologie des altérations (II{2.3) telle que chaque X soit régulier et chaque image
inverse Z; de Z' dans X; soit le support d'un diviseur a croisements normaux. Il
résulte de I142.3.4 que la famille (X; — X) obtenue par changement de base (plat)
X — X' est également alt-couvrante. D’autre part, I'hypothese d’excellence faite
sur les schémas garantit que le morphisme de complétion c est réqulier (I2.10).
La régularité d'un morphisme étant stable par changement de base localement
de type fini ([EGA IV, 6.8.3]), et préservant la régularité des schémas ((EGA IV,
6.5.2 (ii)]) il en résulte que chaque X; est régulier. De méme, 1'image inverse Z;
de Z{ dans X; — qui coincide avec I'image inverse de Z dans X; par le morphisme
évident — est le support d'un diviseur a croisements normaux pour chaque in-
dice i.

3.3. Quitte a remplacer X par X/, ce qui est licite d’apres ce qui précede, nous
pouvons supposer le schéma X intégre de dimension d, équipé d’un morphisme
dominant de type fini f : X — S o1 S est local noethérien régulier de dimension d—
1. Quitte a compactifier f, on peut le supposer propre; quitte a éclater, on peut
supposer que le fermé Z est un diviseur.

3.4. Noussommes dans les conditions d’application du théoreme [de Jong, 1997,
2.4], d’apres lequel, quitte a altérer S et X, on peut supposer les faits suivants :

— le morphisme f est une courbe nodale;

— le diviseur Z est contenu dans la réunion d’un diviseur D étale sur S,

contenu dans le lieu lisse de f, et de I'image inverse f~'(T) d’un fermé rare T
de S.

4. Résolution des singularités

4.1. Résolution des singularités de la base. Les altérations précédentes conduisent
a une situation ou le schéma X n’est plus local (ni méme affine) et le schéma S
n’est plus nécessairement régulier. Il est cependant excellent de dimension d — 1
donc justiciable de 1'hypothese de récurrence 2.3l Ainsi, on peut supposer que
la paire (S, T) est réguliere, c’est-a-dire que le schéma S est régulier et que T est
un diviseur a croisements normaux. En effet, il en est ainsi localement pour la
topologie des altérations.

4.2. D’apres VL9 la paire (X,D U f~'(T)) est log-réguliere au sens de VI-
Observons qu'un diviseur contenu dans un diviseur a croisements normaux
est lui-méme a croisements normaux. Ceci nous permet de supposer d’agran-
dir Z si nécessaire et auquel on applique alors le théoreme suivant de Kato K.
([Kato, 1994, 10.3, 10.4]), complété par W. Niziot ([Niziol, 2006, 5.7]). (Voir aussi
[Gabber & Ramero, 2009, §5.6] et VIII{3.4])

THEOREME 4.3. Soit (X, Z) une paire log-réguliere, oit X est un schéma neethérien.
11 existe un schéma noethérien régulier Y, un diviseur a croisements normaux D C Y
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et un morphisme projectif birationnel ™ : Y — X tel que 'image inverse ' (Z) soit
contenue dans D.






EXPOSE VIII

Gabber’s modification theorem (absolute case)

Luc Illusie and Michael Temkin [

In this exposé we state and prove Gabber’s modification theorem mentioned
in the introduction (see step (C)). Its main application is to Gabber’s refined —i.e.
prime to { — local uniformization theorem. This is treated in exposé IX. A rela-
tive variant of the modification theorem, also due to Gabber, has applications to
prime to { refinements of theorems of de Jong on alterations of schemes of finite
type over a field or a trait. This is discussed in exposé X. In §1, we state Gabber’s
modification theorem in its absolute form (Theorem [1.1). The proof of this theo-
rem occupies §§4H5l A key ingredient is the existence of functorial (with respect
to regular morphisms) resolutions in characteristic zero; the relevant material is
collected in §2 We apply it in §3] to get resolutions of log regular log schemes,
using the language of Kato’s fans and Ogus’s monoschemes. The main results,
on which the proof of M.1]is based, are Theorems and §§2/and [ can
be read independently of §§1] 4}

We wish to thank Sophie Morel for sharing with us her notes on resolution of
log regular log schemes and Gabber’s magic box. They were quite useful.

1. Statement of the main theorem

THEOREM 1.1 (Gabber). Let X be a noetherian, ge, separated, log regular fs
log scheme (VI{L.2), endowed with an action of a finite group G. We assume that
G acts tamely (VI43.1) and generically freely on X (i.e. there exists a G-stable,
dense open subset of X where the inertia groups Gx are trivial). Let Z be the
complement of the open subset of triviality of the log structure of X, and let T
be the complement of the largest G-stable open subset of X over which G acts
freely. Then there exists an fs log scheme X’ and a G-equivariant morphism f =
fiex,z): X — X of log schemes having the following properties:

(i) As a morphism of schemes, f is a projective modification, i.e. f is projective
and induces an isomorphism of dense open subsets.

(ii) X' is log regular and Z’ = f~'(Z U T) is the complement of the open subset
of triviality of the log structure of X'.

(iii) The action of G on X' is very tame (VI{3.1).

When proving the theorem we will construct f(g xz) that satisfies a few more
nice properties that will be listed in Theorem [5.6.11 We remark that Gabber also
proves the theorem, more generally, when X is not assumed to be ge. However,
the quasi-excellence assumption simplifies the proof so we impose it here. Most

of the proof works for a general noetherian X, so we will assume that X is ge only
when this will be needed in §5

iThe research of M.T. was partially supported by the European Union Seventh Framework
Programme (FP7/2007-2013) under grant agreement 268182.
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1.2. (a) Note that we do not demand that f is log smooth. In general, it is
not. Here is an example. Let k be an algebraically closed field of characteristic
# 2. Let G = {£1} act on the affine plane X = A}, endowed with the trivial log
structure, by x — £x. Then X is regular and log regular, and T = {0}. The action
of G on X is tame, but not very tame, as Gy (= G) does not act trivially on the
(only) stratum X of the stratification by the rank of M9 /0*. Let f: X’ — X be
the blow up of T, with its natural action of G. Then the pair (X', Z' = f~(T)) is
log regular, f is a G-equivariant morphism of log schemes, X' — Z' is at the same
time the open subset of triviality of the log structure and the largest G-stable open
subset of X’ where G acts freely, and G acts very tamely on X’. However, f is not
log smooth (the fiber of f at {0} is the line Z’ with the log structure associated to
N — 0,1 — 0, which is not log smooth over Spec k with the trivial log structure).

(b) In the above example, let D;, D, be distinct lines in X crossing at {0}, and
put the log structure M(D) on X defined by the divisor with normal crossings
D = D; UD,. Then X = (X,M(D)) is log smooth over Spec k endowed with
the trivial log structure, and G acts very tamely on (X, M(D)) (VIH45). Moreover,
the modification f considered above underlies the log blow up f: X’ — X of X at
(the ideal in M(D)) of {0}. While f depends only on X, the log étale morphism
f is not canonical, as it depends on the choice of D. However, one can recover f
from the canonical resolutions of toric singularities (discussed in the next section).
Namely, as G acts very tamely on X, the quotient Y = X/G is log regular (VI{3.2):
Y = Spec k[P], where P is the submonoid of Z? generated by (2,0), (1,1) and (0, 2),
and the projection p: X — Y is a Kummer étale cover of group G, in particular is
a G-étale cover of V = p(U), where U = X — D. Let g: Y' — Y be the log blow up
of {0} = p({0}) in Y. We then have a cartesian diagram of log schemes

/ V/

lo

L

)

-~ X

where the horizontal maps are Kummer étale covers of group G. Now, as a mor-
phism of schemes, Y’ — Y is the canonical resolution of Y, and the underlying
scheme X' of X’ is the normalization of Y’ in the G-étale cover p: U — V. This
observation, suitably generalized, plays a key role in the proof of .1l

2. Functorial resolutions

All schemes considered from now on will be assumed to be noetherian.

2.1. Towers of blow ups. In this section we review various known results on
the following related topics: blow ups and their towers, various operations on
towers, such as strict transforms and pushforwards, associated points of schemes
and schematic closure.

2.1.1. Blow ups. We start with recalling basic properties of blow ups; a good
reference is [Conrad, 2007, §1]. Let X be a scheme. By a blow up of X we mean a
triple consisting of a morphism f: Y — X, a closed subscheme V of X (the center),
and an X-isomorphism o: Y — Proj(®,en-#™), where & = # (V) is the ideal of
V. We will write Y = Bly(X). When there is no risk of confusion we will omit V
and « from the notation. A blow up (f, V; &) is said to be empty if V = (). In this
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case, Y = X and f is the identity. The only X-automorphism of a blow up is the
identity. Also, it is well known that Y is the universal X-scheme such that V xx Y
is a Cartier divisor (i.e. the ideal .# Oy is invertible).

2.1.2. Total and strict transforms. Given a blow up f: Y = Bly(X) — X, there are
two natural ways to pullback closed subschemes i: Z—X. The total transform of
Z under f is the scheme-theoretic preimage °'(Z) = Z xx Y. The strict transform

t(Z) is defined as the schematic closure of f'(Z — V) = Z — V.

REMARK 2.1.3. (i) The strict transform depends on the centers and not only
on Z and the morphism Y — X. For example, if D——Xis a Cartier divisor then the
morphism Blp (X) — X is an isomorphism but the strict transform of D is empty.

(i) While f***(Z) — Z is just a proper morphism, the morphism *!(Z) — Z can
be provided with the blow up structure because *!(Z) — Bly,z(Z) (e.g., if Z—V
then f*'(Z) = () = Blz(Z)). Thus, the strict transform can be viewed as a genuine
blow up pullback of f with respect to i.

2.1.4. Towers of blow ups. Next we introduce blow up towers and study vari-
ous operations with them (see also [Temkin, 2011a, §2.2]). By a tower of blow ups
of X we mean a finite sequence of length n > 0

Xe= (X 2L Xy —> o — 2 Xy = X)

of blow ups. In particular, this data includes the centers Vi—X; for 0 < i <
n — 1. Usually, we will denote the tower as X, or (X,, V.). Also, we will often use
notation X,, --+ X, to denote a sequence of morphisms.

If n = 0 then we say that the tower is trivial. Note that the morphism X;, — Xis
projective, and it is a modification if and only if the centers V; are nowhere dense.
If X, is a tower of blow ups, we denote by (X,). the contracted tower deduced
from X, by omitting the empty blow ups.

2.1.5. Strict transform of a tower. Assume that 2" = (X,, V,) is a blow up tower
of Xand h: Y — X is a morphism. We claim that there exists a unique blow up
tower % = (Y,,W,) of Y such that Y; — Y — X factors through X; and W; =
Vi Xx, Yi. Indeed, this defines Y;, W; and Y; uniquely. Since V; xx Y7 = W, Xy, Y;
is a Cartier divisor, Y; — X factors uniquely through X;. The morphism Y; — X;
uniquely defines W; and Y;, etc. We call % the strict transform of 2~ with respect
to h and denote it h%(.2").

REMARK 2.1.6. The following observation motivates our terminology: if h: Y<—X
is a closed immersion then Y;—X; is a closed immersion and Y;_; is the strict trans-
form of Y; under the blow up Xi1; — Xi.

2.1.7. Pullbacks. One can also define a naive base change of .2~ with respect to
h simply as (Yo, W,) = 2" xx Y. This produces a sequence of proper morphisms
Y, --+ Yy and closed subschemes W;—Y; for 0 < 1 < n — 1. If this datum is a
blow up sequence, i.e. Yi;1 — Blw, (V;), then we say that 2" xx Y is the pullback of
Z" and use the notation h*(2") = 2" xx Y.

REMARK 2.1.8. The pullback exists if and only if 2" xx Y — h®(.2"). Indeed,
this is obvious for towers of length one, and the general case follows by induction
on the length.
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2.1.9. Flat pullbacks. Blow ups are compatible with flat base changes h: Y — X

in the sense that Bly,y(Y) — Bly(X) xxY (e.g. just compute these blow ups in the
terms of Proj). By induction on length of blow up towers it follows that pullbacks
of blow up towers with respect to flat morphisms always exist. One can slightly
strengthen this fact as follows.

REMARK 2.1.10. Assume that X, is a blow up tower of X and h: Y — Xis a
morphism. If there exists a flat morphism f: X — S such that the composition
g: Y — Sis flat and the blow up tower X, is the pullback of a blow up tower S,
then the pullback h*(X,) exists and equals to g*(S.).

2.1.11. Equivariant blow ups. Assume that X is an S-scheme acted on by a flat
S-group scheme G. We will denote by p, m: X, = G x5 X — X the projection and
the action morphisms. Assume that V—X is a G-equivariant closed subscheme
(i.e., V xx (Xo; m) coincides with Vy, = V xx (Xo; p)) then the action of G lifts to the
blow up Y = Bly/(X). Indeed, the blow up Y, = Bly,(X,) — Xo is the pullback of
Y — X with respect to both m and p, i.e. there is a pair of cartesian squares

Yo —Xo

ol

Y—X

So, we obtain an isomorphism Y, — G xs Y (giving rise to the projection p’: Y; —
Y) and a group action morphism m’: Y, — Y compatible with m. Furthermore,
the unit map e: X — X, satisties the condition of Remark (with X = §),
hence we obtain the base changee’: Y — Y, of e.

It is now straightforward to check that m’ and e’ satisfy the group action ax-
ioms, but let us briefly spell this out using simplicial nerves. The action of G on V
defines a cartesian sub-simplicial scheme Ner(G, V)—Ner(G, X). By the flatness
of G over S and Remark 2.1.10, Blner(c,v)(Ner(G, X)) is cartesian over Ner(G),
hence corresponds to an action of G on Bly (X).

2.1.12. Flat monomorphism. Flat monomorphisms are studied in [Raynaud, 1968].
In particular, it is proved in [Raynaud, 1968, Prop. 1.1] thati : Y—=X is a flat
monomorphism if and only if i is injective and for any y € Y the homomorphism
Oxy — Oxx is an isomorphism. Moreover, it is proved in [Raynaud, 1968, Prop.
1.2] that in this case i is a topological embedding and 0y = Oxly. In addition to
open immersions, the main source of flat monomorphisms for us will be mor-
phisms of the form Spec(&x)—X and their base changes.

2.1.13. Pushouts of ideals. Leti: Y — Xbe a flat monomorphism, e.g. Spec(Oxx)—X.
By the pushout U = i,(V) of a closed subscheme V—Y we mean its schematic im-
age in X, i.e. U is the minimal closed subscheme such that V—X factors through

L. It exists by [EGA 19.5.1].
LEMMA 2.1.14. The pushout U = i,(V) extends V in the sense that U xxY = V.

Proof. By minimality of U, it suffices to show that V admits some extension to
a closed subscheme of X. Furthermore, it suffices to extend V to a neighborhood
X" of i(Y) because closed subschemes of X’ can be extended to X by the schematic
image. Thus we can replace X with X', in particular, by [Raynaud, 1968, 1.5(i)] we
can assume thati: Y — Xis affine. Then i is a limit of affine finite type morphisms
X; — X by [EGA 19.6.6], and by [EGA 1V; 8.8.2 and 8.10.5(iv)] V is the preimage
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of a closed subscheme V;—X; for large enough i. We claim that the morphism
Y — X factors through a small enough neighborhood X’ of i(Y). Indeed, by
quasi-compactness of Y it suffices to check that for any y € Y the morphism
Spec(Ox,y) — X; factors through a neighborhood of y. Since Spec(0x,) is the
limit of all affine neighborhoods of y the latter follows from [EGA IV, 8.13.2].
Having such a factoring Y — X’ — X; it remains to note that U is the preimage
of V' =V, xx, X/, hence U extends to V' in X’, and as we observed earlier this
implies the lemma. O

2.1.15. Pushouts of blow up towers. Given a blow up f: Bly(Y) — Y and a flat
monomorphism i: Y<—=X we define the pushforward 1i.(f) as the blow up along
U = i,(V). Using Lemma [2.1.14 and flat pullbacks we see that i*i,(f) = f and
Bly(Y)—Bly(X) is a flat monomorphism. So, we can iterate this procedure to
construct pushforward with respect to i of any blow up tower Y, of Y. It will be
denoted (X,, U,) = 1,(Y,, V).

REMARK 2.1.16. (i) Clearly, i*i.(Y,) =Y,.

(ii) In the opposite direction, a blow up tower (X,, U,) of X satisfies i,i*(X,) =
X, if and only if the preimage of Y in each center U; of the tower is schematically
dense.

2.1.17. Associated points of a scheme. Recall that a point x € X is called asso-
ciated if m, is an associated prime of Ox, i.e. Oxx contains an element whose
annihilator is m,, see [EGA 1V, 3.1.1]. The set of all such points will be denoted
Ass(X). The following result is well known but difficult to find in the literature.

LEMMA 2.1.18. Leti: Y= X be a flat monomorphism. Then the schematic im-
age of i coincides with X if and only if Ass(X) C i(Y).

Proof. Note that the schematic image of i can be described as Spec(.# ), where
Z is the image of the homomorphism ¢: Ox — 1.(Oy). Thus, the schematic image
coincides with X if and only if Ker(¢) = 0.

If i(Y) omits a point x then any m,-torsion element s € 0x is in the kernel of
x: Oxx — 1.(Oy)y (we use that 0y = Oxly by §2.1.12]and since X is the support
of s, the restriction s|y vanishes). So, if there exists x € Ass(X) with x ¢ i(Y) then
Ker(d) # 0.

Conversely, if the kernel is non-zero then we take x to be any maximal point
of its support and choose any non-zero s € Ker(¢y). In particular, slynx, = 0
and hence x ¢ i(Y). For any non-trivial generalization y of x the image of s
in Ox, vanishes because Ker(0x, — 1i.(0y)y) = 0 by maximality of x. Thus,
x is the support of s, and hence s is annihilated by a power of m,. Since X is
noetherian, we can find a multiple of s whose annihilator is m,, thereby obtaining
that x € Ass(X). O

2.1.19. Associated points of blow up towers. If (X,, V,) is a blow up tower of X
then by the set Ass(X,) of its associated points we mean the union of the images
of Ass(V;) in X. Combining Remark 2.1.76(i) and Lemma we obtain the
following:

LEMMA 2.1.20. Let i: Y—X be a flat monomorphism and let X, be a blow up
tower of X. Then i,i*(X,) = X, if and only if Ass(X,) C i(Y).
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2.2. Normalized blow up towers. For reduced schemes most of the notions,
constructions and results of §2.1 have normalized analogs. We develop such a
"normalized" theory in this section.

2.2.1. Normalization. The normalization of a reduced noetherian scheme X, as
defined in [EGA III 6.3.8], will be denoted X™*. Recall that normalization is com-
patible with open immersions and for an affine X = Spec(A) its normalization is
X" = Spec(B) where B is the integral closure of A in its total ring of fractions
(which is a finite product of fields). The normalization morphism X" — X is
integral but not necessarily finite (since we do not impose the quasi-excellence
assumption on schemes).

2.2.2. Functoriality. Recall (see exposé II) that a morphism f: Y — X is called
maximally dominating if it takes generic points of Y to generic points of X. Normal-
ization is a functor on the category of reduced schemes with maximally dominat-
ing morphisms. Furthermore, it possesses the following universal property: any
maximally dominating morphism Y — X with normal Y factors uniquely through
X"r, (Both claims are local on Y and X and are obvious for affine schemes.)

2.2.3. Normalized blow ups. By the normalized blow up of a reduced scheme X
along a closed subscheme V we mean the morphism f: Bly/(X)"* — X. Note
that f is universally closed but does not have to be of finite type. As in the case
of usual blow ups, V is a part of the structure. In particular, Bly(X) has no X-
automorphisms and we can talk about equality of normalized blow ups (as op-
posed to an isomorphism).

PROPOSITION 2.2.4. (i) Keep the above notation. Then Bly (X)"" — X is the uni-
versal maximally dominating morphism Y — X such that Y is normal and V xx Y is a
Cartier divisor.

(ii) For any blow up f: Y = Bly(X) — X its normalization f*°': Y"' — X"°" is the
normalized blow up along V xx X"

Proof. Combining the universal properties of blow ups and normalizations we
obtain (i), and (ii) is its immediate corollary. O

Towers of normalized blow ups and their transforms can now be defined sim-
ilarly to their non-normalized analogs.

2.2.5. Towers of normalized blow ups. A tower of normalized blow ups is a finite
sequence X, --» X, of normalized blow ups with centers Vi—X; for0 <i <n—1.
The centers are part of the datum.

2.2.6. Normalization of a blow up tower. Using induction on length and Propo-
sition [2.2.4(ii), we can associate to a blow up tower 2" = (X,, V,) of a reduced
scheme X a normalized blow up tower 2™ = (Y,, W,), where Y; = X, Y; = X"
fori> 1, and W; =V; xx, X{°". We call 2™ the normalization of Z".

2.2.7. Strict transforms. If &~ = (X,, V.) is a normalized blow up tower of X =
Xo and f: Y — X is a morphism then we define the strict transform f*(.2") as the
normalized blow up tower (Y,, W,) such that Y, = Y and W; = V; xx, Y;. Using
induction on the length and the universal property of normalized blow ups, see
2.2.4(i), one shows that such a tower exists and is the universal normalized blow
up tower of Y such that f = f, extends to a compatible sequence of morphisms
fi: Yi — Xi'

2.2.8. Pullbacks. The strict transform f*(.2") as above will be called the pull-
back and denoted f*(27) if Y; = X; xx Y forany 0 <1i < n.
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LEMMA 2.2.9. If f: Y — X is regular then any normalized blow up tower 2~
of X admits a pullback f*(Z").

Proof. Blow ups are compatible with flat morphisms hence we should only
show that normalization is compatible with regular morphisms: if f: Y — Xis a
regular morphism of reduced schemes then the morphism h: Y™" — X" xx Y
is an isomorphism. Note that h is an integral morphism which is generically an
isomorphism and the target is normal because it is regular over a normal scheme,
see [Matsumura, 1980a, 21.E(iii)]. Hence h is an isomorphism. O

REMARK 2.2.10. Using [EGA IV, 6.14.1] instead of the reference in the proof,
one obtains that the claim of the lemma holds, more generally, whenever f is a
normal morphism (i.e. flat with geometrically normal fibres). We will use in the
sequel only the case when f is regular.

2.2.11. Fpqc descent of blow up towers. The classical fpqc descent of ideals (and
modules) implies that there is also an fpqc descent for blow up towers. Namely,
if Y — Xis an fpqc covering and Y, is a blow up tower of Y whose both pullbacks
to Y xx Y are equal then Y, canonically descends to a blow up tower of X because
the centers descend. In the same way, normalized blow up towers descend with
respect to quasi-compact surjective regular morphisms.

2.2.12. Associated points. The material of §§2.1.15H2.1.19 extends to normal-
ized blow up towers almost verbatim. In particular, if 2~ = (X,,V,) is such
a tower then Ass(.2) is the union of the images of Ass(V;) and for any flat
monomorphism i: Y—X (which is a regular morphism by §2.1.12) with a blow
up tower % of Y we always have that i*i,.% = %/, and we have that 1,i*2" = 2~
if and only if Ass(Z") C i(Y).

2.3. Functorial desingularization. In this section we will formulate the desin-
gularization result about toric varieties that will be used later in the proof of The-
orem [I.Il Then we will show how it is obtained from known desingularization
results.

2.3.1. Desingularization of a scheme. By a resolution (or desingularization) tower
of a scheme X we mean a tower of blow ups with nowhere dense centers X, such
that X = X,, X, is regular and no f; is an empty blow up. For example, the trivial
tower is a desingularization if and only if X itself is regular.

2.3.2. Normalized desingularization. We will also consider normalized blow up
towers such that each center is non-empty and nowhere dense, X = X, and X,, is
regular. Such a tower will be called a normalized desingularization tower of X.

REMARK 2.3.3. (i) For any desingularization tower 2" of X its normalization
2™ is a normalized desingularization tower of X.

(ii) Usually one works with non-normalized towers; they are subtler objects
that possess more good properties. All known constructions of functorial desin-
gularization (see below) produce blow up towers by an inductive procedure, and
one cannot work with normalized towers instead. However, it will be easier for
us to deal with normalized towers in log geometry because in this case one may
work only with fs log schemes.

2.3.4. Functoriality of desingularization. For concreteness, we will consider desin-
gularizations in §2.3.4) but all what we say holds for normalized desingulariza-
tions too. Assume that a family .7° of schemes is provided with desingulariza-
tions .7 (X) = X, for any X € .#°. We say that the desingularization (family)
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Z is functorial with respect to a family .#! of morphisms between the elements
of % if for any f: Y — X from .#' the desingularization of X induces that of Y
in the sense that f*.7 (X) is defined and its contraction coincides with .%(Y) (so,
F(Y) = (Y xx Z#(X)).). Note that we put the = sign instead of an isomorphism
sign, which causes no ambiguity by the fact that any automorphism of a blow up
is the identity as we observed above.

REMARK 2.3.5. (i) Contractions in the pulled back tower appear when some
centers of .7 (X) are mapped to the complement of f(Y) in X. In particular, if
f € 7 is surjective then the precise equality .7 (Y) =Y xx % (X) holds.

(ii) Assume that X = Ul' |X; is a Zariski covering and the morphisms X;—X
and [ [, X; — Xarein.#". In general, one cannot reconstruct .7 (X) from .7 (X;)’s
because the latter are contracted pullbacks and it is not clear how to glue them
with correct synchronization. However, all information about .% (X) is kept in
Z (11, Xi). The latter is the pullback of .Z (X) hence we can reconstruct .% (X) by
gluing the restricted blow up towers .Z (] [\, Xi)Ix,- Note that % (] [, Xi)Ix, can
be obtained from .7 (X;) by inserting empty blow ups, and these empty blow ups
make the gluing possible. This trick with synchronization of the towers .7 (X;)
by desingularizing disjoint unions is often used in the modern desingularization
theory, and one can formally show (see [Temkin, 2011a, Rem. 2.3.4(iv)]) that such
approach is equivalent to the classical synchronization of the algorithm with an
invariant.

(iii) Assume that .#' contains all identities Idx with X € .#° and a morphism
Y]]Z — Xisin ! whenever its restrictions Y — X and Z — X are in ..
As an illustration of the above trick, let us show that even if f,g: Y — X are
in .#! but not surjective, we have an equality .7 (X) xx (Y,f) = Z(X) xx (Y, g)
of non-contracted towers. Indeed, set Y’ = Y]] X and consider the morphisms
f'yg": Y/ — X that agree with f and g and map X by identity. Then .7 (X) xx (Y’, ')
and .7 (X) xx (Y’, g') are equal because f’ and g’ are surjective, hence their restric-
tions onto Y are also equal, but these are precisely .7 (X) xx (Y, f) and .7 (X) xx

(Y, g).

2.3.6. Gabber’s magic box. Now we have tools to formulate the aforementioned
desingularization result.

THEOREM 2.3.7. Let .#° denote the family of disjoint unions of affine toric
varieties over Q, i.e. X € .#? if it is of the form [ [", Spec(Q[Pi]), where Py,..., Py
are fs torsion free monoids. Let .#" denote the family of smooth morphisms

f: HSPGC(Q[Q]']) — HSPGC(Q[PJ)
i1 i1

such that for each 1 <j < mthereexists 1 <1i=1(j) < nand a homomorphism of
monoids ¢;: Py — Qj so that the restriction of f onto Spec(Q[Q;]) factors through
the toric morphism Spec(Q[¢;]). Then there exists a desingularization .# on .7°
which is functorial with respect to .#' and, in addition, satisfies the following
compatibility condition: if &3,..., 0, are complete noetherian rings containing
Q, Z =]\, Spec(&}), and g, h: Z — X are two regular morphisms with X € .#°
then

(2.a) (Z,9) xx F(X) = (Z,h) xx F(X)
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Before showing how this theorem follows from known desingularization re-
sults, let us make few comments.

REMARK 2.3.8. (i) Gabber’s original magic box also requires that the centers
are smooth schemes. This (and much more) can also be achieved as will be ex-
plained later, but we prefer to emphasize the minimal list of properties that will
be used in the proof of Theorem [1.1l

(i) It is very important to allow disjoint unions in the theorem in order to deal
with synchronization issues, as explained in Remark [2.3.5(ii). This theme will
show up repeatedly throughout the paper.

2.3.9. Desingularization of ge schemes over Q. Gabber’s magic box is a par-
ticular case of the following theorem, see [Temkin, 2011a, Th. 1.2.1]. Indeed, due
to Remark[2.3.5(iii), functoriality with respect to regular morphisms implies (2.a).

THEOREM 2.3.10. There exists a desingularization algorithm .%# defined for all
reduced quasi-excellent schemes over Q and functorial with respect to all regular
morphisms. In addition, .# blows up only regular centers.

REMARK 2.3.11. Although this is not stated in [Temkin, 2011a], one can strengthen
Theorem by requiring that .# blows up only regular centers contained in
the singular locus. An algorithm .# is constructed in [Temkin, 2011a] from an
algorithm .Zv,, that desingularizes varieties of characteristic zero, and one can
check that if the centers of .7y, lie in the singular loci (of the intermediate vari-
eties) then the same is true for .%. Let us explain how one can choose an appro-
priate .#y,,. In [Temkin, 2011a]], one uses the algorithm of Bierstone-Milman to
construct .7, see Theorem 6.1 and its Addendum in [Bierstone et al., 2011] for a
description of this algorithm and its properties. It follows from the Addendum
that the algorithm blows up centers lying in the singular loci until X becomes
smooth, and then it performs some additional blow ups to make the exceptional
divisor snc. Eliminating the latter blow ups we obtain a desingularization algo-
rithm .Zv,, which only blows up regular centers lying in the singular locus.

It will be convenient for us to use the algorithm .# from Theorem in the
sequel. Also, to simplify the exposition we will freely use all properties of .7 but
the careful reader will notice that only the properties of Gabber’s magic box will
be crucial in the end. Also, instead of working with .7 itself we will work with its
normalization . "°" which assigns to a reduced qe scheme over Q the normalized

blow up tower .7 (X)"°". It will be convenient to use the notation . = .#"°" in the
sequel.

REMARK 2.3.12. (i) Since normalized blow ups are compatible with regular
morphismes, it follows from Theorem [2.3.10/that the normalized desingularization
Z is functorial with respect to all regular morphisms.

(ii) The feature which is lost under normalization (and which is not needed
for our purposes) is some control on the centers. The centers V, of F (X) are
preimages of the centers Vi—X; of .#(X) under the normalization morphisms
X" — X;, so they do not have to be even reduced. It will only be important that
V/s are equivariant when a smooth group acts on X. In the original Gabber’s ar-
gument it was important to blow up only regular centers because they were not
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part of the blow up data, and one used that a regular center without codimen-
sion one components intersecting the regular locus is determined already by the
underlying morphism of the blow up.

2.3.13. Alternative desingularization inputs. For the sake of completeness, we
discuss how other algorithms could be used instead of .. Some desingulariza-
tion algorithms for reduced varieties over Q are constructed in [Bierstone & Milman, 1997],
[Wlodarczyk, 2005] and [Kollar, 2007]. They all are functorial with respect to
equidimensional smooth morphisms (though usually one "forgets" to mention
the equidimensionality restriction). It is shown in [Bierstone et al., 2011, §6.3]
how to make the algorithm of [Bierstone & Milman, 1997] fully functorial by a
slight adjusting of the synchronization of its blow ups. There are also a few other
canonical constructions (e.g. due to Villamayor), which are probably functorial
with respect to equidimensional smooth morphisms too. All these algorithms
can be used to produce a desingularization of log regular schemes (see §3), so the
only difficulty is in establishing the compatibility (2.a).

For the algorithm of [Bierstone et al., 2011] it was shown by Bierstone-Milman
(unpublished, see [Bierstone et al., 2011, Rem. 7.1(2)]) that the induced desingu-
larization of a formal completion at a point depends only on the formal comple-
tion as a scheme. This is precisely what we need in (2.a).

Finally, there is a much more general result by Gabber, see Theorem
whose proof uses Popescu’s theorem and the cotangent complex. It implies that,
actually, any desingularization of reduced varieties over Q which is functorial
with respect to smooth morphisms automatically satisfies (2.a). So, in principle,
any functorial desingularization of varieties over Q could be used for our pur-
poses. Since Gabber’s result and its proof are powerful and novel for the desin-
gularization theory (and were missed in [Bierstone et al., 2011]], mainly due to a
not so trivial involvement of the cotangent complex), we include them in §2.4.

2.3.14. Invariance of the regular locus. Until the end of §2.3|we consider only ge
schemes of characteristic zero, and our aim is to establish a few useful properties

of F (and .7) that are consequences of the functoriality property .# satisfies.
First, we claim that .# does not modify the regular locus of X, and even slightly
more than that:

COROLLARY 2.3.15. All centers of .7 (X) and .% (X) sit over the singular locus
of X. In particular, X is regular if and only if .7 (X) is the trivial tower.

Proof. 1t suffices to study .#. The claim is obvious for S = Spec(Q) because
S does not contain non-dense non-empty subschemes. By functoriality, .7 (T) is
trivial for any regular T of characteristic zero, because it is regular over S. Finally,
if T is the regular locus of X then .7 (T) = (% (X) xx T). and hence any center
Vi—X; of .7 (X) does not intersect the preimage of T. O

2.3.16. Equivariance of the desingularization. It is well known that functorial
desingularization is equivariant with respect to any smooth group action (and,
moreover, extends to functorial desingularization of stacks). For the reader’s con-
venience we provide an elementary argument.

COROLLARY 2.3.17. Let S be a ge scheme over Q, G be a smooth S-group and
X be a reduced S-scheme of finite type acted on by G. Then the action of G on X

extends naturally to an action of G on .# (X) and .% (X).
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Proof. Again, it suffices to study .#. Let .7 (X) be given by X;, --» X, = X and
Vi—=Xifor0 <i<n—1 Byp,m:Y =G xs X = X we denote the projection
and the action morphisms. Note that m is smooth (e.g. m is the composition
of the automorphism (g,x) — (g, gx) of G xs X and p). Therefore, .7 (X) x
(Y;m) = Z(Y) = .7 (X) xs G by Theorem[2.3.10land Remark[2.3.5(i). In particular,
Vo xx (Y;p) = Vo xx (Y;m), i.e. V;is G-equivariant. By §2.1.17] X; inherits a G-
action. Then the same argument implies that V; is G-equivariant and X, inherits
a G-action, etc. O

2.4. Complements on functorial desingularizations. This section is devoted
to Gabber’s result on a certain non-trivial compatibility property that any functo-
rial desingularization satisfies. It will not be used in the sequel, so an uninterested
reader may safely skip it.

THEOREM 2.4.1. Assume that S is a scheme, .#° is a family of reduced S-
schemes of finite type and .#" is a family of morphisms between elements of .7°
such that if f: Y — Xis smooth and X € .#° then Y € .#° and f € .¥'. Let ¥ be a
desingularization on .#° which is functorial with respect to all morphisms of .#".
Then any pair of regular morphisms g: Z — X and h: Z — Y with targets in .#°
induces the same desingularization of Z; namely, .7 (X) xx Z = Z#(Y) xy Z.

Note that the theorem has no restrictions on the characteristic (because no
such restriction appears in Popescu’s theorem). Before proving the theorem let
us formulate its important corollary, whose main case is when S = Spec(k) for a
field k and .#° is the family of all reduced k-schemes of finite type.

COROLLARY 2.4.2. Keep the notation of Theorem 241 Then .7 canonically

extends to the family ./ 70 of all schemes that admit a regular morphism to a
scheme from .#° and the extension is functorial with respect to all regular mor-

phisms between schemes of 72l

The main ingredient of the proof will be the following result that we are going
to establish first.

PROPOSITION 2.4.3. Consider a commutative diagram of schemes

/X

X<—Z’
S

such that a and b are of finite type, g and h are reqular and g’ is smooth. Then h' is
smooth around the image of f.

For the proof we will need the following three lemmas. In the first one we
recall the Jacobian criterion of smoothness, rephrased in terms of the cotangent
complex.

LEMMA 2.4.4. Let f: X — S be a morphism which is locally of finite presenta-
tion, and let x € X. Then the following conditions are equivalent:
(i) f is smooth at x;

(ii) Hy(Lx/s @ k(x)) = 0.
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In the lemma we use the convention H; = H™, and L5 denotes the cotangent
complex of X/S.

Proof. (i) = (ii) is trivial: as f is smooth at x, up to shrinking X we may assume
f smooth, then Ly/s is cohomologically concentrated in degree zero and locally
free [Illusie, 1972, III 3.1.2]. Let us prove (ii) = (i). We may assume that we have
a factorization

X—=7Z,
i

9
S

where 1i is a closed immersion of ideal I and g is smooth. Consider the standard
exact sequence

(%) /I 5 1°Q) s = Q)5 — 0.

By the Jacobian criterion [EGA IV, 17.12.1] and [EGA Oy 19.1.12], the smoothness
of f at x is equivalent to the fact that the morphism

(%) (I/T) @ k(x) = Q) s @ k(x)

deduced from the left one in (*) is injective. Now, (I/1?) ® k(x) = H;(Lx,z ®"k(x))
[Iusie, 1972, III 3.1.3], and (**) is a morphism in the exact sequence associated
with the triangle deduced from the transitivity triangle Li*L;;s — Lx/s — Lx/z —

Li*Lz,s[1] by applying @ k(x) :
Hi(Lyss @ k(x)) — Hi(Ly/z ®"k(x))(= (I/T) @ k(x)) — Qs @ k(x).
By (ii), Hi(Lx/s ®Lk(x)) = 0, hence (**) is injective, which completes the proof. [

LEMMA 2.4.5. Consider morphisms f: X =Y, g: Y = S, h = gf: X — §, and
letx € X,y = f(x) € Y. Assume that

(i) Hi(Lxs ®" k(x)) =0

(i) Ha(Lyy @ k(x)) = 0.

Then H;(Lys ®" k(y)) =
then g is smooth at y.

0. In particular, if g is locally of finite presentation

Proof. Tt is equivalent to show that H;(Ly,s ®" k(x)) = 0, and this follows triv-
ially from the exact sequence
Ha(Lyy ®" k(x)) — Hi(Lys ®" k(x)) — Hi(Lxss @ k(x)).
O

LEMMA 2.4.6. Let f: X — S be a regular morphism between locally noe-
therian schemes. Then Ly/s is cohomologically concentrated in degree zero and
HO(I—X/S) = Q;(/S is flat.

Proof. We may assume X = SpecB and S = SpecA affine. Then, by Popescu’s
theorem [Swan, 1998, 1.1], X is a filtering projective limit of smooth affine S-
schemes X, = SpecB,. By [Illusie, 1972, II (1.2.3.4)], we have

LB/A = COlimaLB“/A.
By [Illusie, 1972, III 3.1.2 and II 2.3.6.3], L, /A is cohomologically concentrated
in degree zero and Ho(Ls,/a) = Qf_,, is projective of finite type over By, so the
conclusion follows. O
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Proof of Proposition[2.4.31 The question is local around a point y = f(x) € Z/,
x € Z. In view of Lemma by Lemma applied to Z — Z' — Y it suffices
to show that H;(Lzy ®" k(x)) = 0 and Hy(Lz,z ®" k(x)) = 0. As Z is regular over
Y, the first vanishing follows from Lemma[2.4.6l For the second one, consider the
exact sequence

Hy(Lz/x ®" k(%)) = Ha(Lz/z: ®" k(%)) — Hi(Lzx ®" k(x)).

By the regularity of Z/X and Lemma[2.4.6, H,(Lz/x ®" k(x)) = 0. As Z’ is smooth
over X, H (Lz/x®"k(x)) = 0 by Lemma[2.4.4, which proves the desired vanishing
and finishes the proof. O

Proof of Theorem[2.4.1l Find finite affine coverings X = UiX;, Y = U;Yiand Z =
UiZ; such that g(Z;) € Xiand h(Z;) C Yi. Set X' = [[, X, Y =[], Yiand Z' =
[[;Ziandlet Z' — X’ and Z' — Y’ be the induced morphisms. It suffices to check
that .7 (X) xx Z and .# (Y) xy Z become equal after pulling them back to Z’. So,
we should check that (.#(X) xx X’) xx: Z’ coincides with (#(Y) xy Y') xy, Z'.
The morphisms X’ — X and Y’ — Y are smooth and hence contained in .#". So,
F(X) xx X' = Z#(X') and similarly for Y. In particular, it suffices to prove that
F(X') xx Z' = F(Y') xy, Z'. This reduces the problem to the case when all
schemes are affine, so in the sequel we assume that X, Y and Z are affine.

Next, note that it suffices to find factorizations g = gof and h = hof, where
f: Z — Z, is a morphism with target in .7 Oand go: Zy — X, hy: Zy — X are
smooth. By Popescu’s theorem, one can write g: Z — X as a filtering projective
limit of affine smooth morphisms g4: Z4, — X, « € A. As Y is of finite type over
S, h will factor through one of the Z,’s ([EGA IV; 8.8.2.3]): there exists « € A,
fo: Z — Zy, hyt Zy — Y such that g = g4fy, h = h.f,. By Proposition
h, is smooth around the image of f,, so we can take Z, to be a sufficiently small
neighborhood of the image of f. O

3. Resolution of log regular log schemes

Unless said to the contrary, by log structure we mean a log structure with
respect to the étale topology. We will say that a log structure My on a scheme X

is Zariski if e*e.Mx — My, where ¢: X¢ — X is the morphism between the étale
and Zariski sites. In this case, we can safely view the log structure as Zariski log
structure £,Mx. A similar convention will hold also for log schemes.

3.1. Fans. Many definitions/constructions on log schemes are of "combinato-
rial nature". Roughly speaking, these constructions use only multiplication and
ignore addition. Naturally, there exists a category of geometric spaces whose
structure sheaves are monoids, and most of combinatorial constructions can be
described as "pullbacks" of analogous "monoidal" operations. The first definition
of such a category was done by Kato in [Kato, 1994]. Kato called his spaces fans to
stress their relation to the classical combinatorial fans obtained by gluing polyhe-
dral cones. For example, to any combinatorial fan C one can naturally associate a
fan F(C) whose set of points is the set of faces of C. The main motivation for the
definition is that fans can be naturally associated to various log schemes.
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It took some time to discover that fans are sort of "piecewise schemes" rather
than a monoidal version of schemes. A more geometric version of combinato-
rial schemes was introduced by Deitmar in [Deitmar, 2005]. He called them F;-
schemes, but we prefer the terminology of monoschemes introduced by Ogus in
his book in preparation [Ogus, 2012]. Note that when working with a log scheme
X, we use the sheaf Mx in some constructions and we use its sharpening My (see
§3.1.7) in other constructions. Roughly speaking, monoschemes naturally arise
when we work with My while fans naturally arise when we work with My.

In §3, we will show that: (a) a functorial desingularization of toric varieties
over Q descends to a desingularization of monoschemes, (b) to give the latter is
more or less equivalent to give a desingularization of fans, (c) desingularization
of fans can be used to induce a monoidal desingularization of log schemes, (d)
the latter induces a desingularization of log regular schemes, which (at least in
some cases) depends only on the underlying scheme.

In principle, we could work locally, using desingularization of disjoint unions
of all charts for synchronization. In this case, we could almost ignore the inter-
mediate categories by working only with fine monoids and blow up towers of
their spectra. However, we decided to emphasize the actual geometric objects
beyond the constructions, and, especially, stress the difference between fans and
monoschemes.

3.1.1. Sharpening. For a monoid M, by M* (or M*) we denote the group of its
invertible elements, and its sharpening M is defined as M/M*.

3.1.2. Localization. By localization of a monoid M along a subset S we mean the
universal M-monoid Mg such that the image of S in M is contained in M{. If M
is integral then My is simply the submonoid M[S™'] C M#P generated by M and
S~'. If M is a fine then any localization is isomorphic to a localization at a single
element f, and will be denoted M.

3.1.3. Spectra of fine monoids. All our combinatorial objects will be glued from
finitely many spectra of fine monoids. Recall that with any fine monoid P one
can associate the set Spec(P) of prime ideals (with the convention that ) is also
a prime ideal) equipped with the Zariski topology whose basis is formed by the
sets D(f) = {p € Spec(P)| f ¢ p} for f € P, see, for example, [Kato, 1994, §9].
The structure sheaf My is defined by Mp(D(f)) = Py, and the sharp structure
sheaf Mp = Mp/M; is the sharpening of Mp (we will see in Remark B.L4(iii) that
actually Mp(D(f)) = P; = P;/(P)), i.e. no sheafification is needed).

REMARK 3.1.4. (i) Since P \ P* and () are the maximal and the minimal prime
ideals of P, Spec(P) possesses unique closed and generic points s and n. The latter
is the only point whose stalk Mp,, = P#F is a group.

(ii) The set Spec(P) is finite and its topology is the specialization topology, i.e.
U is open if and only if it is closed under generalizations. (More generally, this
is true for any finite sober topological space, such as a scheme that has finitely
many points.)

(iii) A subset U C Spec(P) is affine (and even of the form D(f)) if and only if
it is the localization of Spec(P) at a point x (i.e. the set of all generalizations of x).
Any open covering U = U;U; of an affine set is trivial (i.e. U is equal to some ),
therefore any functor .% (U) on affine sets uniquely extends to a sheaf on Spec(P).
In particular, this explains why no sheafification is needed when defining M.
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Furthermore, we see that, roughly speaking, any notion/construction that is "de-
fined in terms of" localizations X, and stalks M, or M, is Zariski local. This is
very different from the situation with schemes.

3.1.5. Local homomorphisms of monoids. Any monoid M is local because M\ M*
is its unique maximal ideal. A homomorphism f: M — N of monoids is local if it
takes the maximal ideal of M to the maximal ideal of N. This happens if and only
if f71(N*) = M*.

3.1.6. Monoidal spaces. A monoidal space is a topological space X provided with
a sheaf of monoids M. A morphism of monoidal spaces (f, f*): (Y, My) — (X, Mx)
is a continuous map f: Y — X and a homomorphism f*: f~'(My) — My such that
for any y € Y the homomorphism of monoids fﬁ : Mxfry) — My is local.

REMARK 3.1.7. Strictly speaking one should have called the above category
the category of locally monoidal spaces and allow non-local homomorphisms in
the general category of monoidal spaces. However, we will not use the larger
category, so we prefer to abuse the notation slightly.

Spectra of monoids possess the usual universal property, namely:

LEMMA 3.1.8. Let (X, Mx) be a monoidal space and P be a monoid.

(i) The global sections functor I induces a bijection between morphisms of
monoidal spaces (f, f*): (X, Mx) — (Spec(P), Mp) and homomorphisms ¢: P —
I'(Mx).

(ii) If Mx has sharp stalks then I' induces a bijection between morphisms of
monoidal spaces (f, f*): (X, Mx) — (Spec(P), Mp) and homomorphisms ¢: P —
I'(Mx).

Proof. (i) Let us construct the opposite map. Given a homomorphism ¢, for
any x € X we obtain a homomorphism ¢, : P — My,. Clearly, m =P\ ¢, (M;)X)
is a prime ideal and hence ¢, factors through a uniquely defined local homomor-
phism P,, — My,. Setting f(x) = m we obtain a map f: X — Spec(P), and the
rest of the proof of (i) is straightforward.

If the stalks of My are sharp then any morphism (X, Mx) — (Spec(P), Mp)
factors uniquely through (Spec(P), Mp). Also, I'(My) is sharp, hence any homo-
morphism to it from P factors uniquely through P. Therefore, (ii) follows from
(). O

3.1.9. Fine fans and monoschemes. A fine monoscheme (resp. a fine fan) is a
monoidal space (X, Mx) that is locally isomorphic to Ap = (Spec(P), Mp) (resp.
Ap = (Spec(P), Mp)), where P is a fine monoid. We say that (X, My) is affine if
it is isomorphic to Ap (resp.f Ap). A morphism of monoschemes (resp. fans) is a
morphism of monoidal spaces. A monoscheme (resp. a fan) is called torsion free
if it is covered by spectra of P’s with torsion free P#’s. It follows from Remark
B.1.4(iii) that this happens if and only if all groups M;*??X are torsion free.

REMARK 3.1.10. (i) Any fs fan is torsion free because if an fs monoid is torsion
free then so is any its localization. This is not true for general fine fans. For
example, if p, = {£1}then P = N @& w, \ {(0,—1)} is a sharp monoid with P8P =
yAS 2.

(ii) For any point x of a fine monoscheme (resp. fan) X the localization X,
that consists of all generalizations of x is affine. In particular, by Remark 3.1.4(i)
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there exists a unique maximal point generalizing x, and hence X is a finite disjoint
union of irreducible components.

3.1.11. Comparison of monoschemes and fans. There is an obvious sharpening
functor (X, Mx) — (X, My) from monoschemes to fans, and there is a natural
morphism of monoidal spaces (X, Mx) — (X, My). The sharpening functor loses
information, and one needs to know M{’ to reconstruct My from My as a fi-
bred product (see [Ogus, 2012, 2.1.8.3]). Actually, there are much more fans than
monoschemes. For example, the generic point 1 € Spec(P) is open and Mp,, is
trivial hence for any pair of fine monoids P and Q we can glue their sharpened
spectra along the generic points. What one gets is sort of "piecewise scheme" and,
in general, it does not correspond to standard geometric objects, such as schemes
or monoschemes. We conclude that, in general, fans can be lifted to monoschemes
only locally.

REMARK 3.1.12. As a side remark we note that sharpened monoids naturally
appear as structure sheaves of piecewise linear spaces (a work in progress of the
second author on skeletons of Berkovich spaces). In particular, PL functions can
be naturally interpreted as sections of the sharpened sheaf of linear functions on
polytopes.

3.1.13. Local smoothness. A local homomorphism of fine monoids ¢: P — Q

is called smooth if it can be extended to an isomorphism P & N" & Z° — Q. The
following lemma checks that this property is stable under localizations.

LEMMA 3.1.14. Assume that ¢: P — Q is smooth and P’, Q’ are localizations
of P, Q such that ¢ extends to a local homomorphism ¢': P’ — Q’. Then ¢’ is
smooth.

Proof. Recall that P’ = P, for a € P (notation of §3.1.2), and ¢’ factors through
the homomorphism ¢,: P’ — Q,, which is obviously smooth. Therefore, replac-
ing ¢ with ¢, we can assume that P = P’. Let b = (p,n,z) € Q be such that
Q" = Qpu. Then p € P* because P — Q' is local, and hence Q' is isomorphic
to P @ (N"), @ Z°. It remains to note that any localization of N" is of the form
Nt qZ. O

3.1.15. Smoothness. The lemma allows to globalize smoothness: a morphism
f: Y — X of monoschemes is called smooth if the homomorphisms of stalks M ;) —
My, are smooth. In particular, X is smooth if its morphism to Spec(1) is smooth,
thatis, the stalks M are of the form N"®Z?. In particular, a smooth monoscheme
is torsion free.

Analogous smoothness definitions are given for fans. Moreover, in this case
we can consider only sharp monoids, and then the group component Z* is au-
tomatically trivial. It follows that we can rewrite the above paragraph almost
verbatim but with s = 0. Obviously, a morphism of monoschemes is smooth if
and only if its sharpening is a smooth morphism of fans.

REMARK 3.1.16. (i) Recall that any fine monoscheme X admits an open affine
covering X = Uyex Spec(Mxy). It follows that a morphism of fine monoschemes
f: Y — Xis smooth if and only if it is covered by open affine charts of the form
Spec(P & N"™ @& Z°) — Spec(P).

(ii) Smooth morphisms of fine fans admit a similar local description, and we
leave the details to the reader.
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3.1.17. Saturation. As usually, for a fine monoid P we denote its saturation
by P (it consists of all x € P8 with x™ € P for some n > 0). Saturation is
compatible with localizations and sharpening and hence extends to a saturation
functor F — F! on the categories of fine monoschemes (resp. fine fans). We also
have a natural morphism F*** — F, which is easily seen to be bijective. So, actually,
(F, Mg)* = (F, M),

3.1.18. Ideals. A subsheaf of ideals .# C My on a monoscheme (X, M) is
called a coherent ideal if for any point x € X the restriction of .# on X, coincides
with £ My, . (Due to Remark [3.1.4(iii) this means that .# is coherent in the usual
sense, i.e. its restriction on an open affine submonoscheme U is generated by the
global sections over U.) We will consider only coherent ideals, so we will omit the
word "coherent" as a rule. An ideal .# C My is invertible if it is locally generated
by a single element.

3.1.19. Blow ups. Similarly to schemes, for any non-empty ideal .# C O there
exists a universal morphism of monoschemes h: X’ — X such that the pullback
ideal h™'.¢ = /My, is invertible. We call .# the center of the blow up. (One
does not have an adequate notion of closed submonoscheme, so unlike blow ups
of the scheme it would not make sense that "V(.#)" is the center.) An explicit
construction of X’ copies its scheme analog: it is local on the base and for an
affine X = Spec(P) with an ideal I C P corresponding to .# one glues X' from the
charts Spec( Pla7'I]), where a € I and P[a"']] is the submonoid of P8P generated
by the fractions b/a for b € I (see [Ogus, 2012, Ch. 2, §1.6] for details).

REMARK 3.1.20. Blow ups induce isomorphisms on the stalks of M#P; this is
an analog of the fact that blow ups of schemes along nowhere dense subschemes
are birational morphisms.

3.1.21. Saturated blow ups. Analogously to normalized blow ups, one defines
saturated blow up of a monoscheme X along an ideal .# C My as the saturation of
Bl (X). The same argument as for schemes shows that Bl ,(X)%" is the universal
saturated X-monoscheme such that the pullback of .# is invertible.

3.1.22. Towers and pullbacks. Towers of (saturated) blow ups of a monoscheme
X are defined in the obvious way. Given such a tower X, with X = X; and a
morphism f: Y — X we define the pullback tower Y, = f*(X,) as follows: Yy =Y
and Yiy; is the (saturated) blow up of Y; along the pullback of the center .#; of
Xiy1 — Xi. Due to the universal property of (saturated) blow ups this definition
makes sense and Y, is the universal (saturated) blow up tower of Y that admits a
morphism to X, extending f.

REMARK 3.1.23. Unlike pullbacks of (normalized) blow up towers of schemes,
see §§2.1.71and [2.2.8] we do not distinguish strict transforms and pullbacks. The
above definition of pullback covers our needs, and we do not have to study the
base change of monoschemes. For the sake of completeness, we note that fibred
products of monoschemes exist and in the affine case are defined by amalgamated
sums of monoids, see [Deitmar, 2005]. Also, it is easy to check that for a smooth
f (which is the only case we will use) one indeed has that f*(X,) = X, xx Y for
any (saturated) blow up tower X,. For blow ups one checks this with charts and
in the saturated case one also uses that saturation is compatible with a smooth

morphism f: Y — X, i.e. Y8t — X%t x, Y,
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3.1.24. Compatibility with sharpening. Ideals and blow ups of fans are defined
in the same way, but with My used instead of My (Kato defines their saturated
version in [Kato, 1994 9.7]). Towers of blow ups of fans are defined in the obvious
way.

LEMMA 3.1.25. Let X = (X, Mx) be a monoscheme, let (F, M;) = (X, Mx) be
the corresponding fan and let A: Mx — M;y denote the sharpening homomor-
phism.

(i) # — A(#) induces a natural bijection between the ideals on X and on F.

(ii) Blow ups are compatible with sharpening, that is, the sharpening of Bl » (X))
is naturally isomorphic to Bl,(»)(F). The same statement holds for saturated blow
ups.

(iii) Sharpening induces a natural bijection between the (saturated) blow up
towers of X and F.

Proof. (i) is obvious. (ii) is shown by comparing the blow up charts. Combin-
ing (i) and (ii), we obtain (iii). 0J

3.1.26. Desingularization. Using the above notions of smoothness and blow
ups, one can copy other definitions of the desingularization theory. By a desin-
Qularization (resp. saturated desingularization) of a fine monoscheme X we mean a
blow up tower (resp. saturated blow up tower) X, --» X, = X with smooth X,.
By Remark [3.1.20} if X admits a desingularization then it is torsion free, and we
will later see that the converse is also true.

For concreteness, we consider below non-saturated desingularizations, but
everything extends to the saturated case verbatim. A family .#™°"°(X) of desin-
gularizations of torsion free monoschemes is called functorial (with respect to
smooth morphisms) if for any smooth f: Y — X the desingularization .7™°"°(Y)
is the contracted pullback of .#™°"*(X). The same argument as for schemes (see
Remark 2.3.5(ii)) shows that .#™°"° is already determined by its restriction onto
the family of finite disjoint unions of affine monoschemes.

The definition of a functorial desingularization .#™" of fine torsion free fans
is similar. Since blow up towers and smoothness are compatible with the sharp-
ening functor, it follows that a desingularization of a monoscheme X induces a
desingularization of its sharpening. Moreover, any affine fan can be lifted to an
affine monoscheme and .7 " is determined by its restriction onto disjoint unions
of affine fans, hence we obtain the following result.

THEOREM 3.1.27. The sharpening functor induces a natural bijection between
functorial desingularizations of fine torsion free monoschemes and functorial
desingularizations of fine torsion free fans. A similar statement holds for satu-
rated desingularizations.

REMARK 3.1.28. Similarly to the normalization of a desingularization tower,
to any desingularization .# of monoschemes or fans one can associate a saturated
desingularization .7 one replaces all levels of the towers, except the zero level,
with their saturations. In this case blow ups are replaced with saturated blow ups
along the pulled back ideals. If .# is functorial with respect to all smooth mor-
phisms then the same is true for .#°*. Indeed, for any smooth Y — X the centers
of Z(Y), Z9(X) and .Z(Y) are the pullbacks of those of .7 (X). In addition, the
saturation construction is compatible with the bijections from Theorem [3.1.27in
the obvious way.
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REMARK 3.1.29. In principle, (saturated) desingularization of fans or monoschemes
can be described in purely combinatorial terms of fans and their subdivisions (e.g.
see [Kato, 1994, 9.6] or [Niziol, 2006, §4]). However, it is not easy to construct a
functorial one directly. We will instead use a relation between monoschemes and
toric varieties to descend desingularization of toric varieties to monoschemes and
fans.

3.2. Monoschemes and toric varieties.

3.2.1. Base change from monoschemes to schemes. Let S be a scheme. The follow-
ing proposition introduces a functor from monoschemes to S-schemes that can be
intuitively viewed as a base change with respect to a "morphism" S — Spec(1).

PROPOSITION 3.2.2. Let S be a scheme and F be a monoscheme. Then there exists an
S-scheme X = S[F] with a morphism of monoidal spaces f: (X, Ox) — (F, M¢) such that
any morphism (Y, Oy) — (F, M), where Y is an S-scheme, factors uniquely through f.

Proof. Assume, first, that F = Spec(P) is affine. By Lemma [3.1.8(i), to give a
morphism (Y, Oy) — (F, M) is equivalent to give a homomorphism of monoids
¢: P — I'(Oy), and the latter factors uniquely through a homomorphism of sheaves
of rings Os[P] — Oy. It follows that S[F] = Spec(&5s[P]) in this case. Since the

above formula is compatible with localizations by elements a € P, i.e. S[F,] —
S[Fl(a), it globalizes to the case of an arbitrary monoscheme. Thus, for a general
monoscheme F covered by F; = Spec(P;), the scheme S[F] is glued from S[F]. O

REMARK 3.2.3. Note thatif S = Spec(R) and F = Spec(P) then S[F] = Spec(R[P]).
However, we will often consider an "intermediate" situation where S = Spec(R)
is affine and F is a general monoscheme. To simplify notation, we will abuse them
by writing R[F] instead of Spec(R[F]). Such "mixed" notation will always refer to
a scheme.

3.2.4. Toric schemes. If F is torsion free and connected then we call S[F] a toric
scheme over S. Recall that by Remark 3.1.10(ii), F possesses a unique maximal
point 1 = Spec(P#P), where Spec(P) is any affine open submonoscheme. Hence
X = S[F] possesses a dense open subscheme T = S[n], which is a split torus over
S, and the action of T on itself naturally extends to the action of T on X.

REMARK 3.2.5. Assume that k is a field. Classically, a toric k-variety is de-
fined as a normal finite type separated k-scheme X that contains a split torus T as
a dense open subscheme such that the action of T on itself extends to the whole X.
If F is saturated then our definition above is equivalent to the classical one. How-
ever, we also consider non-normal toric varieties corresponding to non-saturated
monoids.

3.2.6. Canonical log structures. For any monoscheme F, the S-scheme X = S[F]
possesses a natural log structure induced by the universal morphism f: (X, 0x) —
(F, Mf). Namely, My is the log structure associated with the pre-log structure
g "M — Ox,, where g: (X, Ox,) — (X, 0x) — (F,Mg) is the composition. We
call My the canonical log structure of X = S[F].

REMARK 3.2.7. (i) The canonical log structure is Zariski, as .My coincides
with the Zariski log structure associated with the pre-log structure f~'My — Ox.

(ii) The log scheme (X = S[F], Mx) is log smooth over the scheme S provided
with the trivial log structure. In particular, if S is regular and F is saturated then
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(X, Mx) is fs and log regular. Without the saturation assumption we still have
that X%t — S[F*] is log regular, hence X is log regular in the sense of Gabber (see

§3.5).
(iii) If n is the set of generic points of F then T = S[n] is the open subset of X
which is the triviality set of its log structure. However, the map Mx — 0xNj.0f
is not an isomorphism in general, as the case where T = Spec Clt, tlc X =
Spec C[t?, t%] already shows: the image of t* + t° in Ox o) belongs to (j.07 ),
but does not belong to My, = t° 0% 1o Where P is the (fine, but not saturated)
submonoid of N generated by 2 and 3. (We use that Oy is strictly smaller than
243

-~ = 1 + t is not contained in

its normalization C[t]) = Oxglt] and hence
Oxj01)

3.2.8. Toric saturation. Saturation of monoschemes corresponds to normaliza-
tion of schemes. This will play an essential role later, since we get a combinatorial
description of the normalization.

LEMMA 3.2.9. If S is a normal scheme and F is a fine monoscheme then there
is a natural isomorphism S[F]"" — S[F].

Proof. Note that f: Z[F*] — Spec(Z) is a flat morphism and its fibers are nor-
mal because they are classical toric varieties F,[F*']. So, f x S: S[F*] — S is a flat
morphism with normal fibers and normal target, and we obtain that its source is
normal by [Matsumura, 1980a, 21.E(iii)]. It remains to note that S[F**] — S[F]is a
finite morphism inducing isomorphism of dense open subschemes S[F8P], hence
S[F**] is the normalization of S[F]. O

REMARK 3.2.10. The same argument shows that if S is Cohen-Macaulay then
so is S[Fsat].

3.2.11. Toric smoothness. Next, let us compare smoothness of morphisms of
monoschemes as defined in §3.1.15/and classical smoothness of toric morphisms.
The following lemma slightly extends the classical result (e.g. see [Fulton, 1993,

§2.1]) that if P is fs and CI[P] is regular then P SN @ Z8.

LEMMA 3.2.12. Let f: F — F’ be a morphism of fine monoschemes and let S be
a scheme.

(i) If f is smooth then S[f] is smooth (as a morphism of schemes).

(ii) If F is torsion free and the morphism S[F] — S is smooth then F is smooth.

Proof. Part (i) is obvious, so let us check (ii). We can also assume that F =
Spec(P) is affine. Also, we can replace S with any of its points achieving that
S = Spec(k). Then P is a fine torsion free monoid and k[P] C k[P8] — k[Z"].
It follows that X = Spec(k[P]) is an integral smooth k-variety of dimension n.
Note that Spec(k[P**]) is a finite modification of X which is generically an iso-

morphism. Since X is normal we have that Spec(k[P5*]) — X, and it follows that
P is saturated. Now, P = P @ Z' and hence X — Spec(k[P]) x\ G!,. Obviously,

Spec(k[P]) is smooth of dimension r = n —1 and our task reduces to showing that
PON. B
Let m = P \ {1} be the maximal ideal of P. Then I = k[m] is a maximal

ideal of k[P] with residue field k. In particular, by k-smoothness of k[P] we have
that dimy(I/I?) = r. On the other hand, I = ®,cnxk and I = @, 2xk, hence
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I/l = ®emmexk and we obtain that m \ m? consists of r elements ti,...,t,.
Note that these elements generate P as a monoid and hence they generate P* as
a group. Since P = 77, the elements ty,...,t, are linearly independent in 2
and we obtain that the surjection ©!_;tN — P is an isomorphism. O

REMARK 3.2.13. It seems very probable that, much more generally, f is smooth
whenever S[f] is smooth as a morphism of schemes and one of the following
conditions holds: (a) S has points in all characteristics, (b) the homomorphisms
My, — M induced by f have torsion free kernels and cokernels. We could
prove this either in the saturated case or under some milder but unnatural re-
strictions. The main ideas are similar but the proof becomes more technical. We
do not develop this direction here since the lemma covers our needs.

3.2.14. Toric ideals. Let F be a torsion free monoscheme, k be a field and X =
k[F]. For any ideal .# on F one naturally defines an ideal k[.#] on X: in local
charts, an ideal I C P goes to the ideal Ik[P] = k[I] = @4¢1ak in k[P]. We say that
7 = k[#] is a monoidal ideal on k[F]. Note that ¢ determines .# uniquely and,
actually, # = _# N My (this is obvious in local charts).

LEMMA 3.2.15. Assume that F is connected, 1 is its maximal point, X = k[F],
and T = kl[n] is the torus of the toric scheme X. A coherent ideal # C My is
T-equivariant if and only if it is monoidal.

Proof. Any monoidal ideal is obviously T-equivariant, so let us prove the in-
verse implication. The claim is local, so we should prove that any T-equivariant
ideal ] € A = k[P] is of the form k[I] for an ideal I of P. Consider the coaction
homomorphism p: A — A ®y k[P8] = B. The equivariance of ] means that |B
(with respect to the embedding A—A ®@y k[P#F]) is equal to u(J)B. In particular,
ulh: ] — JB = ] ®x k[P#] induces a P8P-grading on ] compatible with the P8P-
grading A = ®,cpA,. Thus, ] is a homogeneous ideal in A and, since A; = kis a
field and each k-module A, is of rank one, we obtain that | = ®,¢;A, for a subset
I C P. Thus, ] = k[I], and clearly I is an ideal. O

3.2.16. Toric blow ups. We will also need the well known fact that toric blow
ups are of combinatorial origin, i.e. they are induced from blow ups of monoschemes.

LEMMA 3.2.17. Assume that F is a torsion free monoscheme, .¢# C My is an

ideal, X = k[F],and _# = k[.#]. Then there is a canonical isomorphism BI , (X) —
k[Bls(F)].

Proof. Assume first that F = Spec(P). Then .# corresponds to an ideal I C P
and we can simply compare charts: Bl ,(F) is covered by the charts Spec(P[a"'1])
for a € I, and, since I generates J, the charts kla7'J] = k[P[a"'I]] cover Bl;(X). This
construction is compatible with localizations (P,I) — (P,, b~'I) hence it global-
izes to the case of a general fine monoscheme with an ideal. O

Using Lemma [3.2.9/ we obtain a similar relation between saturated blow ups
and normalized toric blow ups.

COROLLARY 3.2.18. Keep notation of Lemma[3.2.170 Then Bl , (X)"" — k[Bl ,(F)*1].
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3.2.19. Desingularization of monoschemes. Let F be a torsion free monoscheme
and X = k[F] for a field k of characteristic zero (e.g. k = Q). Recall that the

normalized desingularization functor .# from §2.3.9 is compatible with the ac-
tion of any smooth k-group, hence the centers of FZ(X): Xy --» Xo = X are T-
equivariant ideals. By Lemma the blown up ideal of X, is of the form
k[.Z] for an ideal .# C My, hence X; = k[F] for F; = Bl,(F)** by Lemma [3.2.18
Applying this argument inductively we obtain that the entire normalized blow
up tower 7 (X) descends to a saturated blow up tower of F, which we denote as
T mono(E) (in other words, ﬁ:(X) = k[f mono(E]). Since F,, is smooth by Lemma
B.2.12(ii), the tower T mono(F) is a desingularization of F. Moreover, part (i) of the
same lemma implies that FZmono s functorial with respect to smooth morphisms
of monoschemes. Namely, for any smooth morphism F' — F, Fmoro(F1 s the
contracted pullback of T mono(F) (see §3.1.22). Summarizing, we have obtained:

THEOREM 3.2.20. Let k be a field and let .# be a normalized desingularization
of disjoint unions of toric k-varieties which is functorial with respect to smooth

morphisms. Then each normalized blow up tower .% (k[F]) is the pullback of

a uniquely defined saturated blow up tower of monoschemes Zmono (). This
construction produces a saturated desingularization of monoschemes which is
functorial with respect to smooth morphisms.

Combining theorems and we obtain a functorial saturated desin-

gularization of fans that will be denoted .7 .

REMARK 3.2.21. We will work with normalized and saturated desingulariza-

tions, so we formulated the theorem for .%. The same argument shows that .#
induces desingularizations .Z™°"° and . ™" that are functorial with respect to all
smooth morphisms. Moreover, the descent from toric desingularization is com-

patible with normalization/saturation, i.e. Frmoro — ( grmonojsat an similarly for
fans.

3.3. Monoidal desingularization. In this section we will establish, what we
call, monoidal desingularization of fine log schemes (X, Mx). This operation "re-
solves" the sheaf My but does not "improve" the log strata of X.

3.3.1. Log stratification. Using charts one immediately checks that for any fine
log scheme (X, Mx) the function x — rank(mgp) is constructible. The correspond-
ing stratification of X, whose strata are the maximal locally closed subsets on
which this function is constant, will be called the log stratification (the analogous
stratification in VI{L.5lwas called canonical or stratification by rank).

3.3.2. Monoscheme charts of log schemes. A (global) monoscheme chart of a Zariski
log scheme (X, My) is a morphism of monoidal spaces c: (X, e.Mx) — (F, M)
such that the target is a monoscheme and ¢,My is isomorphic to the Zariski
log structure associated with the pre-log structure ¢c”'Mr — Ox (obtained as
c "™ — My — O). In particular, My is the log structure associated with
(co€e)”"Mr — Ox,. We say that the chart is fine if (F, M) is so. For example, any
toric scheme R[F], where F is a monoscheme, possesses a canonical chart R[F] — F.

LEMMA 3.3.3. Let (X, Mx) be a log scheme and let (F, M) be a monoscheme.
Then any morphism of monoidal spaces f: (X, Mx) — (F, M) factors uniquely
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into the composition of a morphism of log schemes (X,Mx) — Z[F] and the
canonical chart Z[F] — F.

Proof. Note that (Idx, «): (X, Ox) — (X, Mx) is a morphism of monoidal spaces,
hence so is the composition h: (X, Ox) — (F, M¢). If F = Spec(P) then h is deter-
mined by the homomorphism P — T'(0x) by Lemma [3.1.8l Since the latter fac-
tors uniquely into the composition of the homomorphism of monoids P — Z[P]
and the homomorphism of rings Z[P] — I'(0x), we obtain a canonical factoring
X — Spec(Z[P]) — Spec(P). Furthermore, this affine construction is compatible
with localizations of P, hence it globalizes to the case when the monoscheme F is
arbitrary. O

REMARK 3.3.4. (i) Usually, one works with log schemes using local charts
(X, Mx) — Spec(Z[P]). By Lemma [3.3.3 this is equivalent to working with affine
monoscheme charts.

(i) In particular, any fine log scheme (X, Mx) admits a fine monoscheme chart
étale-locally, i.e., there exists a strict (in the log sense) étale covering (Y, My) —
(X, Mx) whose source possesses a fine monoscheme chart. Similarly, any Zariski
fine log scheme admits a fine monoscheme chart Zariski locally.

3.3.5. Chart base change. Given a fine monoscheme chart (X,Mx) — F and
a morphism of monoschemes F' — F we will write (X, Mx) X F’ instead of
(X, Mx) xzm Z[F'], where the second product is taken in the category of fine log
schemes. This notation is partially justified by the following result.

LEMMA 3.3.6. Keep the above notation and let (X', Mx/) = (X, Mx) xr F.

(i) The morphism c’: (X', Mx,) — F’ is a monoscheme chart.

(i) If (Y, My) is a log scheme over (X, Mx) and d: (Y, My) — Fis the induced
morphism of monoidal spaces, then any lifting of d to a morphism (Y, My) — F
factors uniquely through c’.

Proof. Strictness is stable under base changes, hence (X', Mx:) — Z[F'] is strict
and we obtain (i). The assertion of (ii) is a consequence of Lemma[3.3.3 O

3.3.7. Log ideals. By log ideal on a fine log scheme (X, Mx) we mean any ideal
# C My that étale-locally on X admits a coherent chart as follows: there exists a
strict étale covering f: (Y, My) — (X, Mx), a fine monoscheme chart c: (Y, My) —
F and a coherent ideal . C My such that f~' (£ )My = ¢ () My.

3.3.8. Log blow ups. Itis proved in [Niziol, 2006, 4.2] that there exists a univer-
sal morphism f: (X', Mx:) — (X, Mx) such that the ideal f~'(.#)Mx. is invertible,
i.e. locally (in the étale topology) generated by one element. (We use here that,
unlike rings, any principal ideal aM of an integral monoid M is invertible in the

usual sense, i.e. M — aM as M-sets.) Actually, the formulation in [Niziol, 2006]
refers only to saturated blow ups, but the proof deals also with the non-saturated
ones.

The construction of log blow us is standard and it also shows that they are
compatible with arbitrary strict morphisms. If (X, Myx) and .# admit a chart
F_7 C Mg then (X',Mx/) = (X, Mx) x¢ Bl 4(F) is as required. If (Y,My) —
(X, M) is strict then F is also a chart of (Y, My), hence the local construction is
compatible with strict morphisms. The general case now follows by descent be-
cause any fine log scheme admits a chart étale locally. We call f the log blow up of
(X, Mx) along .# and denote it LogBI , (X, Mx) (it is called unsaturated log blow
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up in [Niziol, 2006]). Log blow up towers are defined obviously. As usually, con-
traction of such a tower is obtained by removing all empty log blow ups (i.e. blow
ups along .¥ = My).

3.3.9. Saturated log blow ups. Saturated log blow up along a log ideal .# is
defined as (LogBl , (X, Mx))®". It satisfies an obvious universal property too. (It
is called log blow up in [Niziot, 2006]). Towers of saturated log blow ups, their
pullbacks, and saturation of a tower of log blow ups are defined in the obvious
way.

3.3.10. Pullbacks. Let f: (Y, My — (X, Mx) be a morphism of log schemes. By
pullback of the log blow up LogBl , (X, Mx) along a log ideal .#/ C Mx we mean
the log blow up LogBl Vs (Y, My), where # = f~'(.#)My. This is the universal log
scheme over (Y, My) whose morphism to (X, M) factors through LogBI , (X, Mx).
The pullback of saturated blow ups is defined similarly, and these definitions
extend inductively to pullbacks of towers of (saturated) log blow ups.

3.3.11. Basic properties. Despite the similarity with usual blow ups of schemes,
log blow ups (resp. saturated log blow ups) have nice properties that are not
satisfied by usual blow ups. First, it is proved in [Niziol, 2006, 4.8] that log blow

ups are compatible with any log base change f: Y — X, i.e. LogBl., ,(Y) —
LogBl , (X) xxY for a monoidal ideal .# on X. In particular, saturated blow ups are
compatible with saturated base changes. Second, log blow ups (resp. saturated
log blow ups) are log étale morphisms because so are both saturation morphisms
and charts of the form Z[Bl ,(F)] — Z[F].

3.3.12. Fan charts. A fan chart of a Zariski log scheme (X, M) is a morphism
d: (X,e.Mx) — (F, M) of monoidal spaces such that the target is a fan and
d'(M;) = e,Mx. For example, for any monoscheme chart c: (X,e.Mx) —
(F, M), its sharpening ¢: (X, e.Mx) — (F,Mf) is a fan chart. Fan charts were
considered by Kato (e.g., in [Kato, 1994, 9.9]). They contain less information than
monoscheme charts, but "remember everything about ideals and blow ups" be-
cause there is a one-to-one correspondence between ideals and blow up towers of
M and M. Let us make this observation rigorous. For concreteness, we discuss
only non-saturated (log) blow ups, but everything easily extends to the saturated
case.

REMARK 3.3.13. (i) Assume that ¢: (X,Mx) — (F,M{) is a fan chart. Any
ideal % C My induces a log ideal .# C My, which is the preimage of ¢ (A )My
under My — My. We say that the blow up F' = Bl(.#) induces the log blow up
(X', Myx/) = LogBI , (X, My) or that the latter log blow up is the pullback of Bl(.%).
Furthermore, (X', Mx,) — F’is also a fan chart (see [Kato, 1994, 9.9], where the fs
case is treated), hence this definition iterates to a tower F, of blow ups of F. We
will denote the pullback tower of log blow ups as ¢*(F,).

(ii) By a slight abuse of language, Kato and Niziol denote ¢*(F,) as (X, Mx) x¢
Fo. One should be very careful with this notation because, in general, there is
no morphism (X, Mx) — F that lifts €. Also, one cannot define analogous "base
change" for an arbitrary morphism of fans F' — F. The reason is that there are
many "unnatural” gluings in the category of fans (e.g. along generic points), and
such gluings cannot be lifted to log schemes (and even to monoschemes).

(iii) For blow up towers, however, the base change notation is safe and agrees
with the base change from the monoschemes. Namely, if € is the sharpening of
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a monoscheme chart c: (X, Mx) — (F, Mg) then there exists a one-to-one corre-
spondence between blow up towers of the monoscheme F = (F, M) and the fan
F = (F, M;), see Lemma [B.1.25 Clearly, the matching towers induce the same
log blow up tower of (X, My). In particular, Z™"(F, M¢) and .7 (F, M¢) (see
Theorem §3.1.27) induce the same log blow up tower of (X, My).

3.3.14. Monoidal desingularization of log schemes. Let (X, M) be a fine log scheme
and assume that (X, M) is monoidally torsion free in the sense that the groups M2’
are torsion free. By monoidal desingularization (resp. saturated monoidal desingu-
larization) of a fine log scheme (X, M) we mean a tower of log blow ups (resp.
tower of saturated log blow ups) (X,, My,) --» (Xo, My) = (X, M) such that for
any geometric point X — X, the stalk of M,, at X is a free monoid. A morphism
(Y,N) — (X, M) is called monoidally smooth if each induced homomorphism of
stalks of monoids Mx — Ny can be extended to an isomorphism Mz & N™ = Ng.

THEOREM 3.3.15. Let .Z™" be a saturated desingularization of fine torsion
free fans which is functorial with respect to smooth morphisms. Then there ex-

ists unique saturated monoidal desingularization F18(X, M) of monoidally tor-
sion free fine log schemes (X, M), such that .7'% is functorial with respect to all
monoidally smooth morphisms and .%'°8(X; M) is the contraction of ¢*(.Z"(F))

for any log scheme (X, M) that admits a fan chart c: (X, Mx) — F. In the same
way, a functorial desingularization . induces a monoidal desingularization

Lg‘log

REMARK 3.3.16. Since any monoscheme chart induces a fan chart, it then fol-

lows from Remark [B3.3.13(iii) that :/ﬁ"g(X, M) is the contraction of_d*(:%; mono ()
for any log scheme (X, M) that admits a monoscheme chart d: (X, Mx) — F.

Proof of Theorem [3.3.15l Both cases are established similarly, so we prefer to
deal with .Zf" (to avoid mentioning saturations at any step of the proof). By de-
scent, it suffices to show that the pullback from fans induces a functorial monoidal
desingularization of those fine log schemes that admit a global fan chart. Thus, if
F1°8 exists then it is unique, and our aim is to establish existence and functoriality.
Both are consequences of the following claim: assume that f: (Y, My) — (X, Mx)
is a monoidally smooth morphism whose source and target admit fan charts
d: (,My) — G and d’: (X,Myx) — F, then contractions of d*(.#%"(G)) and
c*(Ffn(F)) are equal, where ¢ = d’' o f: (,My) — (X,Mx) — F. Note that
d~'(Mg) — My and the homomorphism c¢~'(M;) — My is smooth.

Choose a point y € Y and consider the localizations Y’ = Spec(&y,), F' =
Spec(My,(y)) and G’ = Spec(Mg q(y)) aty and its images in the fans. Since ¢: Mg q(y) —
My, is an isomorphism and the homomorphism : Mg, — My, is smooth, we
obtain a factorization of 1) into a composition of a homomorphism A: Mg —
Mg a(y) and ¢, where A is smooth. Set U = ¢ '(F') N d~'(G’). Then U is a neigh-
borhood of y, and ¢ and d induce homomorphisms ¢y: Mg gpy) — My(U) and
Yu: Mgy — My(U). Sine the monoids are fine, we can shrink U so that the
equality Py = ¢y o A holds. It then follows from Lemma [3.1.8(ii) that c|y factors
into a composition of d|y and the smooth morphism Spec(A): G — F'.

By quasi-compactness of Y we can now find finite coverings Y = U,Y;,
F = UYF and G = U},G;, and smooth morphisms A;: Gi — F; such that
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Y; is mapped to F; and G; by c and d, respectively, and the induced maps of
monoidal spaces ¢;: Y; — Fyand di: Y; — G satisfy ¢; = Ajodi. Set Y =] [, Y,
FF=]],F G =11-,Gi,c:Y — Fand d": Y — G. By descent, it suffices to
check that contractions of ¢”*(.Z#"(F)) and d"*(.#"(G)) are equal. Since, the mor-
phism Y’ — F factors through the surjective smooth morphism F’ — F, and simi-
larly for G, these two pullbacks are equal to the contracted pullbacks of .7 (F/)
and Z'"(G’), respectively. It remains to note that Y/ — F’ factors through the
smooth morphism [ [\, Ai: G’ — F'. Hence .Z7%"(G’) is the contracted pullback
of Z%n(F'), and their contracted pullbacks to Y’ coincide. O

3.4. Desingularization of log regular log schemes. In this section we will
see how saturated monoidal desingularization leads to normalized desingular-
ization of log regular log schemes. Up to now we freely considered saturated and
unsaturated cases simultaneously, and did not feel any essential difference. This
will not be the case in the present section because the notion of log regularity was
developed by Kato and Niziol in the saturated case. Gabber generalized the defi-
nition for non-saturated case and extended to that case all main results about log
regular log schemes. This was necessary for his original approach, but can be by
passed by use of saturated monoidal desingularization. So, we prefer to stick to
the saturated case and simply refer to all foundational results about log regular fs
log schemes to [Kato, 1994] and [Niziol, 2006]]. For the sake of completeness, we
will outline Gabber’s results about the general case in §3.5

3.4.1. Conventions. Recall that Kato’s notion of log regular fs log schemes was
already used in exposé VI, §1.2. Throughout §3.4 we assume that (X, My) is a log
regular fs log scheme. Note that the homomorphism ox: Mx — Ox of X¢-sheaves
is injective by [Niziol, 2006| 2.6], and actually Mx = &[] N Ox, where U C X is
the triviality locus of Mx. So, we will freely identify My with a multiplicative
submonoid of 0.

3.4.2. Monoidal ideals. For any log ideal .# C Mx consider the ideal ¢ =
o(7)Ox it generates. We call _# a monoidal ideal and by a slight abuse of language,
we will write ¢ = % 0x.

LEMMA 3.4.3. Let X = (X, Mx) be as in §3.4.1l The rules .¥ — . 0x and % +—
J N My give rise to a one-to-one correspondence between log ideals . C My
and monoidal ideals .# C 0Ox.

Proof. It suffices to show that any log ideal .# coincides with ¢ = .# 0x N Mx.
The question easily reduces to the case when X admits a chart X — Spec(Z[P])
and .# = IMx, ¢ = JMx for ideals I C ] of P. Assume that the lemma fails, i.e.
I C J, and consider the exact sequence

(3.a) IZ[P] ®zp) Ox — JZ[P] @zp) Ox — JZ[P/1Z[P] ®@zp) Ox — 0

Since Tor?"(Z[P]/1Z[P], 6x) = 0 by [Kato, 1994, 6.1(ii)], IZ[P] @z Ox = 10 and
similarly for J, and we obtain that the first morphism in the sequence (3.a) is
[0x — JOx. To obtain a contradiction, it suffices to show that JZ[P]/IZ[P] ®zp
Ox # 0. Note that Z[P]/mpZ[P] is a quotient of JZ[P]/Z[]], so it remains to note
that mpOx # Ox and hence Z[P]/m,Z[P] ®@zp Ox # 0. O

3.4.4. Interpretation of monoidal smoothness. Note that by VI{LZ](X, M) is monoidally
smooth if and only if X is regular and in this case the non-triviality locus of My is
a normal crossings divisor D.
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3.4.5. Saturated log blow ups of log regular log schemes. Using Kato’s Tor-independence
result [Kato, 1994, 6.1(ii)] Niziol proved in [Niziol, 2006, 4.3] that saturated log
blow ups of (X, Mx) are compatible with normalized blow ups along monoidal
ideals. Namely, if (Y, My) = LogBI , (X, Mx)*" then Y — Bl 4, (X)"°". We will also
need more specific results that showed up in the proof of loc.cit., so we collect
them altogether in the following lemma.

LEMMA 3.4.6. Let f: (X,Mx) — (Y, My) be a strict morphism of fs log regu-
lar log schemes, let .#/ C My be a log ideal and ¢ = f1.7My. Set (X', Mx:) =
LogBI , (X, Mx), (X", Mx~) = (X', Mx/)*, (Y', My:) = LogBl , (Y, My) and (Y", My~) =
(Y, My )%, Then

(i) The (saturated) log blow up of (X, Mx) is compatible with (normalized)

blow up of X: X’ — Bl s, (X) and X" — Bl s4, (X)™".
(ii) The (normalized) blow up of X along ¢ is the pullback of the (normalized)

blow up of Y along .#. In particular, X" — X xy Y"and X" = X xy Y.

Proof. All claims can be checked étale locally, hence we can assume that there
exists a chart g: (Y, My) — (Z[P],P) and .# = g '(I)Mx for an ideal I, C P. Then
it suffices to prove (ii) for g and the induced chart g o f of (X, Mx). In particular,
this reduces the lemma to the particular case when X = Spec(A) and f is a chart
(X, Mx) — (Z[P], P). It is shown in the first part of the proof of [Niziol, 2006, 4.3]
that

X" = Proj(A @z (©p2oI3)) — Proj(@e, #™)

The first isomorphism implies that X’ — X is the base change of Proj(®2,If) =

Y’ =Y, and the second isomorphism means that X’ — Bl ;4 (X). This establishes
the unsaturated and unnormalized part of the Lemma, and the second part fol-
lows in the same way from the second part of the proof of [Niziot, 2006, 4.3]. [J

REMARK 3.4.7. It follows from the lemma that the unsaturated log blow up
(X', Mx/) is log regular in the sense of Gabber, see §3.5 Thus, once log regularity
is correctly defined in full generality, it becomes a property preserved by log blow
ups (as it should be, since log blow ups are log smooth).

3.4.8. Desingularization of log reqular log schemes. By Lemmas B.4.3] and 3.4.6,
any saturated log blow up tower (X,,M,) --» (X, My) induces a normalized
blow up tower X, --» X, which completely determines it. Furthermore, by
§3.4.4] the first tower is a saturated monoidal desingularization if and only if
the second tower is a normalized desingularization. In particular, the saturated

monoidal desingularization :/ﬁ"g(X, M) induces a normalized desingularization

of the scheme X that depends on (X, Mx) and will be denoted .# (X, Mx).

THEOREM 3.4.9. The saturated monoidal desingularization F%8 (see Theo-

rem [3.3.15) gives rise to desingularization Z of log regular log schemes that pos-
sesses the same functoriality properties: if ¢: (Y, My) — (X, M) is a monoidally

smooth morphism of log regular log schemes then .7 (Y, My) is the contraction of

¢t (F (X, My)). Furthermore, if ¢ is strict then ¢t(.7 (X, Mx)) = .Z (X, Mx) xx Y.

Strictness of ¢ in the last claim is not needed. To remove it one should work
out the assertion of Remark [3.1.23]
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Proof. We should only establish functoriality. Let (X', Mx:) = LogBI , (X, Mx)**
be the first saturated blow up of #'°8(X, Mx). Set ¢ = ¢'.# My, then (Y/,My,) =
LogBl , (Y, My)sat is the first saturated blow up of .#'°¢(Y, My) by functoriality of

Flog, By Lemma B.4.6) X' = Bl,», (X)"" and Y’ = Bl 44, (Y)", and using that
¢ (I Ox)Oy = _# Oy we obtain that Y’ is the strict transform of X’. It remains to

inductively apply the same argument to the other levels of the towers. The last
claim follows from Lemma 3.4.6(ii). O

REMARK 3.4.10. The same results hold for (non-saturated) monoidal desingu-
larization, which induces a (usual) desingularization of log regular log schemes.
For non-saturated log regular log schemes (see §3.5) one should first establish
analogs of Lemmas [3.4.3] and [8.4.6] (where the input in the second one does not
have to be saturated). Then the same proof as above applies.

3.4.11. Canonical fans and associated points. By the canonical fan Fan(X) of (X, M)
we mean the set of maximal points of the log stratification (i.e. the maximal points
of the log strata). Alternatively, Fan(X) can be described as in [Niziol, 2006, §2.2]
as the set of points x € X such that mg coincides with the ideal Iy C 0% generated
by (Mg — MJ).

We provide F = Fan(X) with the induced topology and define M; to be the
restriction of My onto F. For example, for a toric k-variety X = Spec(k[Z]), where
Z is a monoscheme, (F, M) is isomorphic to the sharpening of Z. More generally,
if log scheme (X, My) is Zariski then (F, M¢) is a fan and the map c¢: X — Fsending
any point to the maximal point of its log stratum is a fan chart of X. This follows
easily from the fact that such (X, Mx) admits monoscheme charts Zariski locally.

REMARK 3.4.12. In general, (F, M¢) does not have to be a fan, but it seems
probable that it can be extended to a meaningful object playing the role of alge-
braic spaces in the category of fans. We will not investigate this direction here.

LEMMA 3.4.13. Let X = (X,Mx)) be an fs log regular log scheme with a
monoidal ideal .# C 0x. Then:

(i) The set of associated points of Ox/.# is contained in Fan(X).

(ii) The fans of Bl »(X) and Bl ~(X)"°" are contained in the preimage of Fan(X).

(iii) For any tower of monoidal blow ups (resp. normalized monoidal blow
ups) X, --» X, its set of associated points is contained in Fan(X).

Proof. (i) It suffices to check that any x € X —Fan(X) is not an associated point
of Ox/#. Since associated points are compatible with flat morphisms, we can

pass to the formal completion X, = Spec(ﬁ’Ax,X). Let us consider first the more

difficult case when A = ﬁAX,X is of mixed characteristic (0,p). By VI{Le, A —
B/(f) where B = C(k)[[QI][[t]], Q is a sharp monoid defining the log structure,
t = (ty,...,ty), and f € B equals to p modulo (Q \ {1},t). Note thatn > 1 as
otherwise Q \ {1} would generate the maximal ideal of A. In this case, x is the

log stratum of )A(X and hence x is the maximal point of its log stratum in X, which
contradicts that x ¢ Fan(X). The completlon 7 of .7 is of the form IA for an
ideal I C Q. We should prove that x € X, is not an associated point of A/ 7, or,
equivalently, depth(A/.¥ ) > 1. Since B/(fB + .# B) =A/ 7, , it suffices to show
that depth(B/ ﬁ\B) > 2 and f is a regular element of B/ 7B.
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Regularity of f follows from the following easy claim by taking C = C(k), ] =1
and R = QtY...tN: if C is a domain, R is a sharp monoid with anideal J, f is an el-
ement of C[[R]] with a non-zero free term, and g € C[[R]] satisfies fg € JC[[R]] then

g € JC[[R]]. Next, let us bound the depth of B/ 7B. In view of [Matsumura, 1980a,
21.C], depth is preserved by completions of local rings hence it suffices to show
that depth(D,/ID,) > 2, where D = C(k)[Q][t] and r = (mg,p,1) is the ideal

generated by mg = Q \ {1}, p and t. Note that D/ID — C(k)[t][Q \ I] as a
C(k)[t]-module, hence it is a flat C(k)[t]-module and the local homomorphism
C(k)tlpy — D,/ID, is flat. By [Matsumura, 1980a, 21.C], depth(D,/ID,) >
depth(C(k)[tl(py)) = n+ 1 > 2, so we have established the mixed characteris-
tic case. In the equal characteristic case we have that A = k[[Q]][[t]], and the same

—

argument shows that depth(A/.#) > depth(k[tly) =n > 1.
To prove (ii) we should check that if x € X—Fan(X) then no point of Fan(Bl (X))
sits over x. We will only check the mixed characteristic case since it is more diffi-

cult. As earlier, X, = Spec(A) where A = B/(f) and B = C(k)[[Q]][[}]. Note that
P: Xy — Xis a flat strict morphism of log schemes. Hence 1 is compatible with
blow ups and it maps the fans of X, and Bl >(X) to the fans of X, and Bl,(X), re-

~

spectively. Therefore, we should only check that Fan(BI 7(X,)) is disjoint from the

preimage of x. The latter blow up is covered by the charts V, = Spec(Ala™ )
with a € I. Set P’ = Q[a7'l], B’ = C(kK)[[P[[t,...,t]]/(f) and A’ = B'/(f)
(where f is as above). Then the m,-adic completion of V, is V, = Spec(A’).

A~

The ideal defining the closed point of Fan(V,) is generated by the maximal ideal
m’ of P’. This ideal does not contain any t;. Indeed, t; ¢ m’B’ + fB’ because

~

ty & fC(K)[[ty,...,tallas f —p € (ti,...,tn). Thus, Fan(V,) is disjoint from the
preimage of x, and hence the same is true for Fan(V,). This proves (ii) in the non-
saturated case, and the saturated case is dealt with similarly but with P’ replaced
by its saturation. Finally, (iii) follows immediately from (i) and (ii). O

3.4.14. Independence of the log structure. Dependence of .7 (X, Mx) on My is

a subtle question. In this section we will use functoriality of .# to prove that

Z (X, Mx) is independent of My in characteristic zero (i.e., it is compatible with
any automorphism of X). This will cover our needs, but the restriction on the

characteristic will complicate our arguments later. Conjecturally, .# (X, Mx) does
not depend on My at all and the following result of Gabber supports this conjec-

ture: if P and Q are two fine sharp monoids and k[[P]] — k[[Q]] for a field k (of
any characteristic!) then P — Q. For completeness, we will give a proof of this in

§3.6l

THEOREM 3.4.15. Let .Z be a functorial normalized desingularization of reg-

ular ge schemes of characteristic zero, and let .% (X, Mx) be the normalized desin-
gularization of log regular log schemes it induces (see Theorem [3.4.9). Assume
that (X, Mx) and (Y, My) are saturated log regular log schemes such that there ex-

ists an isomorphism ¢: Y — X of the underlying schemes. Assume also that the
maximal points of the strata of the stratifications of X and Y by the rank of M*"

are of characteristic zero. Then .7 (X, Mx) and .% (Y, My) are compatible with ¢,

that is, Z (Y, My) = ¢* (.7 (X, Mx)).
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Proof. We can check the assertion of the theorem étale locally. Namely, we
can replace X with a strict étale covering X’ and replace Y with Y = Y xx X’
with the log structure induced from Y. In particular, we can assume that the log
structures are Zariski, and so the canonical fans Fan(X) and Fan(Y) are defined.
Our assumption on the maximal points actually means that Fan(X) is contained in
Xgo = X®z Q. By Lemma[3.4.13(iii) and Z (X, M) is the pushforward of its
restriction onto Xg, and similarly for Y. So, it suffices to prove that the normalized

desingularizations of Xq and Yg are compatible with respect to ¢ ®z7Q: Xg — Yo.
Thus, it suffices to prove the theorem for X and Y of characteristic zero, and, in
the sequel, we assume that this is the case.

To simplify notation we identify X and Y, and set Nx = My. It suffices to

check that the blow up towers F | (X, MX) and .# (X Nx) coincide after the base
change to each completion Xe = Spec(ﬁ’xyx) at a geometric point X. By VI{L6)]
we have that 5(} — Spec(k[[P][[ty, ..., t.]]), where P — ij, and the mor-
phism of fs log schemes ()/(\X, P) — (X, My) is strict. By Theorem [3.3.15] the con-
tracted pullback of .7 (X MX) to X coincides with .# lOg(Xg, P). In the same way,
the contracted pullback of ¥ (X Nx) coincides with .# Flog (Xy) Q), where é)\x’g -
Spec(k[[QIl[tr, ..., tml]) (we use that k is 1somorph1c to the residue field of this
ring and hence depends only on the ring Ox x)-

Let us now recall how .Z%8(Xx, P) is constructed (Theorems 3.1.27,3.2.20/and
B.3.15). We have the obvious strict morphism X— — Z := Spec(QIPI[t1, ..., tal),
hence .7 18 ()A(g, P) is the pullback of .7 Flog (Z, P). The latter is the pullback of 2‘v’m‘m"(P) =
%E’m( P), which, in its turn, is i induced from .% ( ). Therefore, F | (Z,P) = F | (Z)
and, by the functor1al1ty of .#, its pullback to Xx is .7 (Xg). The same argument
shows that .7 (X (Xx) is the Contracted pullback of F | (X, Nx).

In order to prove that F | (X,Mx) = (X, Nx) it only remains to resolve the
synchronization issues, i.e. to prove equality without contractions. For this one
should take the union S of the fans of (X, My) and (X, Nx), and consider the mor-
ph1sm Xs = HXGS Xx rather than the individual completions. The pullbacks of

(X Mx) and % (X Nx) to )A(s have no empty blow ups because the fans contain
all associated points of the towers by Lemma M(iii) Hence the same argu-

ment as above shows that they both coincide with .% ( 5) O

REMARK 3.4.16. (i) Without taking the completion, .7 (X) does not even have
to be defined as X may be non-qe. In order to pass to the completion we used
functoriality of the monoidal desingularization with respect to strict morphisms,
which may be very bad (e.g. non-flat) on the level of usual morphisms of schemes.

Even when (X, M) is log regular, the formal completion morphism )/(\X — X can
be non-regular in the non-qe case. However, one can show that it is regular over
the fan, and this is enough to relate the (log) desingularization of X and X,

(ii) We used the very strong desingularization 7 from Theorem How-
ever, it is easy to see that only the properties listed in Theorem were essen-
tial.

3.5. Complements on non-saturated log regular log schemes. For the sake
of completeness, we mention Gabber’s results on non-saturated log regular log
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schemes that will not be used. We only formulate results but do not give proofs.
Gabber defines a fine log scheme (X, Mx) to be log regular if its saturation is log
regular in the usual sense. Assume now that (X, My) is fine and log regular. The
key result that lifts the theory off the ground is that Kato’s Tor independence
extends to non-saturated log regular log schemes. Namely, if (X, Mx) admits a

chart Z[P] and I C Pisanideal then Torfm (Ox, Z[P]/1) = 0. For fs log schemes this
is due to Kato, and Gabber deduces the general case using a non-flat descent. It
then follows similarly to the saturated case that if (Y; My) = LogBl , (X, Mx) then

Y = Blyss (X) and (Y, My) is log regular. In addition, one shows that (X, M)

is saturated if and only if X is normal, and if (Y,My) = (X,Mx)% then Y —
X"t Using these foundational results on log regular fine log schemes one can
imitate the method of §3.4l to extend Lemma [3.4.13] to the non-saturated case. As
a corollary, one obtains an analog of Theorem B.4.15 for .# and .7 %5,

3.6. Reconstruction of the monoid. This section will not be used in the se-
quel. Its aim is to prove that a fine torsion free monoid P can be reconstructed
from a ring A = k[[P]] where k is a field. The main idea of the proof is that an

isomorphism k[[P]] — A defines an action of the torus Spec(k[P#P]) on A, and any
two maximal tori in Aut(A) are conjugate.

3.6.1. Automorphism groups of complete rings. Let k be a field and A be a com-
plete local noetherian k-algebra with residue field k. Let m denote the maximal
ideal and set A, = A/m""". Consider the algebraic k-groups G, = Auty(A,),
i.e. Go(B) = Autg(A,, ®x B) for any k-algebra B. They form a filtering projective
family ...G, — G; — Gp, which we call algebraic pro-group G,. Note that G,
induces a functor G(B) = lim,G,(B) and G(k) = Aut,(A).

REMARK 3.6.2. Gabber also considered more complicated filtering families,
but we stick to the simplest case we need.

3.6.3. Stabilization. We say that an algebraic pro-group G, is stable if the ho-
momorphisms G,1 — G, are surjective for large enough n. Any algebraic group
can be stabilized as follows. For each G,, and i > 0 let G,,; denote the image of
Gnti in Gn. Then Gnp 2 Gn1 2 ... is a decreasing sequence of algebraic sub-
groups of G, hence it stabilizes on a subgroup G$' C G,. The family G with
obvious transition morphisms is an algebraic pro-subgroup of G,, and it is clear
from the definition that G$' is stable. Note also that G§' is isomorphic to G, at least

in the sense that G(B) — lim, G$!(B) for any k-algebra B.

3.6.4. Maximal pro-tori. By a pro-torus T, in G, we mean a compatible family of
tori T,— G, for n > 0, in the sense that 7,,(T,..1) = T.. Itis called a torus if 7,’s
are isomorphisms for n > 0. A pro-torus is split or maximal split if so are T, for
n > 0. Pro-tori T, and T, are conjugate if for n >> 0 there exists a compatible family
of conjugations G, — G, taking T, to T,..

PROPOSITION 3.6.5. Assume that k is a field, G, is a stable pro-algebraic k-group,
and T,, T,— G, are split pro-tori. If T, is maximal then T, is conjugate to a sub-pro-torus
of Te. In particular, any two maximal split pro-tori are conjugate.

Proof. It is a classical result that maximal split tori in algebraic k-groups are
conjugate. In particular, for each n we can move T into T,, by a conjugation, and
the only issue is compatibility of the conjugations. Naturally, to achieve com-
patibility we should lift conjugations inductively from G, to G,;. It suffices to
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prove that if 7, is surjective and c,,: G, — G, conjugates T, into T, then it lifts
to cni1: Gni1 — Gnyr that conjugates T.; into T,;. By the stability assumption,
we can lift c,, to a conjugation ¢’ of G,;. It takes T ; to the subgroup H = KT,
where K is the kernel of 7t,. Since maximal split tori in H are conjugate and con-
jugation by elements of T,.; preserves T,,;, we can find a conjugation c¢” by an
element of K that takes c¢’(T.,;) to T,y;. Then ¢,y = c”c’ is a lifting of c, as

required O

COROLLARY 3.6.6. Let k be a field and let G, be an pro-algebraic k-group. If
T,, T, C G, are stable pro-tori and T, is maximal as a split pro-torus of G,, then T,
is conjugate to a subtorus of T,.

Proof. Obviously, T,, T, C GS! for n > 0. So, T, is conjugate to a subtorus of T,
already inside of G* by Proposition [3.6.5 O

3.6.7. Certain toriin Auty(A). Any isomorphism C[[P]] — A, where C is a com-
plete local k-algebra and P is a sharp fine monoid, induces an algebraic action of
the split torus Tp = Spec(k[P8P]) on A: a character x: P — k acts on C trivially and
actsonp € P by p — x(p)p (and the action of B-points x: P — B is analogous).
Thus we obtain homomorphisms {: T, — G/ which are injective for n > 0. In
particular, the image is a split torus of G. Furthermore, we claim thatif C = k then
the torus is maximal (as a pro-torus). Indeed, if ¢ € Auty(A) commutes with Tp
then its action on k[[P]] preserves the Tp-eigenspaces pk for p € P and on each pk
it acts by multiplication by a number A(p). Clearly, A: P — k is a homomorphism
and we obtain that ¢ belongs to P (Tp(k)) and corresponds to A € Tp(k).

THEOREM 3.6.8. Assume that k is a field, P is a sharp fine monoid and A =
K[[P]]. If C is a complete local k-algebra, Q is a sharp fine monoid and C[[Q]] S A

then C — k[[R]]and P — Q x R for a sharp fine monoid R. In particular, P is
uniquely determined by A.

Proof. Consider G = Auty(A) with split tori Tp, To— G corresponding to these
isomorphisms. By maximality of Tp and Corollary [3.6.6] there exists a conjugation
of G that maps Tg into Tp. This produces a new isomorphism C[[Q]] —» A =
k[[P]] that respects the grading, i.e. each pk lies in some qC, and we obtain a
surjective map f: P — Q, which is clearly a homomorphism. If C = k then f is an
isomorphism and we obtain that P is determined by A.

Set Rq = [ [,cr1(q Pk- We have natural embeddings [ ] .1, pk—qC which
are all isomorphisms because A = [, Rq is isomorphic to C[[Q]] =[], qC.
In particular, for R = R; we have that C = [] qeR gk = kI[[R]]. Therefore,

A = K[[RII[[Q]] = K[[R x Q]], and since the monoid is determined by A we obtain
that P = Q x R. O

4. Proof of Theorem [1.1- preliminary steps

The goal of §4 is to reduce the proof of Theorem [I.1] to the case when the
following conditions are satisfied: (1) X is regular, (2) the log structure is given by
an snc divisor Z which is G-strict in the sense that for any g € G and a component
Z; either gZ; = Z; or gZ; N Z; = {), (3) G acts freely on X\ Z and for any geometric
point X — X the inertia group Gy is abelian.
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4.1. Plan. A general method for constructing a G-equivariant morphism f as
in Theorem[1.1]is to construct a tower of G-equivariant morphisms of log schemes
X" =X, --» Xp = X, where the underlying morphisms of schemes are normalized
blow ups along G-stable centers sitting over ZU T, such that various properties of
the log scheme X; with the action of G gradually improve to match all assertions
of the Theorem. To simplify notation, we will, as a rule, replace X with the new
log scheme after each step. The three conditions above will be achieved in three
steps as follows.

4.1.1. Step 1. Making X regular. This is achieved by the saturated log blow up

tower .# (X, Z): X" --» X from Theorem[3.4.9 In particular, the morphism X’ — X
is even log smooth. In the sequel, we assume that X is regular, in particular, Z is a
normal crossings divisor by VI{L.ZL We will call Z the boundary of X. In the sequel,
these conditions will be preserved, so let us describe an appropriate restriction on
further modifications.

4.1.2. Permissible blow ups. After Step 1 any modification in the remaining
tower will be of the form f: (X, Z") — (X, Z) where X’ = Bly(X), Z' = f(ZU V)
and V has normal crossings with Z, i.e. étale locally on X there exist regular pa-
rameters ty,...,tq such that Z = V(H; ti)and V = V(t;,,..., 1, ). We call such
modification permissible and a blow up f: X’ — X is called permissible (with re-
spect to the boundary Z) if it underlies a permissible modification. Since there
is an obvious bijective correspondence between permissible modifications and
blow ups we will freely pass from one to another. Note that Z' = f*(Z) U E/,
where E/ = f~1(V) is the exceptional divisor.

4.1.3. Permissible towers. A permissible modification tower (Xq,Z4) --+ (Xo, Zo) =
(X, Z) is defined in the obvious way and we say that a blow up tower X4 --» Xis
permissible if it underlies such a modification tower. Again, we will freely pass
between permissible towers of these types. Note that Z; = Z' U E;, where Z' is
the strict transform of Z under h;: X; --» X and E; is the exceptional divisor of h;
(i.e. the union of the preimages of the centers of h;).

REMARK 4.1.4. (i) Consider a permissible tower as above. It is well known
that for any i one has that X; is regular, Z; is normal crossings and E; is even snc.
For completeness, let us outline the proof. Both claims follow from the following;:
if Z is snc then Z; is snc. Indeed, the claim about E; follows by taking Z = () and
the claim about Z; can be checked étale locally, so we can assume that Z is snc.
Finally, if Z is snc then Z; is snc by Lemma 4.2.9 below.

(ii) Permissible towers are very common in embedded desingularization be-
cause they do not destroy regularity of the ambient scheme and the normal cross-
ings (or snc) property of the boundary (or accumulated exceptional divisor). Even
when one starts with an empty boundary, a non-trivial boundary appears after
the first step, and this restricts the choice of further centers. Actually, any known
self-contained proof of embedded desingularization constructs a permissible res-
olution tower.

4.1.5. G-permissible towers. In addition, we will only blow up G-equivariant
centers V. So, f: X’ = Bly(X) — X is G-equivariant and the exceptional divisor
E = f7'(V) is regular and G-equivariant and hence G-strict. Such a blow up (or
their tower) will be called G-permissible. It follows by induction that the excep-
tional divisor of such a tower is G-strict.
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4.1.6. Step 2. Making Z snc and G-strict. Consider the stratification of Z by
multiplicity: a point z € Z is in Z" if it has exactly n preimages in the normaliza-
tion of Z. Note that {Z"} is precisely the log stratification as defined in §3.3.1l By
depth of the stratification we mean the maximal d such that Z¢ # (). In particular,
Z% is the only closed stratum. Step 2 proceeds as follows: X;;; — X; is the blow
up along the closed stratum of Z3*.

REMARK 4.1.7. What we use above is the standard algorithm that achieves
the following two things: Z’ is snc and Z°' = () (see, for example, [de Jong, 1996,
7.2]). Even when Z is snc, the second property is often used in the embedded
desingularization algorithms to get rid of the old components of the boundary.

4.1.8. Justification of Step 2. Since the construction is well known, we just sketch
the argument. First, observe that Z¢ has normal crossings with Z, that is, X’ =
Blza(X) — X is permissible. Thus, Z’ is normal crossings and hence Z*' is also
normal crossings. A simple computation with blow up charts shows that the
depth of Z*' is d — 1 (for example, one can work étale-locally, and then this fol-
lows from Lemma [4.2.8 below). It follows by induction that the tower produced
by Step 2 is permissible, of length d and with Z§ = . So, Z4 = E4 is snc by
Remark 4.1.4land G-strict by §4.1.51

4.1.9. Step 3. Making the inertia groups abelian and the action of G on X \ Z free.
Recall (VIHL]) that the inertia strata are of the form Xy = X"\ Upcp X", Step
3 runs analogously to Step 2, but this time we will work with the inertia strat-
ification of X instead of the log stratification, and will have to apply the same
operation a few times. Let us first describe the blow up algorithm used in this
step; its justification will be given in §4.2|

Let fxny: X’ --» X denote the following blow up tower. First we blow up the
union of all closed strata Xj;. In other words, V; is the union of all non-empty
minimal X", i.e. non-empty X" that do not contain X* with ) C X* ¢ X". Next,
we consider the family of all strict transforms of X" and blow up the union of the
non-empty minimal ones, etc. Obviously, the construction is G-equivariant. We
will prove in Proposition 4.2, 11l that fxi, is permissible of length bounded by the
length of the maximal chains of subgroups. Also, we will show in §4.2.13 that
fixny decreases all non-abelian inertia groups, so the algorithm of Step 3 goes as
follows: until all inertia groups become abelian, apply fy;: X' --» X (i.e. replace
(X, Z) with (X', Z")).

4.2. Justification of Step 3.

4.2.1. Weakly snc families. Assume that X is regular, Z— X is an snc divisor, and
{Xi}ie1 is a finite collection of closed subschemes of X. For any ] C I we denote by
X; the scheme-theoretic intersection Mj¢;X;. The family {X;} is called weakly snc if
each X; is nowhere dense and X is regular. The family {X;} is called weakly Z-snc
if it is weakly snc and each Xj has normal crossings with Z. In particular, {X;}ic:
is weakly snc (resp. weakly Z-snc) if and only if the family {Xj}y..jc1 is weakly snc
(resp. weakly Z-snc).

REMARK 4.2.2. (i) Here is a standard criterion of being an snc divisor, which
is often taken as a definition. Let D—X be a divisor with irreducible components
{Di}ie1. Then D is snc if and only if it is weakly snc and each irreducible compo-
nent of Dj is of codimension [J| in X.
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(ii) The condition on the codimension is essential. For example, xy(x +y) =0
defines a weakly snc but not snc divisor in AZ = Spec(k[x,yl).

(iii) The criterion from (i) implies that if X is qe then the snc locus of D is open
— it is the complement of the union of singular loci of Dj’s. (Note that this makes
sense for all points of X because D is snc at a point x € X\ D if and only if X = Dy
is regular at x.)

LEMMA 4.2.3. Let (X,Z) and G be as achieved in Step 2. Then the family
14HCG 1S wea -snc.
{X"hsnce i kly 2

Proof. Recall that for any subgroup H C G the fixed point subscheme X" is
regular by Proposition VIH4.2] and X" is nowhere dense for H # 1 by generic
freeness of the action of G. Since for any pair of subgroups K,H C G we have
that X" xx X* = X*", the family is weakly snc. It remains to show that Y = X"
has normal crossings with Z. Note that it is enough to consider the case when
X is local with closed point x and G = H. The cotangent spaces at x will be
denoted T*X = mx,/ mﬁ)x, T*Y, etc. Their dual spaces will be called the tangent
spaces, and denoted TX, TY, etc. Let ¢* : T*X—T*Y denote the natural map and
let ¢ : TY=TX denote its dual. We will systematically use without mention that
|G| is coprime to chark(x), in particular, the action of G on T*X is semi-simple.

The proof of VI#4.2 also shows that for any point x € X", the tangent space
T,(X") is isomorphic to (T,X)". In particular, TY — (TX)¢ and hence ¢* maps
(T*X)€ C T*X isomorphically onto T*Y. Therefore, U = Ker(¢*) is the G-orthogonal
complement to (T*X)€, i.e. the only G-invariant subspace such that (T*X)¢aU —
T*X. Let Z; = V(ti), 1 <1 < n be the components of Z and let dt; € T*X denote
the image of t;. By Z-strictness of G, each line L; = Span(dt;) is G-invariant, so G
acts on dt; by a character x;. Without restriction of generality, X, ..., Xx: for some
0 <1 < n are the only trivial characters. In particular, L = Span(dt,,...,dt,) is
the direct sum of L® = Span(dty, ..., dt;) and its G-orthogonal complement LNU,
which (by uniqueness of the complement) coincides with Span(dty,...,dt,).
Complete the basis of L to abasis{dty, ..., dt,, er,. .., en}of T*X such that {dty;,...,dty,er,..., €
for some r < m is a basis of U and choose functions si,...,s, on X so that
ds; = e and sy,...,s, vanish on Y. Clearly, ti,...,t,,81,...,5n is a regular
family of parameters of Ox,, so the lemma would follow if we prove that Y =
V(tpr], R I .,Sr).

Since Y is regular and Ker(¢$*) is spanned by the images of ti1,...,tn, S1,..., 5y,
we should only check that these functions vanish on Y. The s;’s vanish on Y by
the construction, so we should check that t; vanishes on Y whenever | < 1 < n.
Using the functorial definition from VI{4.1l of the subscheme of fixed points, we
obtain that Z¢ = Z; xx X, hence Z; xx Y is regular by VI{4.2l However, TY is con-
tained TZ;, which is the vanishing space of dt;, hence we necessarily have that
Y‘—)Zi. O

4.2.4. Snc families. A family of nowhere dense closed subschemes {Xi}i¢| is
called snc (resp. Z-snc) at a point x if X is regular at x and there exists a regular
family of parameters t; € Ox such that in a neighborhood of x each X; (resp. and
each irreducible component Z of Z) passing through x is given by the vanishing
of a subfamily t;,,...,t;. Note that the family {X}ic; is Z-snc if and only if the
union {Xi} U{Zy} is snc. A family is snc if it is so at any point of X (in particular, X
is regular).
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REMARK 4.2.5. (i) It is easy to see that the family {X"};c¢ is snc whenever G
is abelian. Indeed, it suffices to show that for any point x there exists a basis of
T, X such that each T,(X") is given by vanishing of some of the coordinates. But
this is so because the action of G on T, X is (geometrically) diagonalizable and
T.(X") = (T X)". In general, the family {X"};;c¢ does not have to be snc, as the
example of a dihedral group D,, with n > 3 acting on the plane shows.

(ii) If Z—X is an snc divisor with components Z; and V—X is a closed sub-

scheme then the family {Z;, V} is snc if and only if V has normal crossings with
L.

The transversal case of the following lemma can be deduced from [EGA 1V,
§19.1], but we could not find the general case in the literature (although it seems
very probable that it should have appeared somewhere).

LEMMA 4.2.6. Any weakly snc family with |I| = 2 is snc.

Proof. We should prove that if X = Spec(A) is a regular local scheme and
Y, Z are regular closed subschemes such that T = Y xx Z is regular then there
exists a regular family of parameters t;,...,t, € A such that Y and Z are given
by vanishing of some set of these parameters. Let m be the maximal ideal of A,
and let I, ] and K = I + ] be the ideals defining Y, Z and T, respectively. By
T*X = m/m?, T*Y, etc., we denote the cotangent spaces at the closed point of

X. Note that I/mI — Ker(T*X — T*Y), and similar formulas hold for J/m] and
K/mK. Indeed, we can choose the parameters so that Y = V(t;,...,1,) and then
the images of ty, ..., t; form a basis both of I/mI and Ker(T*X — T*Y).

Now, let us prove the lemma. Assume first that Y and Z are transversal,
ie. T*X—>T*Y @ T*Z. Choose elements t;,...,t; such that Y = V(t;,..., 1),
Z=V(tii,...,ti), L =codim(Y) and k = codim(Z). Then the images dt; € T*X

of t; are linearly independent because dt;,...,dt; span Ker(T*X — T*Y) and
dtiy, ..., dtik span Ker(T*X — T*Z). Hence we can complete t;’s to a regu-
lar family of parameters by choosing ti k41, ..., t, such that dt;, ..., dt, is a basis

of T*X. This proves the transversal case, and to establish the general case it now
suffices to show that if Y and Z are not transversal then there exists an element
t; € m\ m? which vanishes both on Y and Z. (The we can replace X with X; =
V(t;) and repeat this process until Y and Z are transversal in X, = V(t1,...,tq).)
Tensoring the exact sequence 0 — INJ — @& ] — K — 0 with A/m we obtain an
exact sequence

In])/m(IN]) = I/mla]/m] % K/mK— 0

The failure of transversality is equivalent to non-injectivity of ¢, hence there ex-
ists an element f € I N ] with a non-zero image in I/mI & J/mJ. Thus, f € m \ m?
and we are done. O

4.2.7. Blowing up the minimal strata of a weakly snc family. Given a weakly snc
family {Xi}ic;, we say that a scheme X; with | C I is minimal if it is non-empty
and any Xj» C X; is empty. Also, we will need the following notation: if Z—X s
a closed subscheme and D— X is a Cartier divisor with the corresponding ideals
Iz, Ip C Ox, then Z + D is the closed subscheme defined by the ideal .7 .%p.
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PROPOSITION 4.2.8. Assume that X is reqular, Z—X is an snc divisor with irre-
ducible components Zy, ..., Zy, and {Xi}ic1 is a Z-snc (resp. weakly Z-snc) family of sub-
schemes. Let V be the union of all non-empty minimal subschemes Xj, f: X' = Bly(X) —
X, X! =f4X;)and Z' = (ZUV). Then

(i) X" is reqular and Z' is snc.

(ii) The family {X{}ic1 is Z'-snc (resp. weakly Z'-snc).

(iii) For any | C 1, the scheme-theoretical intersection X]’ = ﬁje]X].’ coincides with
1(X;).

(iv) For any ] C 1 the total transform Xy xx X" is of the form Xj + Dy where Dy is the
divisor consisting of all connected components of €/ = =1 (V) contained in £~ (Xj).

Proof. We start with the following lemma.

LEMMA 4.2.9. Assume that X is regular, Z is an snc divisor and V—Y are
closed subschemes having normal crossings with Z. Let f: X’ — X be the blow
up along V, Y’ = f4(Y), Z' = f'(ZU V), and E’' = f (V). Then Z' is snc, Y’ has
normal crossings with Z’and Y xx X' =Y’ + E".

Proof. The proof is a usual local computation with charts. Take any point u €
V and choose a regular family of parameters ti,...,t, at u such that Y (resp. V,
resp. Z) are given by the vanishing of t,...,ty, (resp. ti,...,t, resp. [ [ 1),
where 0 <m <1 <mnand I C{l,...,n}. Locally over u the blow up is covered
by 1 charts, and the local coordinates on the i-th chart are t{ such that t/ = t; for

j>1lorj=1and tj’ = %l otherwise. On this chart, Y xx X’ (resp. Y/, resp. E/,
resp. Z') is given by the vanishing of t;,...,t, (resp. t{,...,t;, resp. t{, resp.
[ Licru ), hence the lemma follows. O

The lemma implies (i). In addition, it follows from the lemma that f*!(X;) has
normal crossings with Z’ and X; xx X' = f*(Xj) + Dj. Thus, (iii) implies (iv),
and (iii) implies (ii) in the case when the family {X;}ic1 is weakly Z-snc. Note also
that if this family is Z-snc then locally at any point x € X there exists a family of
regular parameters t = {t;, ..., t,} such that each X; and each component of Z is
given by the vanishing of a subfamily of t locally in a neighborhood of x. Then
the same local computation as was used in the proof of Lemma proves also
claims (ii) and (iii) of the proposition. So, it remains to prove (iii) when the family
is weakly snc. It suffices to prove that if (iii) holds for X; and Xk then it holds for
Xjuk- Moreover, (iii) does not involve the boundary so we can assume that Z = ().
It remains to note that {Xj, Xs} is an snc family by Lemma [4.2.6] hence our claim
follows from the snc case. O

4.2.10. Blow up tower of a weakly Z-snc family. Let X be a regular scheme, Z be
an snc divisor and {X;}ic; be a weakly Z-snc family. By the blow up tower fix,; of
{Xi} we mean the following tower: the first blow up h; : X; — X, = X is along the
union of all non-empty minimal schemes of the form X; for ) # J C I, the second
blow up is along the union of all non-empty minimal schemes of the form hs*(X;)
for() #7] C 1, etc.

PROPOSITION 4.2.11. Keep the above notation. Then the tower fix,, is permissible
with respect to Z and its length equals to the maximal length of chains ) # X, C --- C

Xy, with ® # Ja € -+ C J1 € L Furthermore, the strict transform of any scheme X is
empty and the total transform of Xj is a Cartier divisor.
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Proof. The claim about the length is obvious. Let fx,) : Xq --+ Xo = X and let
hy : X, --» Xo = X be its n-th truncation. For each i € Iset X;,; = h¥(X;) and
for each ] C I set X,j = NigjXn,i. Using Proposition 4.2.8] and straightforward
induction on length, we obtain that the family {X, i}ic is weakly Z,-snc, X,,; =
h2(X;), the blow up Xy11 — X, is along the union of non-empty minimal X, ;’s,
and Xj xx X;, = Xyj + Djn, where Dj,, is a divisor. So, the tower is permissible,
and since X4; = () we also have that Xj xx X4 is a divisor. O

REMARK 4.2.12. We will not need this, but it is easy to deduce from the propo-
sition that on the level of morphisms the modifications X4 — X is isomorphic to
the blow up along [ j_;c; #;-

4.2.13. Justification of Step 3. The blow up tower fiiy: X --+ X from Step 3 is
G-equivariant in an obvious way, and it is permissible by Proposition In
addition, Z' = f1(Z)Uf ' (U1mceXM) and, since G acts freely on X'\~ (U zceX™) —
X\ Urznce X", it also acts freely on X’ \ Z'. It remains to show that applying
we decrease all non-abelian inertia groups. Namely, for any x’ € X’ mapped to
x € X we want to show that either Gy is abelian or the inclusion Gy C Gx is strict.

Let H C G be any non-abelian subgroup with commutator K = [H, H]. Since
XX xx X' is a divisor by Proposition the universal property of blow ups
implies that X" — X factors through Y = Blxx(X). On the other hand, it is proved
in VIH4.7Z that Y — X is an H-equivariant blow up, and if a geometric point x — X
with Gg = H lifts to a geometric pointy — Y then Gy C H. Therefore, the same is
true for the G-equivariant modification X’ — X, and we are done.

5. Proof of Theorem [1.1/- abelian inertia

5.1. Conventions. Throughout §5 we assume that (X,Z) and G satisfy all
conditions achieved at Steps 1, 2, 3, and our aim is to construct a modification
fiex,z): X' = X as in Theorem[L1l Unless specially mentioned, we do not assume
that X is ge. This is done in order to isolate the only place where this assumption
is needed (existence of rigidifications).

5.2. Outline of our method and other approaches.

5.2.1. Combinatorial nature of the problem. On the intuitive level it is natural to
expect that "everything relevant to our problem" should be determined by the
following "combinatorial" data: the log structure of X, the inertia stratification
of X by Xy = X"\ UH/QHXH/ and the representations of the inertia groups on
the tangent spaces (which are essentially constant along Xy). This combinatorial
nature is manifested in both approaches to the problem that we describe below.

5.2.2. Combinatorial algorithm. The most natural approach is to seek for a "com-
binatorial algorithm" that iteratively blows up the closures of log-inertia strata (i.e.
intersections of a log stratum with an inertia stratum) or some generalization
thereof. Actually, our (very simple) algorithms in §4 were of this type. The algo-
rithm should be governed by a combinatorial data, such as the number of compo-
nents of Z through a point x and the history of their appearance (similarly to the
desingularization algorithms), the representation of Gx on T, plus some history
(e.g. representation of G¢ on the tangent spaces to the components of Z), etc.

It is natural to expect that building such an algorithm would lead to a rela-
tively simple proof of Theorem [I.1l In particular, it would be non-sensitive to
quasi-excellence issues. Unfortunately, despite partial positive results, we could
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not construct such an algorithm. Thus, the question whether such an algorithm
exists remains open

5.2.3. Our method. A general plan of our method is as follows. In §5.3lwe will
show that such a modification f exists étale-locally on the base if X is ge. A priori,
our construction will be canonical up to an auxiliary choice, but then we will
prove in §5.5/that actually it is independent of the choice and hence descends to a
modification f as required. To prove independence we will show in §5.4] that the
construction is functorial with respect to strict inert morphisms (i.e. morphisms
that preserve both the log and the inertia structures, see §5.3.6). The latter is a
manifestation of the "combinatorial nature" of our algorithm.

5.3. Local construction.

5.3.1. Very tame action and Zariski topology. Note that the log structure on (X, Z)
is Zariski since Z is snc. Thus, it will be convenient to describe very tame action
in terms of Zariski topology. We say that the action of G is very tame at a point
x € X if for any geometric point X over x the action is very tame at X. Since the
log structure is Zariski, the Gx-equivariant log scheme Spec(0xx) is independent
of the choice of X up to an isomorphism. In particular, the action is very tame at
x if and only if it is very tame at a single geometric point X above x.

LEMMA 5.3.2. Assume that (G, X, Z) is as in §5.1} x € X is a point, and T is the
set of points of X at which the action is very tame. Then

(i) T is open,

(ii) x € T if and only if locally at x the log stratification of X is finer than the
inertia stratification (i.e. any log stratum is contained in an inertia stratum).

Proof. Choose a geometric point X above x. If x € T then by Corollary VI{3.6]
the action is very tame on a suitable étale neighborhood X’ of X. The image of
X" in X is an open neighborhood of x which is contained in T. Thus, T is open.
To prove the second claim we note that the conditions (i) and (ii) from VI{3.1]
are automatically satisfied at X. Indeed, (i) is satisfied because the action is tame
by assumption of .1l and (ii) is satisfied because Z is snc and G-strict. Since log
and inertia stratifications are compatible with the strict henselization morphism,
condition (iii) from VI{3.1lis satisfied at X if and only if the log stratification is
finer than the inertia stratification at x. This proves (ii). O

5.3.3. Admissibility. In the sequel, by saying that X is admissible we mean that
the action of G on X is admissible in the sense of [SGA1V 1.7] (e.g. X is affine).
This is needed to ensure that X/G exists as a scheme. An alternative would be to
allow X/G to be an algebraic space (and (X/G, Z/G) to be a log algebraic space).

5.3.4. Rigidification. By a rigidification of X we mean a G-equivariant normal
crossings divisor Z that contains Z and such that the action of G on the log regular
log scheme X = (X, Z) is very tame. If Z is snc then we say that the rigidification
is strict. Sometimes, by a rigidification of X = (X, Z) we will mean the log scheme
X itself. Our construction of a modification f uses a rigidification, so let us first
establish local results on existence of the latter.

iF. Pop told to the second author that he has a plan of constructing such a combinatorial
algorithm.
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LEMMA 5.3.5. Let X,Z,G be as in §5.11 Assume that X = Spec(A) is a local
scheme with closed point x, G = G, and pny C A, where N is the order of G.
Then X possesses a strict rigidification.

Proof. Choose ti,...,t, € A such that Z; = (t;) are the components of Z. By
G-strictness of Z, for any g € G we have that Z; = (gt;) locally at x, in particular,
the tangent space to each Z; at x is G-invariant. Now, we can use averaging by
the G-action to make the parameters G-equivariant. Namely, G acts on dt; by a
character x; and replacing t; with ﬁ 2 4eG % we do not change dt; and achieve
that gt; = xi(g)ti.

The action of G on the cotangent space at x is diagonalizable because G is

abelian and py C k(x). In particular, we can complete the family dt;, ..., dt,
to a basis dt;,...,dt; such that t; € Oxx and G acts on each dt; by a character
Xi- Then ty,...,t; is a regular family of parameters of Ox, and using the same

averaging procedure as above we can make them G-equivariant. Take now Z to
be the union of all divisors (t;) with 1 < i < L. The action of G on (X, Z) is very
tame at x because it is the only point of its log stratum. So, it remains to use

Lemmal5.3.21 O

5.3.6. Inert morphisms. Let (X, Z) and G be as in §5.11 Our next aim is to find an
étale cover f: (Y, T) — (X, Z) which "preserves" the log-inertia structure of (X, Z)
and such that (Y, T) admits a rigidification. The condition on the log structure is
obvious: we want f to be strict, i.e. f7'(Z) = T. Let us introduce a restriction
related to the inertia groups.

Assume that (Y, T) with an action of H is another such triple, and letA : H — G
be a homomorphism. A A-equivariant morphism f: (Y, T) — (X, Z) will be called
inert if for any point y € Y with x € X the induced homomorphism of inertia
groups Gy — Gg is an isomorphism. In particular, the inertia stratification of Y is
the preimage of the inertia stratification of X.

LEMMA 5.3.7. Let X, Z and G be as above, and assume that X is ge. Then there
exists a G-equivariant surjective étale inert strict morphism h: (Y,T) — (X, Z)
such that Y is affine and (Y, T) possesses a strict rigidification.

Proof. First, we note that the problem is local on X. Namely, it suffices for
any point x € X to find a Gy-equivariant étale inert strict morphism h: (Y, T) —
(X, Z) such that Y is affine, x € h(Y), any point x" € h(Y) satisfies Gz» C Gx, and
(Y, T) admits a strict rigidification. Indeed, h can be extended to a G-equivariant
morphism Y xx (X x G/Gx) = [[ cg 6. Yo — X, where each Yy is isomorphic to
Y and the morphism Y, — X is obtained by composing Y — X with g: X — X.
Clearly, the latter morphism is étale, inert, and strict, and by quasi-compactness
of X we can combine finitely many such morphism to obtain a required cover of
(X, Z).

Now, fix x € X and consider the Gx-invariant neighborhood X’ = X\ UHgG?XH
of x. We will work over X’, so the condition Gy C Gy will be automatic. Let
N be the order of Gg, and consider the Gz-equivariant morphism f: Y = X’ x
Spec(Z[%, un]) — X (with Gx acting trivially on the second factor). Let T = f~'(Z)
and let y be any lift of x. It suffices to show that (Y, T) admits a rigidification in an
affine Gy-invariant neighborhood of y (such neighborhoods form a fundamental
family of neighborhoods of y). By Lemma[5.3.5] the localization Y, = Spec(&y,)
with the restriction T, of T possesses a strict rigidification T,. Clearly, T, extends
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to a divisor T with TT—Y and we claim that it is a rigidification in a neighbor-

hood of y. Indeed, T is snc at y, hence it is snc in a neighborhood of y by Remark
4.2.2] and it remains to use Lemma[5.3.2 O

5.3.8. Main construction. Assume, now, that X = (X, Z) is admissible and ad-
mits a rigidification Z. We are going to construct a G-equivariant modification

f(G,X,Z,Z): (X,) ZI) — (X) Z)

such that G acts very tamely on the target and f gy ;7 is independent of the
rigidification. The latter is a subtle property (missing in the obvious modification
(X,Z) = (X, Z)), and it will take us a couple of pages to establish it.

The quotient log scheme Y = (Y, T) = (X/G, Z/G) is log regular by Theorem
VI{3.2, hence by Theorem [3.3.15 there exists a functorial saturated log blow up

tower h = . Z18(Y): Y = (Y, T') — Y with a regular and log regular source. Let
f: X' = (X,Z') = X be the pullback of T (as a saturated log blow up tower, see

§3.3.10), then o’: X — Y’ is a Kummer étale G-cover because «: X — Y is so by
VI{3.2 as the square

(X', Z') —= (X,Z)

(v, T) =~ (% T)
is cartesian in the category of fs log scheme.

Since G acts freely on U = X — Z, V = U/G is regular and T|y is snc. In
particular, h is an isomorphism over V and hence f is an isomorphism over U.
We claim that the Weil divisor T = Z/G of Y is Q-Cartier (it does not have to be
Cartier, as the orbifold case with X = A?, Z = A' and G = {£1} shows). Indeed, it
suffices to check this étale-locally at a point y € Y. In particular, we can assume
that uy C Oy, where N = |G|. Then, as we showed in the proof of Lemma [5.3.5,
Z can be locally defined by equivariant parameters, in particular, Z = V(f) where
G acts on f by characters. Therefore, fN is G-fixed, and we obtain that T is the
reduction of the Cartier divisor C of Y given by fN = 0. (The same argument
applied to T xy X shows that NT is Cartier, so T is Q-Cartier.) So, C' = C xy Y’ is
a Cartier divisor whose reduction is T/ = 1 (T). Since Y’ is regular and T’ lies in
the snc divisor T , we obtain that T’ is itself an snc divisor.

Let Z' denote the divisor «’'(T') = T ' (Z). Since X’ — Y’ is étale over V =
Y’ —T’, the morphism of log schemes (X', Z') — (Y, T') is a Kummer étale G-
cover. This follows from a variant of the classical Abhyankar’s lemma (IX 2.1),
which is independent of the results of the present exposé.

In particular, X’ = (X', Z’) is log regular and it follows that the action of G on
X' is very tame. We define f g y ; 7) to be the modification X’ — X.

REMARK 5.3.9. (i) Note that X’ — X satisfies all conditions of Theorem [1.1]
because the action is very tame and G acts freely on X"\ f~'(Z). So, we completed
the proof in the case when (X, Z) admits a rigidification Z. Our last task will be
to get rid of the rigidification.

(ii) The only dependence of our construction on the rigidification is when we
construct the resolution of (Y, T). Conjecturally, it depends only on the scheme
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Y, and then (Y’, T'), and hence also (X', Z’), would depend only on (X, Z). Recall
that we established in Theorem [3.4.15] the particular case of this conjecture when
all maximal points of the log strata of (Y, T) are of characteristic zero. Hence
independence of the rigidification is unconditional in this case, and, fortunately,
this will suffice.

5.3.10. Finer structure of f gy ;7). Obviously, the saturated log blow up tower

f: (X', Z") = (X,Z) depends on the rigidification, and this is the reason why we
prefer to consider the modification fgx 7 7): (X', Z') — (X, Z) instead. However,
there is an additional structure on f ¢ y ; 7 that has a chance to be independent of

Z, and which should be taken into account. By §3.4.8) the modification of schemes
f: X’ — X has a natural structure of a normalized blow up tower X, with X = X,
and X’ = X,. Note also that the tower contains no empty blow ups because this

is true for .#°8(X/G,Z/G) and f(gxzz) 18 its strict transform with respect to the
surjective morphism X — X/G.

Note also that the log structure on (X’,Z’) is reconstructed uniquely from f
because Z' = f7'(Z) and (X', Z') is saturated and log regular. Therefore, it is
safe from now on to view f y ;7 as a normalized blow up tower of X, but the
modification of log schemes (X', Z') — (X, Z) will also be denoted as f g x 7 7).

REMARK 5.3.11. Although we do not assume that X is qe, all normalizations
in the tower f g y ; 7) are finite. This happens because they underly saturations of
fine log schemes, which are always finite morphisms.

5.4. Functoriality. Clearly, the construction of f depends canonically on (G, X, Z, Z),
i.e. is compatible with any automorphism of such quadruple. Our next aim
is to establish functoriality with respect to strict inert A-equivariant morphisms
¢: (H,Y, T, T) — (G,X,Z,Z) (i.e. morphisms that "preserve the combinatorial
structure"). For this one has first to study the quotient morphism of log schemes
¢: (YH, T/H) — (X/G,Z/G).

5.4.1. Log structure of the quotients. Recall the following facts from Proposition
VI{3.5(b) and its proof. Assume that X = (X, Mx) is an fs log scheme provided
with a very tame action of a group G. After replacing X with its strict localization
at a geometric point X, it admits an equivariant chart X — Spec(A[Q]), where
A = Z[1/N, un] for the order N of Gy, Q is an fs monoid and the action of G, is
via a pairing x: Gy ® Q — pn. Moreover, if P C Q is the maximal submonoid
with x(Gx ® P) = 1 then Spec(A[Q]) — Spec(A[P]) is a chart of X — X/Gsz. Now,

let us apply this description to the study of ¢.

PROPOSITION 5.4.2. Assume that fs log schemes X, Y are provided with admissible
very tame actions of groups G and H, respectively, A: H — G is a homomorphism,
and &:Y — X is a strict inert A-equivariant morphism. Then the quotient morphism

cT): Y/H — X/G is strict.

Proof. Fix a geometric point y of Y and let X be its image in X. It suffices

to show that ¢ is strict at the image of § in Y/H. The morphism Y/Hy — Y/H
is strict (and étale) over the image of Y, and the same is true for X. Therefore

we can replace H and G with Hy — Gg, and then we can also replace X and Y
with their strict localizations at X and y. Now, the morphism X — X = X/Gx
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admits an equivariant chart h: Spec(A[Q]) — Spec(A[P]) as explained before the
proposition. Since ¢ is strict, the induced morphism Y — Spec(A[Q]) is also a

chart and hence h is also a chart of Y — Y/Gy. Thus, ¢ is strict. O

5.4.3. An application to functoriality of f,. Assume that (G, X, Z, Z) is as earlier,
and let (H, Y, T, T) be another such quadruple (i.e. (Y, T) with the action of H sat-
isfies conditions of Steps 1,2, 3 and (Y, T) is its rigidification).

COROLLARY 5.4.4. Assume that A\: H — G is a homomorphism and ¢: Y — X
is a Ad-equivariant inert morphism such that T = Z xx Yand T = Z xx Y. Then
f, is compatible with ¢ in the sense that f;, 7, is the contraction of ¢*(f g x 7 7))-
In addition, ¢*(f s x 7 7)) = fexz7) Xx Y-

Proof. The morphism : (Y, T) — (X, Z) is strict, hence the morphism of quo-
tients is strict by Proposition and by functoriality of saturated monoidal
desingularization we obtain that Flog (Y/H,T/H) is the contracted pullback of
F1°8(X/G,Z/G). So, both fuyrT) and f g 77, are obtained as the contraction of

the strict transform of :?j"g(X /G, Z/G). The first claim of the Cor(lllary follows.
Furthermore, f gy ;7 underlies a log blow up tower of (X, Z) which is the

strict transform of ﬁog(X/ G,Z/G), and the same is true for f (yTT)- oince Y is
strict it follows from Lemma [3.4.6(ii) that the strict transform is a pullback ie.

O*(foxz2) = fiexzz *x Y- O

5.4.5. Localizations and completions. In particular, it follows that the construc-
tion of f, is compatible with localizations and completions Namely, if x € X is
a point, X, = Spec(0x), Zx = Z xx X, and Z, = Z xx Xy, then X 2:,7.) is

the contraction of f gy ;7) Xx Xx. Similarly, if X, = Spec(ﬁXX) Z, = Z xx X, and

Z, =7 xx XX, then f is the contraction of f g x 7 7) Xx X

(G Xy Zx,Zx)

5.5. Globalization. To complete the proof of Theorem [I.1]it suffices to show
that f gy 77 is independent of Z, and hence the local constructions glue to a
global normalized blow up tower. The main idea is to simultaneously lift two
rigidifications to characteristic zero and apply Theorem 3.4.15

5.5.1. Independence of rigidification. We start with the case of complete local
rings. Then the problem is solved by lifting to characteristic zero and referencing
to[3.4.35l The general case will follow rather easily.

LEMMA 5.5.2. Keep assumptions on (X,Z) and G as in §5.1l and assume, in
addition, that X = [ [, Spec(A;) where each A; is a complete noetherian regular
local ring with a separably closed residue field. Then for any pair of rigidifica-

tions Z and Z' the equality fgx,7 =T , holds.

(6,X,Z,Z")

Proof. Almost the whole argument runs independently on each irreducible
component, so assume first that X = Spec(A) is irreducible. By Remark [5.3.9(ii),
it suffices to consider the case when char(k) = p > 0, so let C(k) be a Cohen
ring of k. Note that we can work with H = Gy instead of G because f;,x 77 =
fexzz) by Corollary Since H acts trivially on k, for any element t € A

its H-averaging is an element of A" with the same image in the residue field.
Hence k is the residue field of A" and the usual theory of Cohen rings provides a
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homomorphism C(k) — A" thatlifts C(k) — A"/mu. Note that Z and Z' are snc
because each A; is strictly henselian. Using averaging on the action of H again,
we can find regular families of H—equivariant parameters z = (zi,...,z4) and

z' = (z],...,z ’)suchthatZ—V(Ht zi),zl =zifor1<i<l,Z=V(][ z)

andZ = V(]—[1 /1 z/). Explicitly, the action on z; (resp. z/) is by a character x;: H —
k(x)* (resp. x{: H — k(x)*).

Since the image of z is a basis of the cotangent space at x, we obtain a surjective
homomorphism f: B = C(k)[[ts, ..., tq] — A taking t; to z;. Provide B with the
action of H which is trivial on C(k) and acts on t; via ¥;, in particular, f is H-
equivariant. Let us also lift each z{ to an H-equivariant parameter t{ € B. For
i < lwe take t{ = t;, and for i > | we first choose any lift and then replace it with
its x;-weighted H-averaging. Consider the regular scheme Y = Spec(B) with H-

equivariant snc divisors T = V(H1 1 zi), T=V([]L, zi) and T = V(H?:/1 z!).

Since H acts vary tamely on (X, Z), it acts trivially on V(z1, ..., z,) = Spec(kl[zn.1, - - -, Za]])
and we obtain that x; = 1 for i > n. Therefore, H also acts trivially on Spec(B/(ti,...,t,)) =
Spec(C(k)[[tnyi1,---,tdl]) and we obtain that the action on (Y, T) is very tame.

Since the closed immersion j : X — Y is H-equivariant and strict, and Z = T xy X,

Corollary [5.4.4limplies that f, is compatible with j, i.e., f;;x ;7 is the contracted
strict transform of f;,y17). The same argument applies to the rigidifications Z'

and T, so it now suffices to show that f oyt =T . For this we observe that

(HYTT)
maximal points of log strata of the log schemes (Y/H, T/H) and (Y/ H, T /H) are
of characteristic zero, hence the latter equality holds by Theorem [3.4.15|

Finally, let us explain how one deals with the case of m > 1. First one finds

an H-equivariant strict closed immersion i : X — Y such that Z and Z' extend
to rigidifications T and T  of (Y, T), and the maximal points of the log strata of
(Y/H,T/H) and (Y/H,T'/H) are of characteristic zero. For this we apply inde-
pendently the above construction to the connected components of X. Once 1 is
constructed, the same reference toB.4.15 shows that fy y17) = f}; 7/, and hence

fuxzz) = fxzz) -
COROLLARY 5.5.3. Let (X, Z) and G be as in §5.9T]and assume that the action is

admissible. Then for any choice of rigidifications Z and 7' wehave that GXZ2Z) =
flexzz')

Proof. For a point x € X let ﬁSh denote the completion of the strict henseliza-
tion of Ox,. It suffices to check 'that for any point x the normalized blow up

towers fgx ;7 and iy, 7/, pull back to the same normalized blow up towers

of Xsh = Spec(03)) (with respect to the morphism Xsh = X). Indeed, any nor-
malized blow up tower 2" = (X,, V,) is uniquely determined by its centers V;.
For each i the morphism Y; = [ [, . Xi xx Xsh 5 X is faithfully flat, hence V; is
uniquely determined by V; xx, Y;, which is the center of 2~ xx erx

By §5.4.5, ¢ s 7., 5h 7,5k 18 the contracted pullback of fgy 77, and an
analogous result is true for f ; , ;7. Thus the contracted pullbacks are equal by
Lemma We have, however, to worry also for the synchronization, i.e. to
establish equality of non-contracted pullbacks. For this we will use the following

trick. The towers fgx ;7) and f ¢ ;5 are of finite length, hence there exists a
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finite subset S C X such that the image of any center of either of these towers
has a non-empty intersection with S. Set X{" = [],_¢ X", then the pullbacks of

foxzz and f gy, 7 tO )2%’“ are already contracted. Now, in order to compare

the pullbacks to X, consider the pullbacks to Xt [ [ Xsh. They are contracted,
so Lemma (which covers disjoint unions) implies that these pullbacks are

equal. Restricting them onto )?f;h we obtain equality of non-contracted pullbacks
to XN, O

REMARK 5.5.4. (i) The above corollary implies that the modification f ¢y 7 7)
depends only on (G, X, Z), so it will be denoted f(; x 7) in the sequel. At this stage,
f(cx,z) is defined only when X is admissible and (X, Z) admits a rigidification.

(ii) Corollaries [5.4.4l and [5.5.3] imply that fg x z) is functorial with respect to
equivariant strict inert morphisms.

5.5.5. Theorem [L1l— end of proof for. Let X = (X, Z) be as assumed in §5.1} and
suppose that X is qe. By Lemma [5.3.7] there exists a surjective étale inert strict
morphism h: X, — X such that X is affine and possesses a rigidification. Then
X1 = Xo xx Xp is affine and also admits a rigidification (e.g. the preimage of
that of X, by one of the canonical projections). By Remark 5.5.4(i), X, and X;
possess normalized blow up towers f(g x,,z,) and f(gx,,z,), which are compatible
with both projections X; — X, by Remark 5.5.4(ii). It follows that f(gx, z,) is
induced from a unique normalized blow up tower of X that we denote as (g x 7).
This modification satisfies all assertions of Theorem [I.1lbecause f¢ x,,z,) does so

by Remark [5.3.9(i).

5.6. Additional properties of f x 7). Finally, let us formulate an addendum
to Theorem [1.1] where we summarize additional properties of the constructed
modification of (X, Z). At this stage we drop any assumptions on (X, Z) beyond
the assumptions of .1l By f(g x,z) we denote below the entire modification from
Theorem [1.1] that also involves the modifications of Steps 1, 2, 3.

THEOREM 5.6.1. Keep assumptions of Theorem [I.1l In addition to assertions
of the theorem, the modifications f(gxz) can be constructed uniformly for all
triples (G, X, Z) such that the following properties are satisfied:

(i) Each f(gxz) is provided with a structure of a normalized blow up tower
and its centers are contained in the preimages of ZU T.

(ii) For any homomorphism A : H — G the construction is functorial with
respect to A-equivariant inert strict morphisms (Y, T) — (X, Z).

Proof. The total modification f g x 7) is obtained by composing four modifica-
tions fy, f,, f3 and f4: the modifications from Steps 1, 2, 3 and the modification we
have constructed in §5 Recall that f; and f; are constructed as normalized blow
up towers. Modifications f, and f; are permissible blow up towers, hence they
are also normalized blow up towers with the same centers. This establishes the
first part of (i).

Claim (ii) follows from the following functorialities: f; and f, are functorial
with respect to all strict morphisms, f3 is functorial with respect to all inert mor-
phisms, and f; is functorial with respect to strict inert morphisms. To prove the
second part of (i) we use (ii) to restrict f(gxz onto U = X\ ZUT. Then U is a
regular scheme with a trivial log structure which is acted freely by G. It follows
from the definitions of fi, f,, f3 and f, that they are trivial for such U. So, g u)
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is the trivial tower, and hence all centers of f ¢ x 7) are disjoint from the preimage
of U. O



EXPOSE IX

Uniformisation locale premiére a ¢

Luc Ilusie

1. Rappel de I'énoncé et premieres réductions

Rappelons I’énoncé du théoreme d’uniformisation locale premiere a ¢ (I144.3.1]
IT146.7) :

THEOREME 1.1. Soient X un schéma noethérien quasi-excellent, Z un fermé rare
de X et £ un nombre premier inversible sur X. 1l existe une famille finie de morphismes
(pi : Xi = X)ier, couvrante pour la topologie des {'-altérations et telle que, pour tout
iel:

(i) X; soit régulier et connexe,

(i) p; ' (Z) soit le support d’un diviseur a croisements normaux stricts.

Le premier ingrédient essentiel de la démonstration de [I.1] est le résultat sui-
vant, forme faible d’un résultat de de Jong [de Jong, 1997, 2.4] :

THEOREME 1.2. Soient f : X — Y un morphisme propre de schémas noethériens
excellents integres, et Z un sous-schéma fermé rare de X. Soit 1 le point générique de Y.
On suppose que X, est lisse, irréductible et de dimension 1, et que Z,, est étale. Il existe
alors un groupe fini G, un diagramme commutatif de G-schémas

X =X,

lf’ lf
Y 2y
un diviseur effectif G-équivariant D dans X', et un fermé rare G-équivariant T' de Y’
possédant les propriétés suivantes :
(i) f' est projectif;
(ii) G agit trivialement sur X et Y, librement sur Y' —T';
(iii) a et b sont des altérations projectives génériquement étales, et Y'/G — Y (resp.
X'/G — X) induit un isomorphisme en 1 (resp. au point générique de X)) ;
(iv) ' est une courbe nodale, lisse hors de T’ ;
(v) D est étale sur Y’, et contenu dans le lieu lisse de ' ;
(vi) Z' == a7 '(Z) est contenu dans D U '~ (T").

Rappelons que dire que f’ est une courbe nodale signifie que f’ est plat, a
fibres géométriques connexes de dimension 1, ayant pour seules singularités des
points quadratiques ordinaires.

Il suffit en effet d’appliquer (loc. cit.) au couple (f,Z), avec le groupe G de
(loc. cit.) égal a {1}. Les hypotheses faites sur X, et Z, assurent que (f, Z) vérifie la
condition (2.1.1) de [de Jong, 1997], et donc que le couple (a, b) vérifie (2.2.1) et
(2.2.5) de (loc. cit.) ;ce qui implique (iii). Le fermé T’ est donné par le fermé noté
D dans (loc. cit., 2.5), éventuellement agrandi pour que G opére librement sur

131



132 IX. UNIFORMISATION LOCALE PREMIERE A ¢

Y’ —T'. Noter que, si Y est séparé, il en est de méme de Y/, et (ii) entraine que G
opere fidelement sur X" et Y'.

1.3. Les premiéres réductions de la démonstration de [I.1l sont analogues a
celles de la démonstration du théoreme d’uniformisation locale faible. Il suffit
de prouver [LI] pour X de dimension finie. On raisonne par récurrence sur la di-
mension de X. Le théoréme est connu en dimension < 1 (normalisation). Soit d
un entier > 2. Supposons le théoreme établi en dimension < d. D’apres (III146.2),
on peut supposer X local noethérien complet, et méme normal. D’apres V{3.1.3|
quitte a faire une extension finie de X de degré générique premier a {, on peut
supposer qu’il existe un diagramme

X—= X',
f
Y

avec Y local noethérien régulier complet de dimension d — 1 et f de type fini, a
fibres de dimension 1, et un point fermé x’ de X’ et un fermé rare Z’ de X’ tels que
f(x') soit le point fermé de Y, g induise un isomorphisme de X sur le complété
de X’ en x/, et qu’enfin Z = g~'(Z’). Comme X’ est excellent, g est régulier. Le
changement de base par g préserve régularité, diviseurs a croisements normaux,
et familles couvrantes pour la topologie des {’-altérations (II{2.3). On peut donc
remplacer X par X', donc, quitte a changer les notations, supposer X de dimen-
sion d, muni d’'un morphisme de type fini f : X — Y, a fibres de dimension 1.
Le probleme étant local pour la topologie des (’-altérations, donc a fortiori pour
la topologie de Zariski, on peut supposer X affine. Compactifiant f, on se ramene
a supposer f propre. Quitte a éclater dans X un sous-schéma fermé ayant Z pour
espace sous-jacent, on peut supposer que Z est un diviseur dans X. Le morphisme
f n’est plus nécessairement une courbe relative, mais sa fibre générique reste de
dimension 1. Soit 1 le point générique de Y. D’apres ([EGA TV 4.6.6)) il existe une
extension radicielle finie " de 1 telle que (X, ) eq s0it géométriquement réduit, et
(Z1/)rea étale sur n’. Quitte a remplacer Y par son normalisé dans n’, X par son
normalisé dans le corps des fractions de (X )rq, €t Z par son image inverse ré-
duite, on peut donc supposer que X, est lisse et que Z, est étale. Le schéma Y
n’est plus nécessairement régulier, mais reste affine, normal, integre et excellent.

Considérons la factorisation de Stein X — '~ Y; 1Y de f: q est fini surjec-
tif, génériquement étale, f; est propre et surjectif, et ses fibres géométriques sont
connexes. Comme f;,0x = Oy, et que X est integre, Y; est intégre également.
Quitte a remplacer Y par Y; (et f par f;), on peut donc supposer que la fibre gé-
nérique de f est lisse, géométriquement connexe, et que Z, est étale. On se trouve
alors dans la situation de[1.2} avec Z un diviseur, et Y affine.

1.4. Appliquons [1.2] a la situation que nous venons d’obtenir. D’apres (iii),
le morphisme X'/G — X est altyy couvrant. Remplacant X par X’/G, Z par son
image inverse, et Y par Y'/G, et changeant les notations, on peut donc supposer
que X = X'/G, Y = Y'/G. Noter que, comme Y est affine et b, f' projectifs, les
actions de G sur X’ et Y’ sont admissibles, et X’/G et Y’/G sont encore integres et
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excellents. Soit H un sous-groupe de {-Sylow de G. Considérons la factorisation

X — X/ H 2 X .

L)

Yy Ly 2y

Comme a; est alty-couvrant, on peut (utilisant ’admissibilité de ’action de H)
remplacer X par X’/H, Z par son image inverse dans X’/H, Y par Y'/H, et enfin G
par H, de sorte qu’on peut supposer que G est un {-groupe.

Appliquons 'hypothese de récurrence au couple (Y = Y'/G, T := T'/G). 1l
existe une famille finie alt;,-couvrante(Y; — Y)ic1, avec Y; régulier connexe, et
(I'espace sous-jacent a) T; = Y; xvy T le support d"un diviseur a croisements nor-
maux stricts. Pour chaque i € I, soient Y/ le normalisé d’une composante de
Y’ xy Y et G; C G le groupe de décomposition de Y;. Remplacant Y par Y;, Y’ par
Y/, G par G, et les autres données par leurs images inverses par Y; — Y, Y/ = Y/,
et travaillant séparément sur chaque Y;, on se ramene a supposer que, dans le
diagramme de (.2} on a les propriétés additionnelles suivantes :

(*) Y = Y'/G est affine, régulier, connexe, T = T'/G est un diviseur a croise-
ments normaux stricts dans Y, Y — T = Y’ xy (Y — T) est un revétement étale
galoisien de Y — T de groupe G, Y’ est le normalisé de Ydans Y' — T/, X = X'/G.

2. Log régularité, fin de la démonstration

Nous aurons besoin du résultat suivant, cas particulier d'un théoréme de
Fujiwara-Kato [Fujiwara & Kato, 1995, 3.1] :

PROPOSITION 2.1. Soient Y un schéma noethérien régulier, T C Y un diviseur a
croisements normaux stricts, V.= Y — T. Munissons Y de la log structure telle que le
couple (Y, T) soit log régulier (VI{L4). Alors :

(i) Le foncteur de restriction de la catégorie des revétements Kummer étales de Y dans
celle des revétements étales de V modérément ramifiés le long de T est une équivalence de
catégories.

(ii) Si Y’ est un revétement Kummer étale de Y, Y' est le normalisé de Y dans Y' xy V.

(iii) Si V' est un revétement étale de V, modérément ramifié le long de T, il existe
une unique log structure fs sur le normalisé Y’ de Y dans V' faisant de Y' un revétement
Kummer étale de Y.

Il suffit de prouver (i) et (ii). La question est locale pour la topologie étale
sur Y. On peut donc supposer Y strictement local, Y = SpecA, de point fermé
y = Speck, et T = ) ..., div(t;), ol les t; font partie d'un systéeme régulier
de parametres de A. Le log schéma Y admet la carte M_, =N — A, e — t.
D’apres le théoreme de structure locale des revétements Kummer étales (VI 2.2),
tout revétement Kummer étale Y’ de Y est somme de revétements Kummer étale
standard, de la forme Z = Y Xgpeczint SpecZ[Q], ot N* — Q est un morphisme
de Kummer tel que nQ C N" pour un entier n premier a la caractéristique de k.
On a donc Q = N" N L, pour un sous-groupe L de Z' tel que n[Z" : L] = 0, et
Z = (SpecAlxyy -y x]J/(X} — ty, -+ ,x' — t,))¢, ot G = Hom(Z"/L, Q/Z) est un
sous-groupe de W, opérant sur SpecAlx;, -, x.]/(x} —t1,--- ,x' — t,) de la ma-
niére naturelle. Il en résulte que Z est le normalisé de Y dans le revétement étale
Z xy V de V. On en déduit (ii), et la pleine fidélité en (i), par la considération de



134 IX. UNIFORMISATION LOCALE PREMIERE A ¢

graphes de morphismes entre revétements Kummer étales de Y. L’essentielle sur-
jectivité découle du lemme d’Abhyankar ([SGA 1 X111 5.3]) donnant la structure
du groupe fondamental modéré de V, qui implique que le normalisé de Y dans un
revétement étale modéré connexe de V est de la forme Z décrite précédemment.

2.2. Partons de la situation obtenue a la fin de[1.4l D’apres[2.1] compte tenu
de (*), il existe sur Y’ une unique log structure faisant de Y’ un revétement Kum-
mer étale de Y (muni de la log structure définie par T), galoisien de groupe G. En
particulier, le couple (Y’, T’) est log régulier. D’apres (VI{L9), le couple (X', f'~1(T")U
D) est log régulier, et pour la log structure correspondante sur X', f’ est log
lisse. De plus, I'image inverse Z’ de Z dans X’ est un diviseur contenu dans
D' =f"1(T')uD.

L’action de G sur X’ est modérée (G est un {-groupe), mais pas nécessairement
tres modérée (VI{3.1). Si elle I'était, le couple (X = X'/G,D’/G) serait alors log
régulier (VI{3.2), et 'on pourrait terminer la démonstration de 1.1l comme dans
(VII4), a I'aide de la résolution des singularités des couples log réguliers. On se
ramene a ce cas grace au théoréme de modification (VIII{L.1), dont nous rappe-
lons I’énoncé :

THEOREME 2.3. Soit (X, Z) un couple log régulier (VIHL4), muni d"une action d'un
groupe fini G. On suppose que X est noethérien, séparé, et que I'action de G sur X est
modérée et génériquement libre. Soit T le complément du plus grand ouvert G-stable
de X ot G opere librement. Il existe alors une modification projective G-équivariante
f: X' — Xtelle que,si Z' = f7'(ZUT), le couple (X', Z') soit log régulier, et I'action de
G sur X' tres modérée.

2.4. Lecouple (X', D’) del2.2vérifie les hypotheses sur (X, Z) del2.3: (X', D’)
est log régulier, X’ est séparé (car projectif sur Y), I’action de G sur X’ est modérée,
et libre sur X’ — f'~1(T’), en particulier génériquement libre. De plus, I’action de
G sur X’ est admissible. Il existe donc un diagramme commutatif G-équivariant

(X", D") (X"/G,D"/G)

| 5

(X', D) —= (X, D) = (X/G,D’/G)

ol les fleches horizontales sont les projections canoniques, p est une modification

projective (G-équivariante), (X”,D”) est log régulier, avec X" — D” C p~'(X' —

D’), et I'action de G sur (X”,D"”) est tres modérée. D’apres (VI 3.2), le couple

(X"/G,D"/G) est donc log régulier. Appliquons a ce couple le théoreme de désin-

gularisation de Kato-Niziol ([Kato, 1994, 10.3, 10.4], [Niziot, 2006, 5.7], [Gabber & Ramero, 2009,
4.5]) : il existe un log éclatement e : X — X"/G, avec X régulier, et un diviseur

a croisements normaux stricts D tels que X—D c e'(X"/G — D"/G). Alors

Z = (qe)™'(Z) a pour support un diviseur contenu dans D, donc strictement a

croisement normaux. Comme q est une modification, ge en est une également, et

[T est démontré.



EXPOSE X

Gabber’s modification theorem (log smooth case)

Luc Illusie and Michael Temkin]

In this chapter we state and prove a variant of the main theorem of VIII (see
VIII{L.I) for schemes X which are log smooth over a base S with trivial G-action.
See[L.1lfor a precise statement. The proof is given in §1 and in the remaining part
of the exposé we deduce refinements of classical theorems of de Jong, for schemes
of finite type over a field or a trait, where the degree of the alteration is made
prime to a prime { invertible on the base. Sections 2 and 3 are independent and
contain two different proofs of such a refinement, so let us outline the methods
briefly.

For concreteness, assume that k is a field, S = Spec(k), and X is a separated
S-scheme of finite type. Two methods to construct regular 1’-alterations of X are:
(1) use a pluri-nodal fibration to construct a regular G-alteration X’ — X and then
factor X’ by an l-Sylow subgroup of G, and (2) construct a regular 1’-alteration by
induction on dim(S) so that one factors by an 1-Sylow subgroup at each step of the
induction. The first approach is presented in §2 Itis close in spirit to the approach
of [de Jong, 1997] and its strengthening by Gabber-Vidal, see [Vidal, 2004a, §4].
The weak point of this method is that one uses inseparable Galois alterations. In
particular, even when k is perfect, one cannot obtain a separable alteration of S.

In order to deal with the latter case, Gabber suggested to try the second ap-
proach, which is close in spirit to the original de Jong’s method of [de Jong, 1996].
Note that the results of [de Jong, 1996] do not provide equivariant alterations,
which was the main reason to switch to the method of [de Jong, 1997]. However,
the recent work [Temkin, 2010]] resolves this issue, and Gabber’s idea was to use
[Temkin, 2010] instead of [de Jong, 1996]. This approach is realized in §3| (which
is due to the second author) and it outperforms the method of §2 when k is per-
fect. Moreover, developing this method the second author discovered Theorem
3.5 that generalizes Gabber’s theorems [2.1] and 2.4 to the case of a general base
S satisfying a certain resolvability assumption (see §3.3). In addition, if S is of
characteristic zero then the same method allows to use modifications instead of
l'-alterations, see Theorem 3.9 As an application, in Theorem 3.10l we generalize
Abramovich-Karu’s weak semistable reduction theorem. Finally, we minimize
separatedness assumptions in §3| and for this we show in §3.1 how to weaken
the separatedness assumptions in Theorems VIII{L.]]and .1

1. The main theorem

THEOREM 1.1 (Gabber). Let f : X — S be an equivariant log smooth map
between fs log schemes endowed with an action of a finite group G. Assume that

iThe research of M.T. was partially supported by the European Union Seventh Framework
Programme (FP7/2007-2013) under grant agreement 268182.
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(i) G acts triviallyon S ;

(ii) X and S are noetherian, qe, separated, log regular, and f defines a map of
log regular pairs (X,Z) — (S,W);

(iii) G acts tamely and generically freely on X.

Let T be the complement of the largest open subset of X over which G acts
freely. Then there exists an equivariant projective modification h : X" — X such
that, if Z’ = h™'(ZUT), the pair (X', Z') is log regular, the action of G on X' is very
tame, and (X', Z’) is log smooth over (S, W) as well as the quotient (X'/G,Z'/G)
when G acts admissibly on X.

REMARK 1.1.1. (a) In the absence of the hypothesis (i) it may not be possible
to find a modification h satisfying the properties of (.1} as the example at the end
of VIII{1.2 shows.

(b) By [Kato, 1994, 8.2] the log smoothness of f and the log regularity of S
imply the log regularity of X. Conversely, according to Gabber (private com-
munication), if X is log regular and f is log smooth and surjective, then S is log
regular.

(c) We will deduce Theorem .1l from Theorem VIII{L.Il Recall that in the lat-
ter theorem we assumed that X is ge, though Gabber has a subtler argument
that works for a general X. This forces us to assume that S (and hence X) is
ge in Theorem [I.1l However, our argument also shows that once one removes
the quasi-excellence assumption from VIII{LI] one also obtains the analogous
strengthening of Theorem [1.1l

For the proof of .1l we will use the following result on the local structure of
equivariant log smooth maps.

PROPOSITION 1.2. (Gabber’s preparation lemma). Let f : X — Y be an equivariant
log smooth map between fine log schemes endowed with an action of a finite group G.
Let x be a geometric point of X, with image y in Y. Assume that G is the inertia group
at x and is of order invertible on Y. Assume furthermore that G acts trivially on My
and my and we are given an equivariant chart a : Y — Spec A[Q] at y, modeled
on some pairing X : G*® @ Q% — p = un(C) (in the sense of (VI3.4), where Q
is fine, A = Z[1/N, ], with N the exponent of G. Then, up to replacing X by an
étale equivariant neighborhood of x, there is an equivariant chart b : X — Spec A[P]
extending a, such that Q9% — P9 is injective, the torsion of its cokernel is annihilated
by an integer invertible on X, and the resulting map b’ : X — X' = Y Xgpec ajq1Spec A[P]
is smooth. Moreover, up to further shrinking X around x, b’ lifts to an equivariant étale
map ¢ : X — X' Xspec A Spec Sym , (V), where V is a finitely generated projective \-
module equipped with a G-action. If X, Y, and Q are fs, with Q sharp, then P can be
chosen to be fs with its subgroup of units P* torsionfree.

Proof of| This is an adaptation of the proof of [Kato, 1988, 3.5] to the equi-
variant case. Consider the canonical homomorphism of loc. cit.

(1) k(%) ®ay, Qk vy — k(x) @2 M)y,
sending 1 ® dlogt to the class of T ® t, where
M = MR/ (05 + I~ (M)

iTf M is the sheaf of monoids of a log scheme, ™M denotes, as usual, the quotient M /0.
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It is surjective, and as G fixes x, it is G-equivariant. As G is of exponent invert-
ible in k(x) and acts trivially on the right hand side, (1) admits a G-equivariant
decomposition

(2) k(X) ®ay,, Qhpya = Vo ® (k(x) ®2 Myy,),

where V; is a finite dimensional k(x)-vector space, endowed with an action of
G. Let (ti)1<i<r be elements of M such that the classes of 1 ® t; form a basis
of k(x) ®z Mi‘jm. Let Z be the free abelian group with basis (e;)i<i<r, and h :

Z — M the homomorphism sending e; to t;. As G acts trivially on M’, by the
method of (VI{3.7) we get characters

Yi:G—p
such that gh(e;) = Vi(g)h(ei). As in the proof of [Kato, 1988, 3.5], consider the
homomorphism
u:Ze Q% - MP
defined by h on Z and the composition Q% — M — MJP on the second factor.
We have
gu(a) = (g ® a)ju(a)
for some homomorphism
Y6 ®(ZoQP) -1
extending x and such that{(g®e;))u(e;) =i(g)h(e;). Asinloc. cit., if T denotes
the composition
T:Z® Q% - MP - MP(=MP/07)
we see that k(x) ® U is surjective, hence the cokernel C of 1t is killed by an integer

m invertible in k(x). Using that 0%, is m-divisible, one can therefore choose
elements a; € M and by € Z® Q% (1 < i < n) such that the images of a;

generate M’ and a® = u(b;). Let E be the free abelian group with basis e;
(1 <i < n), and let F be the abelian group defined by the push-out diagram

(3) E—™ _E,

T

ZoQP Y ~F

where the left vertical arrow sends e; to b;. The lower horizontal map is injective
and its cokernel is killed by m. The relation a* = u(b;) implies that u extends to
a homorphism
v:F— M

whose composition v : F — M% — MY is surjective. Associated with v is a
morphism

©:GPRF -
extending 1, such that gv(a) = ¢(g ® a)v(a) for a € F. Let P := v''(M,) C
F. Then P is a fine monoid containing Q, P = F, and v sends P to M,. By
[Kato, 1988, 2.10], using the (G-equivariant) isomorphism J#om(A[P], Mx), —
Hom(A[P], Mx ), up to shrinking X at x, the equivariant map

A[P] — M,
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defined by (v, ¢) extends to an equivariant chart
b : X — Spec A[P]

extending the chart a : Y — Spec A[Q]. The homomorphism Q9% — P9 is injec-
tive, and the torsion part of its cokernel, which is the same as the torsion part of
the cokernel of w: Z ® Q% — Fin (3), is killed by m. Consider the resulting map

b’ : X = X' =Y Xspec A1q) Spec A[PL.

This map is strict. Showing that the underlying schematic map is smooth at x is
equivalent to showing that b’ is log smooth at x. To do this, as X and X’ are log
smooth over Y, by the jacobian criterion [Kato, 1988, 3.12] it suffices to show that
the map
k(x) @ Oy y = k(x) @ Oy
induced by b’ is injective. We have
k(x) ® Q) y = k(x) ® PP/QP =k(x) ® Z

(the last equality by the fact that F/(Z @ Q) is killed by m), and by construction
(cf. (2)), we have
k(x) ® Z =k(x) ® M%W,
which by the map induced by b’ injects into k(x) @ Qf y.
Let us now prove the second assertion. For this, as b’ is strict, we may forget

the log structures of X and X’, and by changing notations, we may assume that
X" =Y and the log structures of X and Y are trivial. In particular, we have

with the notation of (2). As the question is étale local on X, and closed points are
very dense in the fiber X, in particular, any point has a specialization at a closed
point of X, we may assume that x is localized at a closed point of X, and even,
up to base changing Y by a finite radicial extension, that x is a rational point of
Xy. We then have

(4) k(X) ® Q;(/Y = mx/(mi + my ﬁx)»

where m denotes a maximal ideal. By [Serre, 1978, 12 2.3, 13 14.4] there is a
finitely generated projective A[G]-module V such that V, = k(x) ® V. The ho-
momorphism V — m,/(m2 4+ m, &) therefore lifts to a homomorphism of A[G]-
modules

(5) V — m,,
inducing an isomorphism k(x) ® V — k(x) ® Q}, v- By the jacobian criterion, it
follows that the (G-equivariant) map

X =Y Xgpec A Spec Syma (V)

is étale at x.

Let us prove the last assertion. First of all, as M, is fs, v : P — M, factors
through the saturation P**' of P in P9, so we may assume that P is fs. Then
(cf.[Gabber & Ramero, 2009, 5.3.42]) we have a split exact sequence

0O—H—>P—>P—0

with Pj torsionfree and H a finite group. As Q is fs and sharp, Q9 is torsionfree,
so the composition Q9% — P9 — P§P is still injective, as well as the composition
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H — P9 — (P9 /Q9), hence H is contained in the torsion part of (P9 /Q9), and
we have an exact sequence

0—H-— (ng/Qgp)tors — (PgP/Qgp)tors — O)
where the subscript fors denotes the torsion part. Thus (P§"/Q% )4 is killed by

an integer invertible on X. As M., is torsionfree, the composition P — M, — M,
factors through Py, into a map v, : P — M,. Consider the diagram

M, —= MJP |
Py —2- M, M

where the square is cartesian. As P is torsionfree, the map PY” — M.’ defined
by the lower row admits a lifting s : P* — M, sending Py to M. Asvisa
chart, P/v~1(0F) — M, is an isomorphism, and since H is contained in v7'(&7}),
Po/s~'(0) — M, is an isomorphism as well, hence s is a chart at x. Associated
with s is a homomorphism

©:GPRPP

and the map
by : X — Spec A[P]
defined by the pair (s, @) is an equivariant chart of X at x (extending a). O

Proof of 1.1 (beginning).

The strategy is to check that, at each step of the proof of the absolute modi-
fication theorem (VIII{LI), the log smoothness of X/S is preserved, and, at the
end, that of the quotient (X/G)/S as well. For some of them, this is trivial, as the
modifications performed are log blow ups. Others require a closer inspection.

1.3. Preliminary reductions. We may assume that conditions (1) and (2) at the
beginning of (VIII4) are satisfied, namely :

(1)X is regular,

(2) Z is a G-strict snc divisor in X.

Indeed, these conditions are achieved by G-equivariant saturated log blow up
towers (VIII{4.1.1] VIIIH4.1.6).

We will now exploit Gabber’s preparation lemma 1.3 to give a local picture of
f displaying both the log stratification and the inertia stratification of X. We work
étale locally at a geometric point x in X with image s in S. Up to replacing G by
the inertia group Gy at x, we may assume that G = G,.

We now apply 1.3. Let N be the exponent of G. Assume S strictly local at s.
We may replace A = Z[1/N, u] by its localization at the (Zariski) image of s, so
that A is either the cyclotomic field Q(p) or its localization at a finite place of its
ring of integers, of characteristic p = char(k(s)) not dividing n. Choose a chart

a:S — Spec A[Q]

with Q fs and the inverse image of 05 in Q equal to {1}, so that Q is sharp and
Q — M. Let C denote k(s) if Os, contains a field, and a Cohen ring of k(s)
otherwise. Let (yi)i<i<m be a family of elements of m; such that the images of
the yi's in Os ¢ /I form a regular system of parameters, where I; = I(s, M) is the
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ideal generated by the image of M — 05 ; by the canonical map &« : My — 0.
By [Kato, 1994, 3.2], the chart a extends to an isomorphism

(1) Cllyr, -+, yulIIQIN/(g) = Fss
where g € Cllys, -, ynlll[Q]] is 0 if k(s) contains a field, and congruent to p =
char(k(s)) > 0 modulo the ideal generated by Q —{1}and (ys, - - - ,ym) otherwise.

By 1.3, up to shrinking X around x, we can find a G-equivariant commutative
diagram (with trivial action of G on the bottom row)

(1.b) X < E 2 Spec (A[P] @ Sym, (V)
S ¢ Spec A[Q]
where :

(i) the square is cartesian ;

(ii) a, b, and c are strict, where the log structure on Spec A[Q] (resp. Spec (A[P]®A
Sym, (V))) is the canonical one, given by Q (resp. P) ; P is an fs monoid, with P
torsionfree ; G acts on A[P] by g(Ap) = Ax(g, p)p, for some homomorphism

X:GP QPP 5

(iii) V is a free, finitely generated A-module, equipped with a G-action ;

(iv) the right vertical arrow is the composition of the projection onto the fac-
tor Spec A[P] and Spec A[h], for a homomorphisme h : Q — P such that h9 is
injective and the torsion part of Cokerh is annihilated by an integer invertible
onX;

(v) c is étale.

(vi) Consider the map
v:P— M,
defined by the chart X — Spec A[P] induced by bc. Up to localizing on X’ around
X, we may assume that v factors through the localization P, of P at the prime

ideal p complementary of the face v-'(% ). Replacing P by P(,), P decomposes
into

(1C) P - P* @ P],

with P* = v7'(0%,) free finitely generated over Z, and P sharp, and the image of
x by bc into the factor Spec A[P] is the rational point at the origin. Then v induces
an isomorphism P; — M. By the assumptions (1), (2), we have M, — N". One
can therefore choose (e; € Py) (1 < i < r) forming a basis of P;. Then v(e;) =
ti € My C Oxy is a local equation for a branch Z; of Z at x, (Z;)i<i< is the set of
branches of Z at x, and G acts on t; through the character x; = x|Ze; : G — p.

Furthermore :
(vii) The square in (Lb) is tor-independent.

Indeed, by the log regularity of S and the choice of the chart a, we have, by
[Kato, 1994, 6.1], ToriZ[Q] (Oss,Z[P]) =0 fori> 0.
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Though this will not be needed, one can describe the local structure of (Lb)
more precisely as follows. Let

(1.d) Y := Spec (A[P] ® Sym,, (V)) = Spec (A[P*] @ A[Pi] ®A Sym, (V)

and let Y’ := Spec C[[y1, - - - , YymlI[[Ql] Xgpec Y, with the notation of[L.al Replacing
X' by its strict localization at x we may assume that X = X’. Then the completion
of X at x is either isomorphic to the completion of Y’ at x, or a regular divisor in
it, defined by the equation g’ = 0, where g’ is the image of g in ﬁ’Ay/,X, with the
notation of [L.al

1.4. Step 3 and log smoothness (beginning). We will now analyze the modifica-
tions performed in the proof of Step 3 in VIII{4.1.9, VIII#4.2.13 The permissible
towers used in loc. cit. are iterations of operations of the form : for a subgroup H
of G, blow up the fixed point (regular) subscheme X", and replace Z by the union
of its strict transform Z*' and the exceptional divisor E. Though such a blow up is
not a log blow up in general, we will see that it still preserves the log smoothness
of X over S.

We work étale locally around x, so we can assume X = X’ in[L.Lbl We then have
a cartesian square

H
(1.a) XH 2y

e

with Y as in (L.d). We also have cartesian squares

(1.b) A
I
X—2-Y
where T C Y is the snc divisor }_T;, T; defined by the equation e; € P; (I.¢), and

(1C) ZXX XH—>T XyYH .
X Y

LEMMA 1.5. The squares ([.a), (Lb), and (I.c) are tor-independent.

Proof. For (Lb)), this is because Z (resp. T) is a divisor with normal crossings
in X (resp. Y) (cf. [SGA 6 V11 1.2]). For (L.a), as the square (Lb) is tor-independent
(by .3l (vii)), it is enough to show that the composite (cartesian) square

(1.a) XH

]

S —— Spec A[Q]

is tor-independent. We have a decomposition

(1.b) Y = (Spec A[P*])" x (Spec A[P{)" x (Spec SymA(V))H,
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(products taken over Spec A), and the map to Spec A[Q] is the composition of
the projection onto (Spec A[P*])" x (Spec A[P4])" and the canonical map induced
by Spec A[Q] — Spec A[P], which factors through the fixed points of H, G acting
trivially on the base. Let us examine the three factors.

(a) We have

(Spec Sym/\(V))H = Spec Sym , (Vy),
where Vy, is the module of coinvariants, a free module of finite type over A, as
H is of order invertible in A. Therefore Spec A[Q] Xspec A (Spec Sym A(V))H is flat
over Spec A[Q], and its enough to check that (Spec A[P*])" x (Spec A[P;])H is
tor-independent of S over Spec A[Q].

(b) The restriction to P* = v=' (&5 ) of the 1-cocycle z(v) € Z'(H, Hom/(P, k(x)*)
associated withv: P — M, (hv(a) = z(v)(h, a)v(a) for h € H, a € P, see the proof
of [.2and (VI{3.7)) is a 1-coboundary, hence trivial, as B'(H, Hom(P, k(x)*) = 0.
Therefore

(Spec A[P*))" = Spec A[P*].
(c) Recall that
P1 = @1<i<:Ne;,
with e; sent by v to a local equation of the branch Z; of Z, and that G acts on

A[Ne;] through the character x; : G — p. Let A C {1,-- -, 1} be the set of indices i
such that x;|H is trivial. Then

(Spec APH = Spec A[®icaNey].
Let I be the ideal of P generated by {e;}i¢a. It follows from (b) and (c) that
(Spec A[P))" = Spec A[P]/(1),

where (1) is the ideal of A[P] generated by 1. By [Kato, 1994, 6.1], Tor{"¥ (&5, A[P]/(1)) =
0 for i > 0, and therefore (La), hence (L.a) is tor-independent. It remains to
show the tor-independence of (L.d). For this, again it is enough to show the tor-
independence of

(1C) ZXX XH—>T XyYH
S ——— Spec A[Q]
By (a), (b), (c), we have
T xyYH = Z Spec A[P]/(Ji) x Spec Sym,, (Vi),

icA
where J; C P is the ideal generated by e; € P;, and (J;) the ideal generated by J; in

AI[P]. The desired tor-independence follows from the vanishing of Tor{\[Q} (Os, A[P1/(J8)),
where for a subset B of A, ]z denotes the ideal generated by the e;’s for i € B.

LEMMA 1.6. Consider a cartesian square

1.a) vV —V
( ;

|, |

X 2. X
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where the right vertical arrow is a regular immersion. If (L.a) is tor-independent,
then the left vertical arrow is a regular immersion, and
BIV/(X/) =X’ Xx Bl\/(X)

Let W — X be a second regular immersion, such that V xx W — W is a regular
immersion, and let W/ = X’ xx W. If moreover the squares

(1.b) V —V,
X 2. x
and
(1C) V’ Xxr W/—>VXXW)
X’ g X

are tor-independent, then the left vertical arrows are regular immersions, and
W/st — X/ X x WSt)

where W (resp. W) is the strict transform of W (resp. W’) in Bly/(X) (resp.

Bly/(X")).

Proof. Let I (resp. I’) be the ideal of V (resp. V') in X (resp. X’). By the tor-
independence of (La), if u : E — Iis a local surjective regular homomorphism
[SGA 6 viI 1.4], the Koszul complex g*K(u) is a resolution of &y, hence V' — X'
is a regular immersion. Moreover, by [SGA 6 ViI 1.2], for any n > 0, the natural
map g*I" — I'" is an isomorphism, and therefore Bly, (X’) = X’ xx Bly(X). The
tor-independence of (Lb) and (L.d) imply that of

\% XX/W/—>V><XW.
w’ \%%
The second assertion then follows from the first one and the formulas (VIII{2.1.3]
(i)

W = Bly, . wW,
wst = BIV’XX/W’W/-

1.7. Step 3 and log smoothness (end). As recalled at the beginning of [1.4, we
have to show that, if H is a subgroup of G, then the log regular pair (X;, Z;) is log
smooth over S, where X; := Bly(X) and Z; is the snc divisor Z** U E, Z*' (resp. E)
denoting the strict transform of Z (resp. the exceptional divisor) in the blow-up
h:X; = X

The question is again étale local above X around x, so we may assume that
X = X’ and we look at the cartesian square (Lb)

X———Y

o

S —— Spec A[Q]
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with Y as in (I.d), and the associated cartesian squares (La), (Lb), and (L.d).
Claim. We have

(13) leH (X) =X Xy BlyH (Y),

(1.b) 7% = X xy T,
Proof. In view of [1.5 and 1.6, (L.a) follows from the fact that the immersion
YH" — Y is regular. For ([L.b) recall that
T = Ty Xspec A Spec Sym,, (V),
where Ty C Spec A[P] is the snc divisor
To = Z diV(Zi)
1<i<r
with z; € A[P] the image of e; € P; asin[l.d Hence
(1.c) T= Z Ti,
1<i<r
where T; = div(z;) Xspec A Sym, (V), and T = > i<icr 11t We have (Lb)
Y™ = (Spec A[P))"" x Spec Sym , (Vi),

with (Spec A[P])" defined by the equations (z; = 0)i¢a, with the notations of [L.5]
(¢). In particular, the immersion Y" xy Z; — Z; is regular, hence, by [I.6, we have
25t = X xy T, hence (Lb), which finishes the proof of the claim.

Since the map S — Spec A[Q)] is strict, in order to prove the desired log
smoothness, we may, by this claim, replace the triple (X, X", Z) over Sby (Y, YH, T)
over Spec A[Q]. We choose coordinates on P*, Py =N", V' :

P* = @1<i<tZfi, P1 = ®1<i<xNey, V = Bi<icAYs

A[P] = /\[u?:]) e au;H>Z1> o )Zr]> SYmA(V) - /\[yh o )ys]a
with u; (resp. z;) the image of f; (resp. e;) in A[P], in such a way that
APH = AR - uf zny oy 24,
i. e. is defined in A[P] by the equations (z; =--- =z, =0,forsomem,1 <m <,
and
/\[VH] = /\[yn-l-h U »ys]>
i. e. is defined in A[V] by the equations y; = --- =y, =0 forsomen, 1 <n <s.
Then
YH C Y = Spec /\[‘LL?H, s ,UJ:CH,ZM oy Zry Yy )ys]
is defined by the equations
Z] :---:Zm:‘y] :---:‘yn:O.
Then
YI = BlyH (Y)

is covered by affine open pieces :

_ +1 / / / / / /
U _SpeC A[(uj )1Si§taz1a"' yZi 1y Ziy Zig 1y Ty Zmy ZmATy 2y Y1y y Yy Ynpty o

(1 <1< m), with Uy — Y given by z; — zizj’ forT<j<m,j#1iy — ziy]-’,
1 <j <n, and the other coordinates unchanged, and

_ +1 / / / / ! !
Vi —SPeC /\[(uj )1§j§t>z1)"' yZmy Zm4Ty s Zes Y1y sy Y Y Yigrs s Yy YUnpty o
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(1 <i<n),withVi = Ygivenby z; — yiz{ for T <j <m,y; — yiy/, 1 <j <n,
j # 1, and the other coordinates unchanged. Recall that Y has the log structure
defined by the log regular pair (Y, T), where T is the snc divisor

T=(zy- -2, =0),

and Y’ is given the log structure defined by the log regular pair (Y’, T'), where T’
is the snc divisor

T =FUTY,
where F is the exceptional divisor of the blow up of Y™ and T*' the strict transform
of T. Consider the canonical morphisms

Y 2y 2 .5 :=Spec AlQ].

They are both morphisms of log schemes. The morphism g is given by the homo-
morphism of monoidsy: Q — P, 1. e.

q € Q — (Y](q))"' >Yt(q))Yt+1(q))"' )Yt+r(q)>0)"' >0) € /\[uiH)"' )uit])zh"'

The blow up b has been described above in the various charts. Note that b is not
log étale, or even log smooth, in general. However, the composition gb : Y/ — L
is log smooth. We’ll check this on the charts (U;), (V;).

(a) Chart of type U;. We have F = (z; = 0), T = ([ [,;<, ;4 2 = 0). Hence the
log strucure of U; is given by the canonical log structure of A[N'] in the decom-
position

U; = Spec A[Z'] x Spec AIN"] x Spec Alyy, - yYhyYnity 5 Ys)

with the basis element ey of N" sent to the k-th placein (z{, - - - ,z{_;,zi,2{, 1, -+, Z},
(and the basis element fy of Z' sent to wy), the third factor having the trivial log
structure. Checking the log smoothness of gb : U; — £ amounts to checking the
log smoothness of its factor Spec A[P] — X = Spec A(Q), which is defined by the

composition of homomorphisms of monoids

Q—N;Zt@NTL@ﬁ)Zt@NY)
where 3 is the homomorphism N" — N" sending ej to e; +e; for 1 <j <m,j #1,
ei to e;, and e; to e; for m + 1 < j < r. Recall ((Lb), (iv)) that y9 is injective and
the torsion part of its cokernel is invertible in A. As 397 is an isomorphism, the
same holds for the composition (Id & (3)y, hence gb : U; — X is log smooth.

(b) Chart of type Vi. We have F = (y; = 0), T = H1§j§m z szm+1 z;. Hence
the log structure of V; is given by the canonical log structure of A[N"™"'] in the
decomposition

V; = Spec A[Z'] x Spec AIN""'] x Spec /\[(yj’)1§j§n,j¢i,yn+1, “ Yl

with the basis element e, of N™"! sent to the k-th place in (2], -+ ,z/, Zmi1y -+ Z1)
if k < r, and e,;; sent to y; (and the basis element f, of Z' sent to w,), the third
factor having the trivial log structure. Again, Checking the log smoothness of
gb : Vi — Z amounts to checking the log smoothness of its factor Spec A[Z'] x
Spec AIN™' — Spec A(Q). This factor is defined by the composition of homo-

morphisms of monoids

Qﬁyzt@Nrﬂzt@NrH

yZry Yty oo >y5]'

Zm+ly " )Z'r)
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where 3 : N" — N sends ej to ej+e,,1 for 1 <j <m,andtoe;form+1<j<r.
Then 9 is injective, and its cokernel is isomorphic to Z, hence (3v)9 is injective,
and we have an exact sequence

0 — Cokervy? — Coker (By)® — Z — 0.

In particular, the torsion part of Coker(Bv)9 is isomorphic to that of Cokery?,
hence of order invertible in A, which implies that gb : V; — X is log smooth.
This finishes the proof that Step 3 preserves log smoothness.

1.8. End of proof of[L.1 We may now assume that in addition to conditions (1)
and (2) of 1.3} condition (3) is satisfied as well, namely

(3) Gacts freelyon X — Z (i. e. Z = Z U T in the notation of [L.1lor (VIIIHL1)), and,
for any geometric point x — X, the inertia group Gy is abelian.

We have to check :

Claim. If figxz) : (X', Z") — (X, Z) is the modification of (VIII5.4.4), then (X', Z’)
and (X'/G,Z’ /G) are log smooth over S.

Working étale locally around a geometric point x of X, we will first choose a
strict rigidification (X, Z) of (X, Z) such that (X, Z) is log smooth over S. We will
define (X, Z) as the pull-back by S — £ = Spec A[Q] of a rigidification (Y, T) of
(Y, T) which is log smooth over I, with the notation of (I.dl). Using that G (= Gy)
is abelian, one can decompose V into a sum of G-stable lines, according to the
characters of G :

V = @i<icsA\Yi

with G acting on Ay; through a character x; : G — uy, 1. e. gyi = xi(g)yi. We de-

fine T to be the divisor z; - - - z;y; - - - ys = 0in Y = Spec A - udE - ,zr,yh e
The action of G on (Y, T) is very tame at x because the log stratum at x is Spec A", -

hence very tame in a neighborhood of x by (VIII{5.3.2) (actually on the whole of
Y, cf. (VIII{L5, VIII{.6(a)). On the other hand, (Spec Alysy, - ,ysl,y1---ys =0)
is log smooth over Spec A, and as Spec A[P] is log smooth over £, (Y, T) is log
smooth over X. Since f(g x,z) is compatible with base change by strict inert mor-
phisms, it is enough to check that if fgym = fgyrr @ (Y, T) = (Y T) is the
modification of (VIII{5.4.4) then (Y’, T’) is log smooth over X. Recall (VIII{5.3.8)
that we have a cartesian G-equivariant diagram

(La) (Y, T) e (v, T)

where the horizontal maps are the compositions of saturated log blow up towers,
and the vertical ones Kummer étale G-covers. From (L.a) is extracted the relevant
diagram involving h := f g y17),

(YT — (Y, T),

l@

(Yll> T1/)

s Ysl.
+1

y Ut

1,
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where T/ = h; ( 1), with Ty = T/G, T/ = o/ '(T/), and h (resp. B) is the restriction
of h/ (resp. «') over (Y,T) (resp. (Y, T{)). In particular, § is a Kummer étale
G-cover (as Kummer étale G-covers are stable under any fs base change). As G
acts trivially on S, this diagram can be uniquely completed into a commutative
diagram

(1.b) Y, T)— (Y, T) .
iﬁ |
(Y{,T}) %

Here f is log smooth and {3 is a Kummer étale G-cover. Though h/ and h; are log
smooth, h and h; are not, in general. However, it turns out that :

*g: (Y], T{) = L, hence g3 = fh: (Y',T') — L, are log smooth,
which will finish the proof of the claim, hence of .1l We first prove
(**) With the notation of , (Y1, Tq) is log smooth over ¥.
Let us write Y = Spec A[P], with
(1.c) P=PxN*=2Z"xN"xN-.
As G acts very tamely on (Y, T), the quotient pair (Y; = Y/G,T; = T/G) is log

regular. More precisely, by the calculation in (VI{3.5(b)), this pair consists of the
log scheme Y; = Spec A[R] with its canonical log structure, where

R = Ker(P” — Hom(G, un)) N P,

P? — Hom(G, un) being the homomorphism defined by the pairing x : G ®
P* — un. The inclusion R C P is a Kummer morphism, and P?" /R* is annihi-
lated by an integer invertible in A. As Q9% — P9 is injective, with the torsion
part of its cokernel annihilated by an integer invertible in A, the same is true of
Q9 — P, hence of Q% — R”". Thus (Y;, Ty) = Spec A[R] is log smooth over X.

Finally, let us prove (*). It is enough to work locally on Y| so we can replace
the log blow up sequence (Y7, T{ ) — (Y7, T;) with an affine chart (i.e. we replace
the first log blow up with a chart, then do the same for the second one, etc.). Then
Y] = Spec AR 1, and R®* = R®F by VIII{3.1.19. Note that R’ = Z° x N® where
Dy, ..., Dy are the components of T1. We can assume that Dy,...,D. C T/ and
D¢y1y. .., Dy are not contained in T;. Let R’ — Z® x N°¢ denote the submonoid
R’ that defines the log structure of (Y7, T{). Note that R’ consists of all elements
g’ € R such that (g’ = 0) C T/ (as a set). Also, byv:R — R’ we will denote the
homomorphism that defines (Y, T;) — (Y, Ty).

We showed in VIII{5.3.8 that T; = T/G is a Q-Cartier divisor in Y; and ob-
served that therefore T, is a Cartier divisor in Y{. Note that the inclusion R C R,
where

R = Ker(P% — Hom(G, un)) N P
defines a log structure on Y;. Denote the corresponding log scheme (Y;, T;). We

obtain the following diagram of log schemes (on the left). The corresponding di-
agram of groups is placed on the right; we will use it to establish log smoothness
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of g. Existence of dashed arrows requires an argument; we will construct them
later.

Ld) (T (0, T R% — R
(Y{)T{) - == (Y1)T1) — 2 ngp < — DR8P «— Qgp

Part (ii) of the following remark clarifies the notation (Y, T;). It will not be
used so we only sketch the argument.

REMARK 1.9. (i) Note that (Y7, T;) may be not log smooth over . For example,
even when I is log regular, e.g. Speck with trivial log structure, (Y;, Ty) does not
have to be log regular, as T; may even be non-Cartier. Nevertheless, as h; is log
smooth (even log étale), (Y{, T/) is log smooth over £. Moreover, Y] is regular, and
T/ an snc divisor in it.

(ii) Although T; may be bad, one does have that R&: X] = Oy, N1, ﬁ’?} T for the

embedding 1 : Y1_ \ Ty=Y;. This can be deduced from the forrBulas for R and R
and the fact that ROy, = Oy, N j*ﬁ\: T, by log regularity of (Y7, T;).

Note that Q — P factors through P, hence Q — R factors through R = RN P.

It follows from (L.d) that P consists of all elements f € P whose divisor (f = 0) is
contained in T (as a set). Therefore g € R lies in R if and only if (g = 0) C Ty (as
a set). This fact and the analogous description of R’ observed earlier imply that
v:R — R’ takes R to R’. Thus, we have established the dashed arrows in (@d).

Let ¢ : Q — R be the homomorphism defining the composition (Y{, T) —
(Y;, T;) — L. Since the latter is log smooth, ¢ is injective, and the torsion part of
Coker(@®P) is annihilated by an integer m invertible in A. Note that R8P<—R’8P <R,
and therefore we also have that Q8P<—R’8P and the torsion of its cokernel is anni-

hilated by m. Therefore, (Y7, T;) is log smooth over X, which finishes the proof of
(*), hence of .11

REMARK 1.10. In the proof of (*) above, we first proved that g is log smooth,
and deduced that gf3 is, too. In fact, as  is a Kummer étale G-cover, the log
smoothness of g3 implies that of g. More generally, we have the following de-
scent result, due to Kato-Nakayama ([Nakayama, 2009, 3.4]) :

THEOREM 1.11. Let X' —~> X — =Y be morphisms of fs log schemes. If g is
surjective, log étale and exact, and fg is log smooth, then f is log smooth.

The assumption on g is equivalent to saying that g is a Kummer étale cover
(cf. [Ilusie, 2002, 1.6]).

2. Prime to { variants of de Jong’s alteration theorems

Let X be a noetherian scheme, and { be a prime number. A morphism h : X’ —
X is called an (’-alteration if h is proper, surjective, generically finite, maximally
dominating (i.e., (II{1.1.2) sends each maximal point to a maximal point) and the
degrees of the residual extensions k(x’)/k(x) over each maximal point x of X are
prime to {. The next theorem was stated in (Introduction 0.3 (1)) :
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THEOREM 2.1 (Gabber). Let k be a field, { a prime number different from the
characteristic of k, X a separated and finite type k-scheme, Z C X a nowhere
dense closed subset. Then there exists a finite extension k' of k, of degree prime
to {, and a projective {’-alteration h : X — X above Spec k' — Spec k, with X
smooth and quasi-projective over k/, and h™'(Z) is the support of a relative, strict
normal crossings divisor.

Recall that a relative, strict normal crossings divisor in a smooth scheme T/S is
adivisor D = } ;. D;, where I is finite, D; C T is an S-smooth closed subscheme
of codimension 1, and for every subset ] of I the scheme-theoretic intersection
NiejDj is smooth over S.

We will need the following variant, due to Gabber-Vidal (proof of [Vidal, 2004b),
4.4.1]), of de Jong's alteration theorems [de Jong, 1997, 5.7,5.9, 5.11], cf. [Zheng, 2009,
3.8]:

LEMMA 2.2. Let X be a proper scheme over S = Spec k, normal and geometri-
cally reduced and irreducible, Z C X a nowhere dense closed subset. We assume
that a finite group H acts on X — §, faithfully on X, and that Z is H-stable. Then
there exists a finite extension k; of k, a finite group H;, a surjective homomor-
phism H; — H, and an H;-equivariant diagram with a cartesian square (where
S =Spec k, S1 = Spec k)

(2a) X—1X ~ X3

satisfying the following properties :

(i) S1/Ker(H; — H) — S is a radicial extension ;

(ii) X; is projective and smooth over S; ;

(iii) a : X; — Xj is projective and surjective, maximally dominating and
generically finite and flat, and there exists an H;-admissible dense open sub-
set W C X; over a dense open subset U of X, such that if U; = S; xs U and
K = Ker(H; — Aut(U,;)), W — W/K is a Galois étale cover of group K and the
morphism W/K — U, induced by a is a universal homeomorphism ;

(iv) (ba)7'(Z) is the support of a strict normal crossings divisor in X;.

Proof. We may assume X of dimension d > 1. We apply [Vidal, 2004b) 4.4.3]
to X/S, Z, and G = H. We get the data of (loc. cit.), namely an equivariant finite
extension of fields (S;,H;) — (S, H) such that S;/Ker(H; — H) — S is radicial,
an H;-equivariant pluri-nodal fibration (Yq — --- — Y; — S$;,{0y}, Zo = 0), and
an Hj-equivariant alteration a; : Y4 — X over S, satisfying the conditions (i), (ii),
(iii) of (loc. cit.) (in particular a;' (Z) C Z,). Then, as in the proof of [Vidal, 2004b),
4.4.1], successively applying [Vidal, 2004b, 4.4.4] to each nodal curve f; : Y; —
Yi_1, one can replace Y; by an H;-equivariant projective modification Y; of it such
that Y/ is regular, and the inverse image Z/ of Z; := Ujoy(Yiq) U f "(Zi 1) inY!
is an H;-equivariant strict snc divisor. Then, X, := Y} is smooth over S; and Z}
is a relative snc divisor over S;. This follows from the analog of the remark fol-
lowing [Vidal, 2004b) 4.4.4] with “semistable pair over a trait" replaced by “pair
consisting of a smooth scheme and a relative snc divisor over a field". In partic-
ular, (ba)™'(Z)yeq is a subdivisor of Z}, hence an snc divisor. After replacing H;
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by H;/Ker(H; — Aut(X;)) the open subsets U and V of (iii) are obtained as at the
end of the proof of [Vidal, 2004b) 4.4.1].

2.3. Proof of 2.1l There are three steps.

Step 1. Preliminary reductions. By Nagata’s compactification theorem [Conrad, 2007,

there exists a dense open immersion X C X with X proper over S. Up to replacing
X by X and Z by its closure Z, we may assume X proper over S. By replacing
X by the disjoint sum of its irreducible components, we may further assume X
irreducible, and geometrically reduced (up to base changing by a finite radicial
extension of k). Up to blowing up Z in X me may further assume that Z is a
(Cartier) divisor in X. Finally, replacing X by its normalization X’, which is finite
over X, and Z by its inverse image in X', we may assume X normal.

Step 2. Use of 2.2l Choose a finite Galois extension kg of k such that the irre-
ducible components of Xy = X x5 So (So = Spec ko) are geometrically irreducible.
Let G = Gal(ko/k) and H C G the decomposition subgroup of a component Y
of Xo. We apply 2.21to (Yo/So, Zo N'Yy), where Zy = Sy xs Z. We find a surjection
H; — H and an H;-equivariant diagram of type[2.al:

(2.a) Yo v, <2y,
So=—54

satisfying conditions (i), (ii), (iii), (iv) with S replaced by Sy, and X, — X; — X
by Y, — Y; = Yy. As G transitively permutes the components of X, X is, as a
G-scheme over S, the contracted product

XOZYO XH G,

i. e. the quotient of Y, x G by H acting on Y, on the right and on G on the left
(cf. proof of VIII{5.3.7), and similarly Z = Z, x"" G. Choose an extension of the

diagram H; ——= H —~ G into a commutative diagram of finite groups

H —~G,

H——G
with 1; injective and v surjective (for example, take i; to be the graph of iu and v
the projection). Define

X] = Y] ><H1 G], XZ = YZ XH] G].
Then (2.a) extends to a G;-equivariant diagram of type

(2.b) Xo =——X; ==Xz,
So~—54

satisfying again (i), (ii), (iii), (iv). In particular, the composition h : X; — X; —
Xo — X is an alteration above the composition S; — Sy — S, X; is projective and



2. PRIME TO ¢ VARIANTS OF DE JONG'S ALTERATION THEOREMS 151

smooth over S;, and h™'(Z) is the support of an snc divisor. However, as regard
to[2.J] the diagram

deduced from (2.b) has two defects :

(a) the extension S; — S is not necessarily of degree prime to ¢,

(b) the alteration h is not necessarily an {'-alteration.

We will first repair (a) and (b) at the cost of temporarily losing the smoothness
of X2/S1 and the snc property of h™'(Z). By (i), S1/Ker(G; — G) — Sy is a radicial
extension, hence S1/G; — S = Sy/G is a radicial extension, too. Similarly, by (iii),
X2/Gy — Xis an alteration over S;/G; — S, which is a universal homeomorphism
over a dense open subset. Now let L be an {-Sylow subgroup of G;. Then S;/L —
S1/Gy is of degree prime to {, and X,/L — X,/G; is a finite surjective morphism
of generic degree prime to {. Let S’ := Spec k' = §;/L, X’ = §’ x5 X. We get a
commutative diagram with cartesian square

(2.0) X X/ X2/L X2,
e
S S’ S

where S’ — S is an extension of degree prime to £, S; — S’ a Galois extension of
group L,

hz : Xz / L—-X
an {’-alteration, X,/S; is projective and smooth, and if now h denotes the compo-
sition X, — X, Z; := h™'(Z) is an snc divisor in X,. If X,/L was smooth over S’

and Z,/L an snc divisor in X;/L, we would be finished. However, this is not the
case in general. We will use Gabber’s theorem [I.T] to fix this.

Step 3. Use of .1 Let Y be a connected component of X;, (Z;)y = h™'(Z) N,
D the stabilizer of Yin L, I C D the inertia group at the generic point of Y. Then
D acts on Y through K := D/I, and this action is generically free. AsY is smooth
over S; and (Z;)y is an snc divisor in Y, (Y, (Z;)y) makes a log regular pair, log
smooth over S;, hence over S’ = S;/L (equipped with the trivial log structure).
We have a K-equivariant commutative diagram

2d) (/K (Z1)y/K) =— (Y, (Z1)v)

T

S/

where K acts trivially on S’, and f is projective, smooth, and log smooth (S’ having
the trivial log structure). We now apply LIl to (f : (Y, (Z)y) — S’ = (S§',0),K),
which satisfies conditions (i) - (iii) of (loc. cit.). We get a D-equivariant projective
modification g : Y; — Y (D acting through K) and a D-strict snc divisor E; on Y;,
containing Z; := g~'((Z;)y) as a subdivisor, such that the action of D on (Y7, E;) is
very tame, and (Y7, E;) and (Y;/D, E;/D) are log smooth over S’. Pulling back g
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to the orbit Y xP L of Y under L, i. e. replacing g by g x° L, and working separately
over each orbit, we eventually get an L-equivariant commutative square

(2.e) (Y2/L, Ey/L) =— (Y2, E2)

(Xo/L, Z1 /L) =— (X2, Zy)
where u, v are projective modifications (and Z; = h7'(Z), Z;/L = h;‘ (Z) as
above), with the property that the pair (Y>/L, E,/L) is an fs log scheme log smooth
over S’ (= S1/L),and v (h;'(Z)) C E;/L). Letw: (X, E) — (Y2/L, E;/L) be a pro-
jective, log étale modification such that X is regular, and E = w~'(E,/L) is an snc
divisor in X. For example, one can take for w the saturated monoidal desingu-
larization .78 of (VIII{3.4.9). We then apply .2 to the log smooth morphism
X — S'. By a special case of the (Lb), with Q = {1}, G = {1}, as P* is torsion free,
X is not only regular, but smooth over S’, and E a relative snc on X. Let
h:X—X
be the composition
X~ Yy /LY X /L 2> X

This is a projective {’-alteration, and it fits in the commutative diagram

X< X,

|

S—F¢

where S’ is an extension of S of degree prime to (, X is projective and smooth over
S’, and h'(Z),eq is a sub-divisor of the S’-relative snc divisor E, hence a relative
snc divisor as well. This finishes the proof of

Recall now the theorem stated in (Introduction 0.3 (2)) :

THEOREM 2.4 (Gabber). Let S be a separated, integral, noetherian, excellent,
regular scheme of dimension 1, with generic point 1, X a scheme separated, flat
and of finite type over S, { a prime number invertible on S, Z C X anowhere dense
closed subset. Then there exists a finite extension 1’ of 1 of degree prime to { and
a projective {’-alteration h : X — X above S’ — S, where S’ is the normalization
of S in n’, with X regular and quasi-projective over S’, a strict normal crossings
divisor T on X, and a finite closed subset £ of S’ such that :

(i) outside £, X — S’ is smooth and T — S’ is a relative divisor with normal
crossings ;

(i) étale locally around each geometric point x of X,/, where s’ = Spec k'
belongs to £, the pair (X, T) is isomorphic to the pair consisting of

X' =S ud et/ ule -t — ),
T = V(tgr-tm) C X'
around the point (u; = 1), (t; = 0), with 1 < r < m < n, for positive integers
ai,---,a, by, -, by satisfying ged(p, ar, - - -, ar, by, -+, bs) = 1, p the character-
istic exponent of k', 7t a local uniformizing parameter at s’ ;
(iii) A" (Z) eq is a sub-divisor of Ug/cs (Xs/ )rea U T.
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The proof follows the same lines as that of 2.1l We need again a Gabber-Vidal
variant of de Jong’s alteration theorems (cf. [Zheng, 2009, 3.8]). This is essentially
[Vidal, 2004b), 4.4.1]), except for the additional data of Z C X and the removal of
the hypothesis that S is a strictly local trait :

LEMMA 2.5. Let X be a normal, proper scheme over S, whose generic fiber is
geometrically reduced and irreducible, Z C X a nowhere dense closed subset. We
assume that a finite group H acts on X — §, faithfully on X, and that Z is H-stable.
Then there exists a finite group H;, a surjective homomorphism H; — H, and an
Hj-equivariant diagram with a cartesian square

(2.a) X=X =2 X,

Iy

S—§

satisfying the following properties :

(i) S1 — S is the normalization of S in a finite extension n; of n such that
M1/ (Ker(H; — H) — n is a radicial extension (where 1 is the generic point of S) ;

(ii) X, is projective and strictly semistable over S; (i. e. is strictly semistable
over the localizations of S; at closed points [de Jong, 1996, 2.16]) ;

(iii) a : X; — Xj is projective and surjective, maximally dominating and
generically finite and flat, and there exists an H;-admissible dense open subset
W C Xj,, over a dense open subset U of X, such that if U; = n; x;; U and
K = Ker(H; — Aut(U,)), W — W/K is a Galois étale cover of group K and the
morphism W/K — U, induced by a is a universal homeomorphism ;

(iv) (ba)~'(Z) is the support of a strict normal crossings divisor in X;, and
(Xa, (ba)~'(Z)) is a strict semistable pair over S; (i. e. over the localizations of S;
at closed points [de Jong, 1996, 6.3]).

Note that (ii) and (iv) imply that there exists a finite closed subset £ of S,
such that, outside £, the pair (X;, (ba)™'(Z)) consists of a smooth morphism and
a relative strict normal crossings divisor.

Proof. Up to minute modifications the proof is the same as that of We
may assume the generic fiber X, of dimension d > 1. We apply [Vidal, 2004b,
4.4.3] to X/S, Z, and G = H. We get the data of (loc. cit.), namely an equivari-
ant finite surjective morphism (S;,H;) — (S,H), with S; regular (hence equal
to the normalization of S in the extension 1; of the generic point n of S) such
that n;/Ker(H; — H) — n is radicial, an H;-equivariant pluri-nodal fibration
(Ya = -+ = Y; = S1,{oy}, Zo), and an H;-equivariant alteration a; : Yy — X over
S, satisfying the conditions (i), (ii), (iii) of (loc. cit.) (in particular a;'(Z) C Z,).
Then, as in the proof of [Vidal, 2004b) 4.4.1], successively applying [Vidal, 2004b),
4.4.4] to each nodal curve f; : Y; — Y;_;, one can replace Y; by an H;-equivariant
projective modification Y{ of it such that Y/ is regular, and the inverse image of
Zi := Ujoy(Yig) U ] "(Zi_1) in Y/ is an H;-equivariant strict snc divisor. Then,
by the remark following [Vidal, 2004b| 4.4.4] X, := Y/} is strict semistable over
S1 and (X, Z4) is a strict semistable pair over S;. In particular, (ba)™"(Z)q is a
subdivisor of Z4, hence an snc divisor, and (X;, (ba)™'(Z))req is a strict semistable
pair over S;. The open subsets U and V of (iii) are constructed as at the end of the
proof of [Vidal, 2004b) 4.4.1].
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2.6. Proof of It is similar to that of 2.1l There are again three steps. We
will indicate which modifications should be made.

Step 1. Preliminary reductions. Up to replacing X by the disjoint union of the
schematic closures of the reduced components of its generic fiber, and working
separately with each of them, we may assume X integral (and X, # 0)). Applying
Nagata’s compactification theorem, we may further assume X proper and inte-
gral. Base changing by the normalization of S in a finite radicial extension of n
and taking the reduced scheme, we reduce to the case where, in addition, X; is
irreducible and geometrically reduced. Then we blow up Z in X and normal-
ize as in the previous step 1. Here we used the excellency of S to guarantee the
finiteness of the normalizations.

Step 2. Use of Let Sy be the normalization of S in a finite Galois extension
Mo of 1 such that the irreducible components of the generic fiber of Xy = X xs S
(So = Spec ko) are geometrically irreducible. Let G = Gal(no/n) and H C G the
decomposition subgroup of a component Y, of Xo. We apply[2.5to (Yo/So, ZoNYo),
where Zy = Sy xs Z. We find a surjection H; — H and an H;-equivariant diagram
of type (2.a) satisfying conditions (i), (ii), (iii), (iv) with S replaced by S,, and
X = Xy = Xby Y = Yy = Y,. We then, as above, extend H; — H to a surjection
G; — G and obtain a G;-equivariant diagram of type (2.a)

(2.a) Xo=2— X <2 Xz,

e

So~— 5

satisfying again (i), (ii), (iii), (iv). In particular, the composition h : X; — X; —
Xo — Xis an alteration above the composition S; — Sy — S, X, is projective over
S1, with strict semistable reduction, and h™'(Z) is the support of an snc divisor
forming a strict semistable pair with X,/S;. It follows from (i) that $;/G; — S =
So/G is generically radicial, and by (iii) that X;/G; — X is an alteration over
S1/Gi1 — S, which is a universal homeomorphism over a dense open subset. As
above, choose an {-Sylow subroup L of G;. Then S;/L is regular, S;/L — S;/G;
is finite surjective of generic degree prime to {, and X,/L — X,/G; is a finite
surjective morphism of generic degree prime to {. Putting S’ = S;/L, X’ = S§' xs X,
we get a commutative diagram with cartesian square

(2.b) X—— X ——Xp/L—X,,
v
1

where S’ is regular, S” — S is finite surjective of generic degree prime to £, S; — S’
generically étale of degree the order of L,

h,z . Xz / L—-X
an (’-alteration, X,/S; is projective and strictly semistable, and if h denotes the
composition X, — X, Z; = h™'(Z),eq is an snc divisor in X,, forming a strictly

semistable pair with X,/S;.

Step 3. Use of .1l Defining Y, (Z;)y, I € D, K = D/I as in the former step
3, K acts generically freely on Y. As the pair (Y, (Z;)y) is strictly semistable over



3. RESOLVABILITY, LOG SMOOTHNESS, AND WEAK SEMISTABLE REDUCTION 155

Sy, there exists a finite closed subset Z; of Sy such that (Y, Yz, U (Z;)y) forms a
log regular pair, log smooth over S; equipped with the log structure defined by
2. AsS; — S = §;/L is Kummer étale, (Y, (Yz/)reda U (Z1)y) (Where X’ is the
inverse image of X;) is also log smooth over S’ (equipped with the log structure
given by X’), and we get a K-equivariant commutative diagram (2.d), with trivial
action of K on S’ and f projective and log smooth over S’. We then apply [L.1] to
(Y, (Yz)rea U (Z1)y) — S’, and the proof runs as above. We get a D-equivariant
projective modification g : Y; — Y (D acting through K) and a D-strict snc divisor
E; on Y;, containing (g7 ((Z1)y) U (Y1)s/)red as a subdivisor, such that the action
of D on (Y;, Ey) is very tame, and (Y;, Ey) and (Y;/D, E;/D) are log smooth over
S’. After extending from D to L we get an L-equivariant commutative square
of type (2.€), with (Y/L, E,/L) log smooth over S’ (= S;/L), and (v '(h;'(Z)) U
(Y2/L)s/)rea C E2/L. As above we take a projective, log étale modification such
that X is regular, and E = w'(E,/L) is an snc divisor in X.

We now apply .2 to the log smooth morphism (X,E) — S’. It's enough to
work étale locally on X around some geometric point x of X,,, with s’ € £’. We
replace S’ by its strict localization at the image of x, and consider (Lb), with Q =
N, G ={1}, A = Z, if p > 1 and Q otherwise, and the chart a : N — Mg/, 1 —
7, 7 a uniformizing parameter of S’. In (L.d) we have P* = Z*, P; = NV, for
nonnegative integers 1, v, hence

P=2Z" & N".

Let ((bi), (a;) be the image of 1 € N in P in the above decomposition, and let
(aj,---,a,), (b,---,bs) be the sets of those a;’s and b;’s which are # 0. We may
assume b; > 0 if b; # 0. As the torsion part of Coker(Z — P9) is annihilated by
an integer invertible on X, we have ged(p, as,- -+ ,a;, by, -+ ,bs) = 1, where p is
the characteristic exponent of k. We have P = Z° ® N" ® Z"~° ® N*". Choosing a
basis of V, we get that étale locally around x, X is given by a cartesian square

X ——Spec Afuf', - juFl g, -t

|

S’ Spec Alz]

with x going to the point (u; = 1), (t; = 0),and z += 7, z +—> ud - ulst]' - - - t&, in
other words,

X=SuE o juf -t/ et ),

Finally, E is the union of the special fiber X;: and a horizontal divisor T, étale
locally given by the equation t,.;---t,, = 0, for an integer m such that 1 < r <
m < n. As h™'(Z) eq is a sub-divisor of (X/)eq U T, this finishes the proof of 2.4

3. Resolvability, log smoothness, and weak semistable reduction

3.1. Elimination of separatedness assumptions. The main aim of §3.1is to
weaken the separatedness assumptions in Theorems VIII{L1 and .1l We start
with an example showing how things can go wrong without such an assump-
tion. Recall, see VI{4.1] that if a finite group G acts on a scheme X then the fixed
point subscheme X€ is the intersection of graphs of the translations g: X — X. In
particular, X€ is closed whenever X is separated.
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EXAMPLE 3.1.1. Let G = {1, o} be a cyclic group of order two. Consider an
affine plane AZ = Spec(k[x, y]) over a field k of characteristic different from 2 and
let X be the affine plane with doubled origin, i.e., X is glued from two copies of
A7 along U = A7\ {0}. We provide U with the action of G by the rules ox = x
and oy = —y, and extend this action to X so that o intertwines the origins. Then
X6 is the closed subscheme of U given by y = 0. In particular, it is not closed in
X, and the inertia stratification (used in the proof of Theorem VIII{L.1) does not
make sense. Note that the closure Z of X is an affine line with doubled origin
on which G acts by permuting the origins. For any G-equivariant modification
Y — X the proper transform of Z is a modification of Z and hence is isomorphic
to Z. Thus, Y© contains the generic point of Z but not its origins, and we obtain
that Y€ is not closed. Therefore, the action on Y is not very tame for any choice
of a log structure, and we obtain that the assertion of Theorem VIII{L1]]fails for
such (G, X, Z = 0).

3.1.2. Inertia specializing actions. Example [3.1.1l motivates the following defi-
nition: an action of a finite group G on a scheme X is inertia specializing if for any
point x € X with a specialization y € X one has that G, C G,. Since a sub-
scheme of X is closed if and only if it is closed under specializations, we obtain
the following result.

LEMMA 3.1.3. An action of G on X is inertia specializing if and only if for each
subgroup H C G the subscheme X is closed.

REMARK 3.1.4. (i) A large class of examples of inertia specializing actions can
be described as follows. The following conditions are equivalent and imply that
the action is inertia specializing: (a) any G orbit is contained in an open sepa-
rated subscheme of X, (b) X admits a covering by G-equivariant separated open
subschemes X;. In particular, any admissible action is inertia specializing.

(ii) If (G, X, Z) is as in Theorem VIII{LI] but instead of separatedness of X
one only assumes that it possesses a covering by G-equivariant separated open
subschemes X;, then the assertion of the theorem still holds true. Indeed, the
theorem applies to the G-equivariant log schemes (X;, Z; = Z|x, ), and by Theorem
VIII{5.6.1 the modifications f(g x, z,) agree on the intersections and hence glue to
a required modification f(g x z) of X.

A quick analysis of the proof of VIII{L.1lis required to obtain the following
stronger result.

THEOREM 3.1.5. (i) Theorem VIII{L.Jland its complement VIII{5.6.Thold true
if the assumption that X is separated is weakened to the assumption that the
action of G on X is inertia specializing.

(ii) Theorem M. holds true if the assumptions that X and S are separated are
replaced with the single assumption that the action of G on X is inertia specializ-
ing.

Proof. The proof of VIII{Llin the general (i.e. not necessarily ge) case runs
as follows. First, for any point x € X and localizations X, and Z, one constructs
fx = fig.x.,z,)- This stage does not use any separatedness assumption. Second,
for any specialization y of x one shows that after eliminating empty normalized
blow ups, the restriction fy|x, coincides with f,. For this stage to work we only
need that Gy C G, i.e. the assumption that the action is inertia specializing is
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precisely what one uses. The third stage is to show that the family f, forms an
atomic normalized blow up tower and hence descends to a normalized blow up
tower f(gxz). It uses the log-inertia stratification in order to control the associ-
ated points of the normalized blow up towers f,. Since the inertia stratification
is well defined for inertia specializing actions, the log-inertia stratification is well
defined too, and this stage works fine. Finally, the last stage is to uniformly bound
the normalization threshold of f(gxz) in terms of the combinatorial datum. The
argument is local and the combinatorial datum involves only the log-inertia strat-
ification and the size of G. Hence this stage also extends to our case without any
changes.

The proof of Theorem [I.1l runs as follows. One considers the modification
f(gx,z) from VIII{L.Iland checks that it satisfies the additional properties asserted
by .1l This check is local on X and hence applies to non-separated schemes as
well. Since by part (i) of B.1.5, fsxz) is well defined whenever G acts inertia
specializing on X, we obtain (ii). O

3.1.6. Pseudo-projective morphisms and non-separated Chow’s lemma. We conclude
§3.1lwith recalling a non-separated version of Chow’s lemma due to Artin-Raynaud-
Gruson. It will be needed to avoid unnecessary separatedness assumptions in the
future. We prefer to use the following non-standard terminology: a finite type
morphism f: X — S is pseudo-projective if it can be factored into a composition of
a local isomorphism X — X (i.e. X admits an open covering X = U;X; such that the
morphisms X; — X are open immersions) and a projective morphism X — S.

REMARK 3.1.7. (i) We introduce pseudo-projective morphisms mainly for ter-
minological convenience. Although pseudo-projectivity is preserved by base changes,
it can be lost under compositions. Moreover, even if X is pseudo-projective over
a field k, its blow up X’ does not have to be pseudo-projective over k (thus giv-
ing an example of a projective morphism f: X’ — X and a pseudo-projective one
X — Spec(k) so that the composition is not pseudo-projective). Indeed, let X be
an affine plane with a doubled origin {0, 0}, and let X’ be obtained by blowing
up 07. By 1 we denote the generic point of C; = f~'(07). The ring Spec(&Ox. )
is a DVR and its spectrum has two different k-morphisms to X’: one takes the
closed point to n and another one takes it to o,. It then follows from the valuative
criterion of separatedness that any k-morphism g: X’ — Y with a separated tar-
get takes 0, and n to the same point of Y. In particular, such g cannot be a local
isomorphism, and hence X' is not pseudo-projective over k.

(ii) Note that a morphism f is separated (resp. proper) and pseudo-projective
if and only if it is quasi-projective (resp. projective). So, the following result
extends the classical Chow’s lemma to non-separated morphisms.

PROPOSITION 3.1.8. Let f: X — S be a finite type morphism of quasi-compact and
quasi-separated schemes, and assume that X has finitely many maximal points. Then
there exists a projective modification g: X' — X (even a blow up along a finitely generated
ideal with a nowhere dense support) such that the morphism X' — S is pseudo-projective.

Proof. As asimple corollary of the flattening theorem, it is proved in [Raynaud & Gruson, 1971
5.7.13] that there exists a modification X’ — X such that X’ — S factors as a com-
position of an étale morphism X’ — X that induces an isomorphism of dense open
subschemes and a projective morphism X — S. (In loc.cit. one works with alge-
braic spaces and assumes that f is locally separated, but the latter is automatic for
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any morphism of schemes.) Our claim now follows from the following lemma
(which fails for locally separated morphisms between algebraic spaces). O

LEMMA 3.1.9. Assume that ¢: Y — Z is an étale morphism of schemes that
restricts to an open embedding on a dense open subscheme Y,—Y. Then ¢ is a
local isomorphism.

Proof. Let us prove that if, in addition, ¢ is separated then ¢ is an open im-
mersion. Since Y possesses an open covering by separated subschemes, this will
imply the lemma. The diagonal A,: Y — Y x7 Y is an open immersion, and by
the separatedness of ¢, it is also a closed immersion. Thus, Y is a connected com-
ponent of Y xz Y, and since both Y and Y xz Y have dense open subschemes
that map isomorphically onto Yy, Ay is an isomorphism. This implies that ¢
is a monomorphism, but any étale monomorphism is an open immersion by
[Grothendieck, 1967, 17.9.1]. O

3.2. Semistable curves and log smoothness.

3.2.1. Log structure associated to a closed subset. Let S be a reduced scheme. Any
closed nowhere dense subset W C S induces a log structure j, 0N 0s— Os, where
j: U=S is the embedding of the complement of W. The associated log scheme
will be denoted (S,W). By VI{L4 any log regular log scheme is of the form
(S, W), where W is the non-triviality locus of the log structure.

3.2.2. Semistable relative curves. Following the terminology of [Temkin, 2010,
by a semistable multipointed relative curve over a scheme S we mean a pair
(C,D), where C is a flat S-scheme of relative dimension one and with fibers hav-
ing only ordinary nodes as singularities, and D—C is a closed subscheme which
is étale over S and disjoint from the singular locus of C — S. We do not assume
C to be neither proper nor even separated over S.

PROPOSITION 3.2.3. Assume that (S, W) is a log regular log scheme and (C, D) is
a semistable multipointed relative S-curve such that the morphism f: C — S is smooth
over S\'W. Then the morphism of log schemes (C,D Ut~ (W)) — (S, W) is log smooth.

Proof. 1f C is proper over S then this claim is nothing else than VI{1.9l More-
over, the proof of VI{L.9l is local on C, hence it applies to our case as well. O

3.3. l'-resolvability.

3.3.1. Alterations. Assume that S’ and S are reduced schemes with finitely
many maximal points and letn’ C S’ and 1 C S denote the subschemes of max-
imal points. Let f: S’ — S be an alteration, i.e. a proper, surjective, generically
finite, and maximally dominating morphism. Recall that f is an '-alteration if
([k(x) : k(f(x))],1) = 1 for any x € n’. We say that f is separable if k(n’) is a separa-
ble k(n)-algebra (i.e. n” — mn has geometrically reduced fibers). If, in addition, S’
and S are provided with an action of a finite group G such that f is G-equivariant,
the action on S is trivial, the action onn’ is free, and 1'/G — n, then we say that f
is a separable Galois alteration of group G, or just separable G-alteration.

REMARK 3.3.2. We add the word "separable" to distinguish our definition
from Galois alterations in the sense of de Jong (see [de Jong, 1996]) or Gabber-
Vidal (see [Vidal, 2004a, p. 370]). In the latter cases, one allows alterations that
factoras S’ — S” — S, where S’ — S” is a separable Galois alteration and S” — S
is purely inseparable.
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3.3.3. Universal 1'-resolvability. Let X be a noetherian scheme and let 1 be a
prime invertible on X. Assume that for any alteration Y — X and nowhere dense
closed subset Z C Y there exists a surjective projective morphism f: Y’ — Y such
that Y’ is regular and Z’ = f~'(Z) is an snc divisor. (By a slight abuse of language,
by saying that a closed subset is an snc divisor we mean that it is the support of an
snc divisor.) If, furthermore, one can always choose such f to be a modification,
separable l’-alteration, l’-alteration, or alteration, then we say that X is universally
resolvable, universally separably 1'-resolvable, universally 1'-resolvable, or universally
Q-resolvable, respectively.

REMARK 3.3.4. (i) Due to resolution of singularities in characteristic zero, any
ge scheme over Spec(Q) is universally resolvable for any 1. This is essentially due
to Hironaka, [Hironaka, 1964], though an additional work was required to treat
ge schemes that are not algebraic in Hironaka’s sense, see [Temkin, 2008b] for the
noetherian case and [Temkin, 2011b] for the general case.

(i) It is hoped that all ge schemes admit resolution of singularities (in particu-
lar, are universally resolvable). However, we are, probably, very far from proving
this. Currently, it is known that any ge scheme of dimension at most two admits
resolution of singularities (see [Cossart et al., 2009] for a modern treatment). In
particular, any ge scheme of dimension at most two is universally resolvable.

(iii) One can show that any universally Q-resolvable scheme is ge, but we
prefer not to include this proof here, and will simply add quasi-excellence as-
sumption to the theorems below.

(iv) On the negative side, we note that there exist regular (hence resolvable)
but not universally Q-resolvable schemes X. They can be constructed analo-
gously to examples from IH{IL.5l For instance, there exists a discretely valued

field K whose completion K contains a finite purely inseparable extension K’/K
(e.g. take an element y € k((x)) which is transcendental over k(x) and set K =
k(x,y?) C K’ = k(x,y) C k((x)) with the induced valuation). The valued ex-
tension K’/K has a defect in the sense that ex/x = fx/)x = 1. In other words, the
DVR’s A’ and A of K’ and K, have the same residue field and satisfy ma, = maA’.
Since A’ is A-flat, it cannot be A-finite. On the other hand, A’ is the integral clo-
sure of A in K’, and we obtain that A is not qe. In addition, although X = Spec(A)
is regular, any X-finite integral scheme X’ with K’ C k(X’) possesses a non-finite
normalization and hence does not admit a desingularization. Thus, X is not uni-
versally Q-resolvable.

Our main goal will be to show that universal 1’-resolvability of a ge base
scheme S is inherited by finite type S-schemes whose structure morphism X — S
is maximally dominating (see Theorem [3.5/ below, where a more precise result
is formulated). The proof will be by induction on the relative dimension, and
the main work is done when dealing with the case of generically smooth relative
curves.

THEOREM 3.4. Let S be an integral, noetherian, ge scheme with generic point
n = Spec(K), let f: X — S be a maximally dominating (II{1.1.2) morphism of
finite type, and let Z C X be a nowhere dense closed subset. Assume that S is
universally 1’-resolvable (resp. universally separably 1’-resolvable), X, = X xsn
is a smooth curve over K, and Z, = Z xgn is étale over K. Then there exist
a projective l’-alteration (resp. a separable projective l’-alteration) a: S’ — S,
a projective modification b: X’ — (X xg S’)P", where (X xs S’)P" is the proper
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transform of X, i.e. the schematic closure of X;; xs S"in X x5 S/,

X' — (X x5 /)P X x5 S' —= X

\ l Lf

o

S’ —2—=5

and divisors W/ C S’ and Z’ C X' such that S’ and X’ are regular, W’ and Z' are
snc, the morphism f’: X’ — S’ is pseudo-projective (§3.1.6), (X', Z') — (S/,W') is
log smooth, and Z’ = ¢7'(Z) U f"~'(W’), where ¢ denotes the alteration X’ — X.

We also note if f is separated (resp. proper) then f’ is even quasi-projective
(resp. projective) by Remark B.I7(ii).

Proof. It will be convenient to represent Z as Z, U Z,, where the horizontal
component Z;, is the closure of Z, and the vertical component Z, is the closure
of Z\ Z;. The following observation will be used freely: if a;: S; — S is a (resp.
separable) projective 1'-alteration with an integral S; and by: X; — (X xsS¢)P"isa
projective modification, then it suffices to prove the theorem for f;: X; — S; and
the preimage Z; C X; of Z (note that the generic fiber of f; is smooth because it
is a base change of that of f). So, in such a situation we can freely replace f by
f;, and Z will be updated automatically without mentioning, as a rule. We will
change S and X a few times during the proof. We start with some preliminary
steps.

Step 1. We can assume that f is quasi-projective. By Proposition [3.1.8, replacing
X with its projective modification we can achieve that f factors through a local
isomorphism X — X, where X is S-projective. Let X; C X be the image of X.
Then the induced morphism X; — S is quasi-projective and with smooth generic
fiber. If the theorem holds for f; and the image Z; C X; of Z, i.e., there exist
a: S’ — Sand by: X{ — (X; xs S')P' that satisfy all assertions of the theorem,
then the theorem also holds for f and Z because we can keep the same a and take
b = by xx, X. This completes the step, and in the sequel we assume that f is quasi-
projective. As we will only use projective modifications by: X; — (X x5 §;)P, the
quasi-projectivity of f will be preserved automatically.

Step 2. We can assume that f and Z,, — S are flat. Indeed, due to the flattening
theorem of Raynaud-Gruson, see [Raynaud & Gruson, 1971, 5.7.9], this can be
achieved by replacing S with an appropriate projective modification S’, replacing
X with the proper transform, and replacing Z with its preimage. From now on,
the proper transforms of X will coincide with the base changes.

Step 3. Use of the stable modification theorem. By the stable modification theo-
rem [Temkin, 2010, 1.5 and 1.1] there exist a separable alteration a: S — S with
an integral S and a projective modification X — X xs S such that (X, Zy) is a
semistable multipointed S-curve (see §3.2.2), where Z;, C X is the horizontal part of
the preimage Z of Z. Enlarging S we can assume that it is integral and normal.

X—=XxsS—=X

\l lf
f _ —

[

Step 4. We can assume that a is a separable projective G-alteration, where G is
an 1-group. Since semistable multipointed relative curves are preserved by base



3. RESOLVABILITY, LOG SMOOTHNESS, AND WEAK SEMISTABLE REDUCTION 161

changes, we can just enlarge S by replacing it with any separable projective Galois
alteration that factors through S. Once S — S is Galois, let G denote its Galois
group and let G C G be any Sylow l-subgroup. Since S — S/G is a separable
G-alteration and S/G — S is a separable projective 1’-alteration, we can replace S
with S/G, replace X with X xs (S/G), and update Z accordingly, accomplishing
the step.

Step 5. The action of G on X xs S via S lifts equivariantly to X. In particular, f
becomes G-equivariant and X — X becomes a separable projective G-alteration. This
follows from [Temkin, 2010, 1.6].

Step 6. The action of G on X is inertia specializing. Indeed, any covering of X by
separated open subschemes induces a covering of X by G-equivariant separated
open subschemes. So, it remains to use Remark [3.1.4(i).

Step 7. We can assume that S — S is finite. By Raynaud-Gruson there exists a
projective modification S’ — S such that the proper transform S" of S is flat over
S’. Let n denote the generic point of S and S” and let 1’ denote the generic point
of Sand S'. Since the morphisms S x5 S’ — S’ and n’ — 1 are G-equivariant and
S’ is the schematic closure of’ in S x5 S’, we obtain that the morphism S 5 S'is
a separable projective G-alteration. Replacing S — S with S' S and updating
X and X accordingly, we achieve that S — S becomes flat, and hence finite. All
conditions of steps 1-6 are preserved with the only exception that S may be non-
normal. So, we replace S with its normalization and update X. This operation
preserves the finiteness of S — S, so we complete the step.

Step 8. Choice of W. Fix a closed subset W C S such that S — S is étale over
S\ W, f(Z,) € W, where Z, is the vertical part of Zand W = @' (W), and f is
smooth over S \ W.

Step 9. We can assume that S is regular and W is snc. Indeed, by our assump-
tions on S there exists a projective 1’-alteration (resp. a separable projective 1'-
alteration) a: S’ — S such that S’ is regular and a™' (W) is snc. Choose any preim-
age of nin S’ x5 S and let S’ be the normalization of its closure. Then S’ — S’
is a separable projective Galois alteration with Galois group G’ C G, so we can
replace S, S, G and X with $/,S', G’ and X x5 S, respectively, and update W, W
and Z accordingly (i.e. replace them with their preimages). Note that step 9 is the
only step where a non-separable alteration of S may occur.

Step 10. The morphism (S, W) — (S, W) is Kummer étale. Indeed, S — S is an
étale G-covering outside of W, and S is the normalization of S in this covering, so
the assertion follows from IX{2.1] o

Consider the G-equivariant subscheme T = Z U f (W) of X. The morphism
(X,T) — (S,W) is log smooth by Proposition hence so is the composition
(X, T) — (S, W) and we obtain that (X, T) is log regular. The group G acts freely
on S\ W and hence also on X\ T. Also, its action on X is tame and inertia special-
izing (step 6), hence we can apply Theorem Il to (X, T) — (S, W). As a result,
we obtain a projective G-equivariant modification (X', T') — (X, T) such that T'
is the preimage of T, G acts very tamely on (X, T'),and (X', Z') = (X /G,T'/G) is
log smooth over (S, W) (the quotient exists as a scheme as f is quasi-projective by
Step 1 and the morphisms S — S and X — X — X x5 S are projective). Clearly,
X' is a projective modification of X and Z’ is the union of the preimages of W and
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Z, hence it only remains to achieve that X’ is regular and Z' is snc. For this it suf-
fices to replace (X', Z') with its projective modification .7°8(X’, Z') introduced in

VIII{3.4.9 O

REMARK 3.4.1. Itis natural to compare Theorem[3.4and the classical de Jong’s
result recalled in IX{L.2l The main differences are as follows.

(i) One considers non-proper relative curves in[3.4, and this is the only point
that requires to use the stable modification theorem instead of de Jong’s result.
The reason is that although the problem easily reduces to the case of a quasi-
projective f (see Step 2), one cannot make f projective, as the compactified generic
fiber X,, does not have to be smooth (i.e. geometrically regular) at the added points.

(ii) One uses l'-alterations in 3.4l This is more restrictive than in IX{L.2] but
the price one has to pay is that the obtained log smooth morphism (X', Z’) —
(S’, W’) does not have to be a nodal curve (e.g. X" — S’ may have non-reduced
fibers). The construction of such b: X’ — X involves a quotient by a Sylow sub-
group, and is based on Theorem [I.Il (Note also that it seems probable that in-
stead of [I.1] one could use a torification argument of Abramovich-de Jong, see
[Abramovich & de Jong, 1997, §1.4.2].)

Now, we are going to use Theorem 3.4 to prove the main result of §3

THEOREM 3.5. Let f: X — S be a maximally dominating (II{1.1.2) morphism
of finite type between noetherian ge schemes, let Z C X be a nowhere dense
closed subset, and assume that S is universally l’-resolvable, then:

(i) X is universally l’-resolvable.

(ii) There exist projective 1’-alterations a: S — S and b: X’ — X with regular
sources, a pseudo-projective (§3.1.6) morphism f’: X’ — S’ compatible with f

X' 2. X

i

S’ =S

and snc divisors W/ C S’ and Z' C X’ such that Z’ = b~"(Z) U f""'(W’) and the
morphism (X', Z') — (S’, W’) is log smooth.

(iii) If S = Spec(k), where k is a perfect field, then one can achieve in addition
to (ii) that a is an isomorphism and the alteration b is separable. In particular, X
is universally separably 1’-resolvable in this case.

Proof. Note that (i) follows from (ii) because any alteration X; of X is also of
finite type over S, so we can apply (ii) to X; as well. Thus, our aim is to prove (ii)
and its complement (iii). We will view Z both as a closed subset and a reduced
closed subscheme. We start with a few preliminary steps, that reduce the theorem
to a special case. We will tacitly use that if S; — S and X; — X are projective 1'-
alterations, separable in case (iii), and fi: X; — S; is compatible with f, then it
suffices to prove the theorem for f; and the preimage Z; C X; of Z. So, in such
situation we can freely replace f with f;, and Z will be updated automatically
without mentioning, as a rule.

Step 1. We can assume that X and S are integral and normal. For a noetherian
scheme Y let Nor(Y) denote the normalization of its reduction. Since f is maxi-
mally dominating, it induces a morphism Nor(f): Nor(X) — Nor(S), and replac-
ing f with Nor(f) we can assume that S and X are normal. Since we can work
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separately with the connected components, we can now assume that S and X are
integral.

Step 2. We can assume that f is projective. By Proposition [3.1.8] there exists a
projective modification X; — X such that the morphism X; — S factors into a
composition of a local isomorphism X; — X and a projective morphism f: X —
S. Replacing X with X; we can assume that X itself admits a local isomorphism
g: X — X with an S-projective target. Let Z be the closure of g(Z). Then it suffices
to solve our problem for f and Z, as the corresponding alteration of X will induce
an alteration of X as required. Thus, replacing X and Z with X and Z, we can
assume that f is projective.

Step 3. It suffices to find f' which satisfies all assertions of the theorem except the
formula for Z', while the latter is weakened as b~'(Z) U f'~'(W’) C Z'. Given such an
f' note that Z” = b~"(Z) U f"~1(W') is a subdivisor of Z’, hence it is an snc divisor
too. We claim that X', Z”, S’, W' satisfy all assertions of the theorem, and the only
thing one has to check is that the morphism (X', Z") — (S’,W’) is log smooth.
The latter follows from Lemma [3.5.2l whose proof will be given below.

Step 4. In the situation of (iii) we can assume that the field k is infinite. Assume
that S = Spec(k) where k is a finite field and fix an infinite algebraic l'-prime
extension k/k (i.e. it does not contain the extension of k of degree 1). We claim that
it suffices to prove (ii) and (iii) for S = Spec( ) and the base changes X = X x5 S
and Z = Z x5 S. Indeed, assume thata: X — Xisa separable l’-alteration with a
regular source and such that Z' = a~'(Z) is an snc divisor (obviously, we can take

S =Sand W = 0). Since S = lim;S; where S; = Spec(k;) and k;/k run over finite
subextensions of k/k, [Grothendieck, 1966, 8.8.2(ii)] implies that there exists i
and a finite type morphism X/ — X; = X xs S; such that X = X/ xs, S. For any
finite subextension k; C k; C k set Xj’ = X{ x5, Sjand Xj = X x5, S;, and let Zj’ C Xj’
be the preimage of Z. Then it follows easily from [Grothendieck, 1966, 8.10.5]
and [Grothendieck, 1967, 17.7.8] that X/ — X; is an l'-alteration and X{ — S; is
smooth for large enough k;. In the same manner one achieves that Z; is an snc
divisor. Now, it is obvious that (Xj, Z{) — (S, 0) is log smooth and X=X — X
is an 1'-alteration.

Now we are in a position to prove the theorem. We will use induction on
d = tr.deg.(k(X)/k(S)), with the case of d = 0 being obvious. Assume that d > 1
and the theorem holds for smaller values of d.

Step 5. Factorizing f through a relative curve. After replacing X by a projective
modification we can factor f through an integral scheme Y such that g: X — Y
is maximally dominating, h: Y — S is projective, and tr.deg.(k(X)/k(Y)) =
Indeed, one can obviously construct such a rational map h': X --» Y even without
modifying X (i.e. h' is well defined on a non-empty open subscheme U C X). Let
X' be the schematic image of the morphism U—Xx Y. Then X" — X s a projective
modification (an isomorphism over U), and the morphism X’ — S factors through
Y.

Letn = Spec(k(Y)) denote the generic point of Y, X, = X xynand Z, = Z xyn.
If k is an infinite perfect field and S = Spec(k) then a Bertini type argument
from the end of proof of [de Jong, 1996, 4.11] implies that we can choose Y so
that X, and Z, are smooth over 1. (One assumes that k is algebraically closed
in [de Jong, 1996], but to use Bertini’s theorem one only needs that k is perfect
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and infinite.) In the general case, we can achieve that X;, and Z, are smooth at
cost of a purely inseparable alteration of Y. Indeed, pick up any finite purely
inseparable extension K/k(Y) such that Zx = Nor(Z X, Spec(K)) (i.e. just the
reduction) and Xx = Nor(X x, Spec(K)) are smooth, extend K to a projective
alteration Y’ — Y, and replace Y and X with Y’ and the schematic closure of Xy in
X xy Y’, respectively.

Step 6. Use of Theorem So far, we have constructed the right column of the
following diagram

F18(LMy ) b

(X', Z) (L, M) —— (x" 7 X
C )
(Y, V') =< (Y, v" L

| | i

(S, W') — S

By Theorem [3.4 there exists a projective 1’-alteration ¢”: Y” — Y with regular
source, a projective modification X” — (X xy Y”)P" with regular source, a projec-
tive morphism g”: X” — Y” compatible with g, and snc divisors V” C Y” and
7" c X" such that (X", Z") — (Y, V") is log smooth and b”~'(Z) C Z”. In case
(iii), Y is universally separably 1’-resolvable by the induction assumption, hence
we can take c” to be separable, and then b”: X” — X is also separable. In addi-
tion, by the induction assumption applied to h”: Y” — S’and V" C Y” there exist
projective l'-alterations a: S’ — Sand c’: Y’ — Y” with regular sources and snc
divisors W' C S’ and V' C Y’ and a projective morphism h': Y/ — S’ compati-
ble with h” such that (Y, V') — (S, W’) is log smooth, ¢/7'(V”) C V/, and ¢’ is
separable if the assumption of (iii) is satisfied.

Set (L,My) = (X", Z2") x w v (Y5 V'), where the product is taking place in
the category of fs log schemes To simplify notation we will write P* instead
of (P")%at for monoids and log schemes. Recall that (L, M) = (F, M{)*, where
(F, M) is the usual log fibered product, and F = X" xy~ Y’ by [Kato, 1988, 1.6].
Furthermore, we have local Zariski charts for ¢’ and g” modeled, say, on P; — P/
and P; — Q;. Hence (F, M) is a Zariski log scheme with charts modeled on
Ri = P! @p, Qi, and (L, M) is a Zariski log scheme with charts modeled on R$*.
Furthermore, the saturation morphism L — F is finite hence the composition
L — F — X" is projective. The morphism g’: (L, M) — (Y’, V') is a saturated
base change of the log smooth morphism g”: (X", Z") — (Y",; V"), hence it is log
smooth. As (Y’, V') is log regular, (L, My ) is also log regular. Applying to (L, M)
the saturated monoidal desingularization functor .7'° from VIII{3.4.9we obtain
a log regular Zariski log scheme (X', Z’) with a regular X’. Then Z’ is a normal
crossings divisor, which is even an snc divisor since the log structure is Zariski.

We claim that (X', Z’) and (S’, W’) are as asserted by the theorem except of the
weakening dealt with in Step 3. Indeed, the morphism (X', Z") — (S, W’) is log
smooth because it is the composition (X', Z’) — (L,M) — (Y, V') — (S',W’)
of log smooth morphisms. The preimage of Z in X” is contained in Z”, which is
the non-triviality locus of the log structure of (X", Z"), hence its preimage in X' is
also contained in the non-triviality locus of the log structure of (X', Z’), which is
Z'. Clearly, Z' also contains the preimage of W’. By the construction, S’ — S is
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a projective l'-alteration, and it remains to check that X’ — X is also a projective

l'-alteration. Since .#'°8(L, M) is a saturated log blow up tower and (L, M;) is
log regular, the underlying morphism of schemes X’ — L is a projective mod-
ification by VIII{3.4.6(i). The projective morphism L — X" is an l'-alteration
because generically (where the log structures are trivial) it is a base change of
the projective l’-alteration Y’ — Y”. And X” — X is a projective 1’-alteration by
the construction. It remains to recall that in the situation of (iii) the alterations
c:Y = Y”and b”: X’ — X are separable, hence so are (L, M) — X" and the
total composition X’ — X. O

REMARK 3.5.1. The only place where inseparable alterations are used is the
argument at step 5, where we had to choose an inseparable extension K/k(Y)
when X,, or Z, is not geometrically regular.

LEMMA 3.5.2. Assume that S and X are regular schemes, W C Sand Z C X
are snc divisors, and f : X — S is a morphism such that f~'(W) C Z and the
induced morphism of log schemes h: (X,Z) — (S, W) is log smooth. Then for
any intermediate divisor f~' (W) C Z’ C Z the morphism h’: (X, Z’) — (S, W) is
log smooth.

Proof. We can work locally at a geometric point x — X. Letx € Xand s € S
be the images of X, and let qy,..., q, € Os, define the irreducible components of
W through s. Set Q = ®}_;qY. Shrinking S we obtain a chart c: S — Spec(Z[Q])
of (S, W). By Proposition I.2lapplied to ¢, h, and G = 1, after localizing X along X
one can find an fs chart of h consisting of ¢, X — Spec(Z[P]), and ¢: Q — P such
that the morphism X — S Xgpec(ziq) Spec(Z[P]) is smooth, P* is torsion free, ¢ is
injective, and the torsion of Coker(¢$sP) is annihilated by an integer n invertible
on S.

Let p1,...,pt € Oxx define the irreducible components of Z through x. Our

next aim is to adjust the chart similarly to[L.b(vi) to achieve that P — N = @!_pN.

Note that MX,X — N, where Mx— 0 is the log structure of (X,Z). The ho-
momorphism 1: P — My factors through the fs monoid R = P[T-'] where

T =19 My, ). Clearly, R* is torsion free, R = N, and shrinking X around x
we obtain a chart X — Spec(Z[R]). Since Spec(Z[R]) is open in Spec(Z[P]) the
morphism X — S Xgpec(ziq)) Spec(Z[R]) is smooth. So, we can replace P with R
achieving that P — N, and hence P — N' @ Z*.

Without restriction of generality Z’ is defined by the vanishing of HL p; for
t’ < t. Since f7'(W) C Z’, the image of Q in P is contained in P = @};mJN.
Hence ¢ factors through a homomorphism ¢': Q — P’ = P’ @ P*, and we obtain
a chart of h' consisting of ¢, X — Spec(Z[P']), and ¢’. By [Kato, 1994, 3.5,3.6], to
prove that h’ is log smooth it remains to observe that ¢’ is injective, the torsion
of Coker(¢'8P) is annihilated by n, and the morphism

X—=S Xspec(Z[Q]) Spec(Z[P]) — S XSpec(Z[Q]) Spec(Z[P’])
is smooth because Spec(Z[P]) — Spec(Z[P']) is so. O

3.5.3. Comparison with Theorems 2.1 and Theorems 2.1 and 2.4] follow by
applying Theorem [B.5(ii) to X — S and Z (where one takes S = Spec(k) in 2.1).
Indeed, the main part of the proofs of 2.1 and 2.4 was to construct 1’-alterations
X" — Xand S’ — S with regular sources, snc divisors Z' C X’ and W' C §/,
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and a log smooth morphism f': (X', Z’) — (S, W’) compatible with f. Then, in
the last paragraphs of both proofs, Proposition was used to obtain a more
detailed description of X’, Z’, and f’. In particular, for a zero-dimensional base
this amounted to saying that X’ is S-smooth and Z' is relatively snc over S, and
for a one-dimensional base this amounted to the conditions (i) and (ii) of

Conversely, Theorem 2.1] (resp. 2.4) implies assertion (ii) of Theorem [3.5/ un-
der the assumptions of 2.1l (resp. 2.4) on X and S. Moreover, the non-separated
Chow’s lemma could be used in their proofs as well, so the separatedness as-
sumption there could be easily removed. In such case, Theorems 2.1 and 2.4
would simply become the low dimensional (with respect to S) cases of Theo-
rem [3.5(ii) plus an explicit local description of the log smooth morphism f’. The
strengthening [3.5(iii), however, was not achieved in[2.]] and required a different
proof of the whole theorem.

3.6. Saturation. In Theorems[3.4and[3.5lwe resolve certain morphisms f: X —
S with divisors Z C X by log smooth morphisms f': (X', Z') — (S/,W'’). How-
ever, as we insisted to use only l’-alterations and to obtain regular X’ and snc Z’,
we had to compromise a little on the "quality" of f’. For example, our f’ may have
non-reduced fibers. Due to de Jong’s theorem, if the relative dimension is one,
then one can make f’ a nodal curve. We will see that a similar improvement of
f’ is possible in general if one uses arbitrary alterations and allows non-regular
X'. The procedure reduces to saturating f’ and is essentially due to Tsuji and
[lusie-Kato-Nakayama.

3.6.1. Saturated morphisms. Recall that a homomorphism P — Q of fs (resp.
fine) monoids is saturated (resp. integral) if for any homomorphism P — P’ with
fs (resp. fine) target the pushout Q ©p P’ is fs (resp. fine). A morphism of fs (resp.
fine) log schemes f: (Y, My) — (X, Mx) is saturated (resp. integral) if so are the
homomorphisms Mx () — Myy.

REMARK 3.6.2. (i) Integral morphism were introduced already by Kato in
[Kato, 1988, §4]. Kato also introduced the notion of saturated morphisms, which
was first seriously studied by Tsuji in [Tsuji, 1997]. Actually, one can define sat-
urated morphisms for arbitrary fine log schemes, but the definition is more in-
volved than we use. For fs log schemes our definition coincides with the usual
one due to [Tsuji, 1997, 11 2.13(2)].

(ii) The following two basic properties of saturated morphisms follow from
the definition: (a) a composition of saturated morphisms between fs log schemes
is saturated, (b) if f: Y — X is a saturated morphism between fs log schemes,
then, for any morphism of fs log schemes Y’ — Y, the base change f': Y’ — X' of
f in the category of log schemes is a saturated morphism of fs log schemes. (Also,
it is proved in [Tsuji, 1997, II 2.11] that analogous properties hold for saturated
morphisms between arbitrary integral log schemes.)

(iii) Let f: Y — X be a morphism of fs log schemes. It is shown in [Tsuji, 1997,
IT 3.5] that if f can be modeled on charts corresponding to saturated homomor-
phisms of fs monoids P; — Q; then f is saturated. Let us remark that the converse
is also true: if f is saturated then it can be modeled on charts corresponding to
P; — Q; as above.

3.6.3. Integrality and saturatedness for log smooth morphisms. We recall the fol-
lowing result that relates the notions of integral and saturated morphisms to cer-
tain properties of the underlying morphisms of schemes.
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PROPOSITION 3.6.4. Let f: (Y, My) — (X, Mx) be a log smooth morphism between
fs log schemes.

(i) If f is integral then Y — X is flat.

(ii) Assume that f is integral. Then f saturated if and only if Y — X has reduced
fibers.

Proof. The first claim is proved in [Kato, 1988, 4.5] and the second one is proved
in [Tsuji, 1997, 11 4.2]. O

Sometimes one can also go in the opposite direction: from flatness to integral-
ity.

PROPOSITION 3.6.5. Let f: (Y, My) — (X, Mx) be a log smooth morphism between
fs log schemes and assume that the morphism Y — Xis flat, then f is integral.

Proof. 1t suffices to show that if § — Y is a geometric point and X = f(1)
then the homomorphism ¢: Mxz — Myg is integral. By Proposition [.2land the
argument in [I.3(vi), localizing X and Y along these points we can assume that f
is modeled on a chart Y, = Spec(Z[P]) — X, = Spec(Z[Q]) corresponding to a
homomorphism ¢: Q — P so that the morphism g: Y — Z = X xx, Y, is smooth
(in particular, flat), and ¢ has the following properties: Q = MX&, P is fs, P* is
torsion free, the composition Q — P — P = P/P* coincides with ¢, the kernel of
®P is finite, killed by an integer invertible at x, as well as the torsion part of its
cokernel (but we will not need these last two properties). Since Q is sharp and
saturated, Q®F is torsion free, so ¢ is injective. We claim that $ is is integral if
and only if ¢ is integral. To see this note that if Q — R is a homomorphism of
monoids, then R &q P is isomorphic to the quotient of R €q P by the image of P*,
and hence either both pushouts are integral or neither of them is integral. Thus,
we need only prove that ¢ is integral.

Note that the morphism h: Z — X is flat at the (Zariski) image z € Z of y be-
cause f and g are flat. Set x = h(z) and k = k(x), then the fiber h,: Spec(k[P]) —
Spec(k[Q]) of h over x is flat at z. In other words, if I C k[P] is the ideal corre-
sponding to z then the homomorphism k[Q] — k[P]; is flat. The preimage of m,
under Z[P] — Oy, contains the set mp = P \ P*, hence mp C I and we obtain that
I contains ] = k[mp]. Note that the ideal ] is prime as k[P]/] — k[P*] is a domain
due to P* being torsion free. Thus, the localization k[P]; makes sense, and we
obtain a flat homomorphism 1: k[Q] — k[P];.

It is proved in [Kato, 1988) 4.1], that if the homomorphisms K[$]: K[Q] — KI[P]
are flat for any field K then ¢ is integral. The proof consists of two parts. First
one checks that ¢ is injective, which is automatic in our case. This is the only
argument in loc.cit. where a play with different fields is needed. We claim that the
second part of the proof of the implication (iii) = (v) in [Kato, 1988 4.1] works
fine with a single field k, and, moreover, it suffices to only use that k[Q] — k[P];
is flat. Let us indicate how the argument in loc.cit. should be adjusted.

Assume that, as in the proof of [Kato, 1988, 4.1], we are given a;,a, € Q and
b1, b, € Psuch that ¢(a;)b; = ¢(a;,)b,. Let S be the kernel of the homomorphism
of k[Q]-modules k[Q] & k[Q] — k[Q] given by (x,y) — a;x — a,y. By the flatness,
the kernel of k[P]; ® k[P]; — Kk[P];, (x,y) — ¢(a;)x — $(a,y)y is generated by
the image of S. Hence there exist representations by = > |, ¢(c;)% and b, =
Y i d)(di)fs—'l with ¢, d; € k[Q], f; € k[P], s € k[P]\ ], and a;c; = a,d;. Moreover,
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multiplying s and f;’s by an appropriate unit u € P* we can assume thats = 1+s’
for s’ € Span, (P\{1}). Thenb;+3 ,_ 1 Aata = 211, Plci)fy, with A, € k¥, and
the t, € P pairwise distinct and distinct from by, so we see that there exist a; € Q,
b € P,and 1 <1i <, such that a; appears in c;, b appears in f;, and b; = ¢(a3)b.
The remaining argument copies that of the loc.cit. verbatim, and one obtains in
the end that ¢ satisfies the condition (v) from [Kato, 1988, 4.1]. Thus, ¢ is integral
and we are done. O

Before going further, let us discuss an incarnation of saturated morphisms in
(more classical) toroidal geometry.

REMARK 3.6.6. In toroidal geometry an analog of saturated morphisms was
introduced by Abramovich and Karu in [Abramovich & Karu, 2000]. In the lan-
guage of log schemes toroidal morphisms can be interpreted as log smooth mor-
phisms f: (X, Z) — (S, W) between log regular schemes (with the toroidal struc-
ture given by the triviality loci of the log structures). If f is a toroidal morphism
as above then Abramovich-Karu called it weakly semistable when the following
conditions hold: S is regular, f is locally equidimensional, and the fibers of f are
reduced. Furthermore, they remarked that the equidimensionality condition is
equivalent to flatness of f whenever S is regular, see [Abramovich & Karu, 2000,
4.6]. Thus, the weak semistability condition is nothing else but saturatedness of
f and regularity of the target. In particular, saturated log smooth morphisms be-
tween log regular log schemes may be viewed as the generalization of weakly
semistable morphisms to the case of an arbitrary log regular (or toroidal) base.

Now, we are going to prove the main result of §3.6

THEOREM 3.7. Assume that f: (X,Z) — (S,W) is a log smooth morphism
such that (S, W) is log regular and S is universally Q-resolvable (§3.3.3). Then
there exists an alteration h: S’ — S such that S’ is regular, W’ = g~'(W) is an snc
divisor, and the fs base change f’: (X', Z’) — (S’, W’) is a saturated morphism.

Recall that (X', Z') = (X, Z) x’(fss)w) (S, W’) and f’ is log smooth because the
saturation morphism is log smooth.

Proof. By VIII{3.4.9, applying to (S, W) an appropriate saturated log blow up
tower and replacing (X, Z) with the fs base change we can achieve that S is regular
and W is normal crossings. By an additional sequence of log blow ups we can also
make W snc (see VIII{4.1.6), so (S, W) becomes a Zariski log scheme. Now, we
can étale-locally cover f by charts f;: (X, Z;) — (Si, W;) modeled on P; — Q; such
that S; are open subschemes in S. By [Illusie et al., 2005, A.4.4, A.4.3], for each i
there exists a morphism h;: (S{, W/) — (Si, W;) such that h; is a composition of a
Kummer morphism and a log blow up, and the fs base change of f; is saturated.
(Although the proof in loc.cit. is written in the context of log analytic spaces, it
translates to our situation almost verbatim. The only changes are that we have to
distinguish étale and Zariski topology on the base (in order to construct log blow
ups), and h; does not have to be log étale as there might be inseparable Kummer
morphisms.)

Note that W/ = h;'(W;). Inaddition, S/ — S; is a projective alteration by VIII-
B.4.6l Extend each h; to a projective alteration g;: T; — S, and let h: S’ — Sbe a
projective alteration that factors through each T;. By the universal Q-resolvability
assumption we can enlarge S’ so that it becomes regular and Z’ = h™'(Z) becomes
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snc. We claim that h is as claimed. It suffices to check that the fs base change of
each morphism f{: (X;, Z;) — (S, W) is saturated. However, already the fs base
change of f{ to (T;, g; 1(W)) is saturated by the construction, hence so is its further
base change to (S’, W’). O

REMARK 3.7.1. Our proof is an easy consequence of [Illusie et al., 2005, A.4.4
and A.4.3]. The first cited result shows that (locally) any log smooth morphism
can be made exact by an appropriate log blow up of the base. This result is
somewhat analogous to the flattening theorem of Raynaud-Gruson. The second
cited result shows that by a Kummer extension of the base one can (locally) sat-
urate an exact log smooth morphism. It is somewhat analogous to the reduced
fiber theorem of Bosch-Liitkebohmert-Raynaud ([Bosch et al., 1995]) which im-
plies that if f: Y — X is a finite type morphism between reduced noetherian
schemes then there exists an alteration X’ — X such that the normalized base
change f’: Nor(Y xx X’) — X’ has reduced fibers. Although the proof of the latter
is far more difficult.

3.8. Characteristic zero case. Theorem [3.5can be substantially strengthened
when S is of characteristic zero, i.e., the morphism S — Spec(Z) factors through

Spec(Q).

THEOREM 3.9. Assume that S is a reduced, noetherian, qe scheme of charac-
teristic zero, f: X — § is a maximally dominating morphism of finite type with
reduced source, and Z C X is a nowhere dense closed subset. Then there exist
projective modifications a: S’ — Sand b: X’ — X with regular sources, a pseudo-
projective morphism f': X’ — S’ compatible with f, and snc divisors W’ C S" and
7' c X'such that Z' = b~"(Z) U f""(W’) and the morphism (X', Z) — (S',W') is
log smooth.

Proof. The proof is very close to the proof of Theorem [3.5, so we will just say
which changes in that proof should be made. First, we note that any S-scheme Y
of finite type is noetherian and ge. Thus, if Y is reduced and T C Y is a nowhere
dense closed subset then the pair (Y, T) can be desingularized by [Temkin, 2008b]]
in the following sense: there exists a projective modification h: Y’ — Y with reg-
ular source and such that h™'(T) is an snc divisor. This result replaces the 1'-
resolvability assumption in Theorem [3.5] and it allows to apply the proof of that
theorem to our situation with the only changes that one always uses projective
modifications instead of projective 1’-alterations, and Theorem [3.4] is replaced
with Lemma B3.9.1l below. (Note that Lemma [3.9.1] is weaker than Theorem 3.9,
while Theorem 3.4/ does not follow from Theorem [3.5]) O

LEMMA 3.9.1. Let S be an integral, noetherian, ge scheme with generic point
n = Spec(K), let f: X — S be a maximally dominating morphism of finite type,
and let Z C X be a nowhere dense closed subset. Assume that X, = X xsnisa
smooth curve over K, and Z, = Z xgsn is étale over K. Then there exist projective
modifications a: S” — S and b: X’ — X with regular sources, a pseudo-projective
morphism f’: X’ — S’ compatible with f and snc divisors W' C §’ and Z’ C X’
such that Z' = b~ '(Z) U f1(W’) and the morphism (X', Z") — (S/,W’) is log
smooth.

Proof. The proof copies the proof of Theorem 3.4 with the only difference that
instead of an 1-Sylow subgroup G C G one simply takes G = G. The latter is
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possible because the schemes are of characteristic zero and hence any action of G
is tame. [

Combining Theorem [3.9/and [3.7 we obtain the following weak semistable re-
duction theorem.

THEOREM 3.10. Assume that S is a reduced, noetherian, ge scheme of charac-
teristic zero, f: X — S is a maximally dominating morphism of finite type with
reduced source, and Z C X is a nowhere dense closed subset. Then there exists
an alteration S’ — S, a modification X’ — X xgs S’ of the proper transform of X, a
pseudo-projective morphism f': X’ — S’ compatible with f, and divisors W’ C S’
and Z’ C X’ such that S’ is regular, W’ is snc, Z' = b~'(Z) U f"1(W’), and the
morphism (X', Z') — (S’, W’) is log smooth and saturated (i.e. X' — S’is weakly
semistable).

REMARK 3.10.1. (i) In the case when X and S are integral proper varieties over
an algebraically closed field k of characteristic zero, this theorem becomes the
weak semistable reduction theorem of Abramovich-Karu. Our proof has many
common lines with their arguments. In particular, the first step of their proof was
to make f toroidal, and it was based on de Jong’s theorem. (Note also that in a
recent work [Abramovich et al., 2010] of Abramovich-Denef-Karu, the toroidal-
ization theorem was extended to separated schemes of finite type over an arbi-
trary ground field of characteristic zero.) Our Theorem [3.9 can be viewed as a
generalization of the toroidalization theorem of Abramovich-Karu.

(ii) The second stage in the proof of the weak semistable reduction theorem of
Abramovich-Karu (the combinatorial stage) is analogous to Theorem [3.71 It ob-
tains as an input a toroidal morphism f: (X, Z) — (S, W) between proper varieties
of characteristic zero and outputs an alteration h: S" — S such that S’ is regular,
W’ = h™'(W) is snc, and the saturated base change of f is weakly semistable.
The proof is similar to the arguments used in the proofs of [Illusie et al., 2005,
A.4.4 and A.4.3]. First, one constructs a toroidal blow up of the base that makes
the fibers equidimensional (i.e. makes the log morphism integral), and then an
appropriate normalized finite base change is used to make the fibers reduced.



EXPOSE XI

Produits orientés

Luc Illusie

On fixe un univers % . Sauf mention du contraire, les sites (resp. topos) consi-
dérés seront des % -sites (resp. topos), et « petit » signifiera % -petit.

1. Construction des produits orientés
La construction suivante est due a Deligne [Laumon, 1983] :

1.1. Soientf:X — S, g:Y — S des morphismes de topos. On suppose que X,
Y, S ont des sites de définition C;, C;, D, admettant des limites projectives finies,
et associés a des prétopologies, et que f*, g* prolongent des foncteurs continus
entre sites, et commutant aux limites projectives finies. Soit C le site suivant :

(i) C est la catégorie des couples de morphismes U — V < W au-dessus de
X—=S«Youl— V(resp. V «— W) désigne un morphisme U — f*V (resp.
gV «— W) de C; (resp. C;) et V est un objet de D.

(ii) C est muni de la topologie définie par la prétopologie engendrée par les
familles couvrantes (U; — Vi «— W;) — (U — V «— W) (i € I) du type suivant :

(@) Vi =V, W; = W pour tout i, et la famille (U; — U) est couvrante;

(b) U; = U, V; =V pour tout i, et la famille (W; — W) est couvrante;

U=V W) (U—-VeW),oul =UetW — W est déduit par
changement de base d"'un morphisme V' — V de D.

On note C le topos des faisceaux sur C.

LEMME 1.2. Soit F un préfaisceau sur C. Pour que F soit un faisceau il faut et il suffit
que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

(i) pour toute famille couvrante (Z; — Z) de C du type (a) ou (b), la suite F(Z) —
[Lici F(Zi) = Hm)elxI F(Z; xz Z;) est exacte;

(ii) pour toute famille couvrante (W' — V' «— W') — (U — V «— W) du type (c),
I'application

FU—= VW)= FU =V « W)

est bijective. En particulier, si I'on note (—)® le foncteur faisceau associé, pour toute fa-
mille couvrante (Z' — Z) du type (c), le morphisme de faisceaux associés Z'* — Z* est
un isomorphisme.

La nécessité est triviale pour (i), et pour (ii), il suffit d’observer que le mor-
phisme diagonal

U=V W)= U=V xyV W xy W)
est un morphisme couvrant (du type (c)), qui égalise la double fleche
(U=SV Xy VW xy W)= (U= V « W),

Pour la suffisance, on note que les familles couvrantes (Z; — Z) de type (a), (b),
ou (c) sont stables par changement de base Z’' — Z, et on applique [SGA 411 2.3].

171



172 XI. PRODUITS ORIENTES

1.3. Notons ex (resp. ey, es) l'objet final de C; (resp. C,, D). On a des projec-
tions naturelles

P :6—>X,p2:6—>Y
données par
Pi(U) = (U = es  ev), pr(W) = (ex = es = W).
On a par ailleurs un morphisme canonique
T:gp2 — pq

donné par le morphisme de foncteurs T : (gp,). — (fp1). défini de la fagon sui-
vante : pour un faisceau F sur C, et un objet V de S,

T: ((gp2):F) (V) — ((fp1).F)(V)
est le composé
Flex = es +— g"V) = F(f'V = V « g*V) = F(f'V — es « ey),

ou la premiere fleche est induite par la localisation (f*V — V « g*V) — (ex —
es «— g*V), et la seconde est I'inverse de 1'isomorphisme donné par (1.2} relative-
ment au morphisme de type (c) (f*V = V « g*V — (f*V — es « ey).

THEOREME 1.4. Soit T un topos muni de morphismesa: T — X, b: T — Yetdun

morphismet : gb — fa. Il existe alors un triplet (h: T — C, & : pth = @, : psh = b,
unique a isomorphisme unique pres, tel que le composé

1
gb P gp;h —— fpih —— fa

soit égal a t.
Nous aurons besoin, pour la démonstration, du lemme suivant :

LEMME 1.5. Soit Z = (U — V < W) un objet de C. Avec la notation de 1.2} le
carré suivant est cartésien :

(1) ze——— (psW)e

o

(p;u)* —= ((gp3)V)°

Dans ce carré, v et les fleches issues de Z* sont les fleches évidentes, et u est la fleche
composée

(PiW)® — ((fp1)*V)* —— ((gp3)V)*,

oit T est le composé
(f*V — es « ey)® L (f'V =V g"V)* — (ex — es «— g*V)*,

T désignant l'isomorphisme (f*V — V « g*V)® = (f*V — es + ey)* de[l.2)
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Soitz:Z — Z' = (f*V — V « ¢g*V) la projection canonique. Le composé
Z — piU — (fp1)*V se factorise a travers z. Par suite, et par définition de T, le
diagramme

79 z Z/a

l lﬁ\§>\
(prl)¢ — ((fp7)V)* — ((gp2)* V)¢

est commutatif. Comme le composé Z — p;W — (gp2)*W se factorise aussi a
travers z, le carré[L.alest donc commutatif. Celui-ci est le pourtour du diagramme
suivant, ot les fleches autres que T sont les fleches évidentes :

(ffU—-V — g"W)* — (f*V =2V g"W)* — (ex — es « g*W)° .

l l |

(fFU—=V = g*V)* —— (f*V 5 V — g"V)* —— (ex — es — g*V)°

l lr lld
(f'U — e5 ¢+ ey)® —— (f*V — es ¢ ey)* —— (ex — es « g*V)¢

Chacun des carrés qui le composent est cartésien. Il en est donc de méme de[l.al

1.6. Prouvons [1.4 On peut supposer que a et b sont donnés par des mor-
phismes de sites, la topologie du site de définition de T étant moins fine que
la topologie canonique (d’aprés [SGA 4 1v 4.9.4], on pourrait prendre T lui-méme
comme site de définition, avec sa topologie canonique). Par[I.5]1"unicité est claire :
pour Z = (U — V « W) dans C, on doit avoir

(13) h*Z = a*Uu X(gb)*V b*\/\/,

ott a*U — (gb)*V est le composé a*U — (fa)*V —— (gb)*V . Les isomor-
phismes o et 3 sont alors tautologiques, nous les négligerons dans le reste de la
démonstration. Vérifions que le foncteur h* donné par [[.al définit un morphisme
de topos h vérifiant la propriété énoncée en 1.4 Comme h* commute aux limites
projectives finies, pour vérifier que h* induit un morphisme de topos, il suffit
de vérifier que h* est continu ([SGA 4 1v 4.9.1, 4.9.2]). Il est trivial que h* trans-
forme familles couvrantes du type (a) ou (b) en familles couvrantes. Par ailleurs,
si(UW — V' «— W) — (U—= V « W) est une famille couvrante du type (c), le
carré
b*W' —— b*'W
(gb)*V' —— (gb)*V
est cartésien, et par suite
a'u X (gb)*V/ bW — a*Uu X(gb)*V b*W

est un isomorphisme. Il reste a vérifier que T induit t. Mais par définition, le mor-
phisme de faisceaux défini par h*(t) appliqué a V est le composé

((fa)*V)® ——= ((fa)*V X (goj-v (gb)* V) —= ((gb)*V)e
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donc est égal a celui défini par t appliqué a (fa)*V, ce qui acheve la démonstra-
tion.
DEFINITION 1.7. Le topos C construit en[L.1ls’appelle le produit orienté (gauche)

de X et Y au-dessus de S, et se note X; sY. Les morphismes du diagramme
XXsY
N
X Y
\ /
S
sont reliés par la 2-fleche T : gp, — fp;. Il découle de M4 que le quadruplet

(X; sY,p1, P2, T) est indépendant (a isomorphisme unique pres) du choix des sites
de définition C;, C,, D.

5
On définit de méme le produit orienté droit X xs Y, avec ses projections cano-

niques p; : X ;5 Y—= X, p2: X Qs Y — Y et la 2-fleche T : fp; — gp,, qui possede
la propriété universelle de[L.4] avec X et Y échangés.

1.8. Désignons par pt un topos ponctuel (catégorie des faisceaux d’ensembles
sur un espace réduit a un point). Soient x : pt — X, y : pt — Y des points de X
et Y respectivement, et u : gy — fx une 2-fleche. Par[1.4} le triplet (x,y, u) définit

un point z : pt — X§5Y tel que p1z >~ x, p,z ~ y. Ce point sera noté (x,y,u) (ou

parfois (x,y) s’il n’y a pas de confusion a craindre). Tout point de X% sY est de
cette forme.

1.9. Considérons un diagramme de 1-morphismes de topos

(1.a) X' gy

R

f g

X——S-——Y

et des 2-fleches a : hf’ — fu, b : gv — hg’. Notons T = X;SY, T = X’;S/Y’,
Ppr:T =X p2:T—=Y,p:T = X,p;: T' = Y les projections canoniques,
T:gp2 — fp1, T g'p; — f'py les 2-fleches canoniques. Considérons la 2-fleche
composée

¢: gvps —=hg'pj —= hf'p] —~ fup; .
D’apres(1.4] ¢ définit un diagramme de 1-morphismes
(1.b) (PN R

u t lv
Y

Xpl sz
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et des 2-isomorphismes o : p1t — upj, f : p2t — vpj rendant commutatif le carré

(l.c) gpat —— fpit .

bk

gvp} =% fup|

On dit que le triplet (t, «, f) (ou simplement t : T’ — T) de[Lblest déduit de [Lal
par fonctorialité. On notera

t= u;hv.
On a une compatibilité évidente pour un composé de deux données[L.al

1.10. Voici quelques exemples.
(a) Dans la situation de[1.4} le triplet (a, b, t) définit un diagramme de type[l.al

T Id T 1d T,
e b
X——'.s% vy

avec t : gb — fa, d’ott un morphisme
— — —
Cleab : TXTT — XXsT.

Par ailleurs, d’apres [1.4] les fleches identiques de T définissent un morphisme
canonique, dit diagonal

AT =TT
La 1-fleche h de[L.4lest la composée

— —
h = (ax¢b)A: T — XxsY.
En particulier, prenant pour T un topos ponctuel, de sorte que A est un isomor-
phisme, on a, avec les notations de 1.8
— —
(%, Yy, 1) = xXpy : pt = XXsY.

(b) Dans la situation de 1.7 soient X’, S’, Y’ des objets de X, S, Y respective-
ment, et f' : X’ — S/, (resp. g’ : Y — §’) une fleche au-dessus de f (resp. g),
i. e. une fleche ' : X’ — f*(S'), (resp. g’ : Y — ¢g*(Y’)). Notons X’;SIY’ I"ob-

jet (X" = S" «— Y') = pi(X') X(gp,)#(s1) P3Y’ de XxsY, cf. 1.5, On en déduit un
diagramme 2-commutatif del- fleches naturelles

—
(1.3) (XXSY)/(X/;S/Y,) )

N
| l l
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ou la notation (—),_ désigne un topos localisé. D’apres [I.4} la partie supérieure
de[l.aldéfinit un 1-morphisme

(1b) m: (XXSY)/(X’;S/Y’ — X/X/ Xg/s,Y/y/.

)

Il résulte de[l.alque m est une équivalence, par laquelle, dans la suite, nous iden-
tifierons les deux membres. D’autre part, les carrés 2-commutatifs de [L.al défi-
nissent, d’apres (1.9, une fleche de fonctorialité

— —
X)x xS/S,Y/Y/ — XX5sY,
Celle-ci, ou son composé avec m,
— —
(1.c) (Xng)/(X,;S/Y,) — XxsY
s’appelle fleche de localisation.

PROPOSITION 1.11. Supposons que X' soit I’objet final de X et que g’ soit cartésien

au-dessus de g, i.e. g’ : Y' — g*(S’). Alors la fleche[l.d est une équivalence.

o
En effet, avec les notations de [I.a] il résulte de que la fleche exxs'Y' —

— —
exXe ey de XxsY est un isomorphisme.

1.12. Considérons en particulier le cas ott S = Y est un schéma muni de la
topologie étale, g = Id et f : X — S = Y est I'inclusion d’un sous-schéma fermé

de Y. Le topos T = X(>_<yY joue le role d'un voisinage tubulaire étale de Y dans X.
Les points de T sont les triplets (x,y,t), ot x (resp. y) est un point géométrique
de X (resp. Y) et t : y — x une fleche de spécialisation (cf. ([SGA 4 viiI 7.9]).
En d’autres termes, (x,y,t) est la donnée d"un point géométrique x de X, d'une
générisation Y, du point fermé (noté encore par abus x) du localisé strict X, de
X en x et d'un point géométrique de Xy, localisé en y,, ou encore d'une extension

séparablement close y — Yy, du point générique de {yo}. Par ailleurs, siv:Y' — Y
est un voisinage étale de X dans Y, i. e. un diagramme commutatif

Y,
X—=Y
ou v est étale, alors, d’apres[I.11]le morphisme canonique
Xxy Y = XxyY

est une équivalence. Ainsi, T ne dépend que du hensélisé de X le long de Y
(lorsque celui-ci est défini, en particulier, pour Y affine, cf. [Raynaud, 1970]). Nous
verrons au numéro suivant et dans I'exposé XII d’autres propriétés de T précisant
cette analogie avec un voisinage tubulaire.

2. Tubes et changement de base

2.1. Soit (S, s) un topos ponctué, i. e. un couple formé d’un topos S et d'un
point s : pt — S de S.Si (S,s) et (T;t) sont des topos ponctués, un morphisme
(ponctué) de (S, s) dans (T, t) est un couple (f,a) d’'un morphisme f: S — T et
d’une 2-fleche a : fs — t. Une 2-fleche ¢ : (f, a) — (g, b) est une 2-flechec: f — g
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telle que b(cs) = a.Si (S, s) est un topos ponctué, on note F — F, = s*F le foncteur
fibre en s.

Rappelons qu'un topos ponctué (S, s) est dit local de centre s ((SGA 4 VI 8.4.6])
si, pour tout objet F de S, la fleche naturelle I'(S,F) — F; est bijective. Un mor-
phisme (f, a) : (S,s) — (T, t) de topos ponctués est dit local sila 2-fleche a: fs — t
est un isomorphisme.

2.2. La construction qui suit est due a Gabber. Soit (S, s) un topos local de
centre s. Notons ¢ : S — pt la projection. Par définition la fleche canonique ¢, —
s* est un isomorphisme. On en déduit un isomorphisme

(2.a) e'e, — (se)*.

La fleche d’adjonction e*¢,. — Id s’identifie donc, par[2.a) a un morphisme (se)* —
Id, i. e. a une 2-fleche

(2.b) cs: Id — se

entre les 1-morphismes Id : S — Setse : S — S.S5i Fest un objet de S, (s¢)*Fest le
faisceau constant sur S de valeur F; = ¢,F = TI'(S, F). Si U est un objet connexe de S,
le morphisme (s¢)*F — Finduit sur I'(U, —) le morphisme de restriction I'(S, F) —
I'(U, F). Le composé css : s — s est 'identité : (se)*F — F induit l'identité sur les
fibres en s.

Soient f: X — S, g: Y — S des morphismes de topos, x : pt — X un point de
X, s = fx :pt — S son image dans S. Le diagramme

(2.¢) pt M, pt Sy ,

N
X—L-s<2-Y
(ot le carré de gauche est 2-commutatif) et la 2-fleche
(2.d) Csg:g — S&g
sont une donnée de type[L.al Pour un objet F de S, (seg)*F est le faisceau constant
sur Y de valeur F; = I'(S, F), et la fleche (seg)*F — g*F est la composée I'(S, F)y —

I'(Y, g*F)y — g*F. Notons que, par 1.4} le produit orienté pt§ptY s’identifie cano-
niquementa Y, avec p; =1Id : Y — Y. De2.detR2.dlon déduit donc un diagramme
de type[Lbl:

(2.e) pt = d

A

X <1 XxgY 22wy

en d’autres termes, une section o0 : Y — X;SY de p, telle que pjo = xeg. On
peut voir cette section comme étant définie, via[I.4par le couple de morphismes
xeg : Y = X, Id : Y — Y et la 2-fleche ¢;g : g — fxeg = seg. On dit que o
est la section canonique définie par le point x. Par composition avec p,., la fleche
d’adjonction Id — o0,0* donne une fleche canonique

(2.1) Y P2 — O

Le résultat suivant est dii a Gabber :
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PROPOSITION 2.3. Soient f : (X,x) — (S,s) un morphisme local de topos locaux
(fx =s), et g: Y — S un morphisme de topos. Soity : pt — Y un point de Y. Pour tout

objet F de XXsY, v [@.f) induit un isomorphisme
Yy © (p2:F)y = (07F)y.

Soitt = oy : pt = Tlepointde T = X(>_<5Y image de y par o. Ce point est
défini (cf. 1.4) par le triplet (x,y,u), ot u : gy — fx = fxegy = segy = s est
déduit de2.dl On a (0*F), = F,. Par définition,

F; = colim, F(U — V « W),
ouz:pt = (U—= V « W) parcourt les voisinages de t dans T. Comme X et

S sont locaux, les voisinages de t de la forme ow : pt — (ex — es «— W), ou
w:pt — W est un voisinage de y dans Y forment un systeme cofinal. Donc

F; = colim,, F(ex — es « W),
oz = ow : pt = (ex — es « W) parcourt les voisinages précédents, avec
U = ex, V = es. Par ailleurs,
(p24+F)y = colim,, F(ex — es « W),
ouw : pt — W parcourt les voisinages de y dans Y. La fleche vy, est la restriction

naturelle. C’est donc un isomorphisme.

COROLLAIRE 2.3.1. Sous les hypothéses de([2.3] si S a assez de points, en particulier,
si S est localement cohérent (ISGA 4 V1 9.0]), vy @.f) est un isomorphisme.

I1 est plausible que 'hypothése d’existence d’assez de points soit superflue.
Celle-ci sera cependant satisfaite dans les applications que nous avons en vue.

COROLLAIRE 2.3.2. Sous les hypotheses de2.3] supposons Y local de centre y. Alors
XZSY est local de centre o(y).

En effet, on a alors (p,.F)y = I'(Y,pF) = F(X;SY, F), et vy s’identifie a la
restriction F(XZSY, F) — Fory)-

Notons que, si f : X — S est un morphisme local de schémas strictement
locaux, g : Y — S un morphisme de schémas strictement locaux, le produit fibré
schématique X Xs Y n’est pas en général strictement local, ni méme local, méme
si g est local.

Le résultat ci-apres est dti également a Gabber :

THEOREME 2.4. Soient f : X — S, g: Y — S des morphismes de topos, T = X;SY,
p1: T —= X, p2: T — Yles projections canoniques, T = gp, — fpy la 2-fleche canonique.
On suppose X, Y, S cohérents et f, g cohérents ([SGA 4 V1 2.3,2.4.5,3.1]). Soit A\ un
anneau. Alors, pour tout F € D (Y, A), la fleche de changement de base, déduite de T,

(2.2) f*Rg.F — Rp1.p5F
est un isomorphisme (de D* (X, A)).
Nous aurons besoin du lemme suivant, qui généralise [Orgogozo, 2006, 9.1] :

LEMME 2.5. Sous les hypotheéses de[2.4, T est cohérent, et les projections ps, p, sont
des morphismes cohérents.
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Le topos X (resp. Y, resp. S) admet une (petite) famille génératrice C; (resp. C,,
resp. D) formée d’objets cohérents, stable par limites projectives finies ([SGA 4 v12.4.5]).
Comme f et g sont cohérents, f*V (resp. g*V) est cohérent si V est dans D ([SGA 4 V1 3.2]).
La sous-catégorie pleine de X (resp. Y, resp. S correspondante, munie de la topo-
logie induite, est un site de définition de X (resp. Y, resp. S). Soit C la catégo-
rie définie comme en [I.T) munie de la topologie définie par la prétopologie en-
gendrée par les familles finies de type (a) et (b) et les familles de type (c). Elle
est stable par limites projectives finies, et est un site de définition de T. Il suffit
donc de montrer que tout objet de C est quasi-compact ([SGA 4 VI 2.4.5]). Pour
cela, notons & la prétopologie définie en [I.1l Décrivons &?. Pour chaque objet
Z=(U— V « W)de C, notons Cov(Z) 'ensemble des familles (Z; — Z)ic;
obtenues par composition d"un nombre fini de familles de type (c) et de familles
(finies) de type (a) et (b). En particulier, I'’ensemble I est fini. Par définition, la
donnée des Cov(Z) vérifie les axiomes PT0, PT2 et PT3 de [SGA 411 1.3]. L’axiome
PT1 (stabilité par changement de base) est également vérifié, les familles de type
(c), ainsi que les familles finies de type (a) (resp. (b)) étant stables par changement
de base, et le changement de base commutant a la composition des familles. La
donnée des Cov(Z) est donc une prétopologie, et par définition, c’est la prétopo-
logie &. Comme les familles appartenant a Cov(Z) sont finies, tout objet de C est
automatiquement quasi-compact, comme annoncé. La cohérence des projections
P1 et p2 en découle.

REMARQUE 2.6. Gabber sait montrer que la conclusion de [2.5 vaut sous les
seules hypotheses que X, Y, S et g sont cohérents. Nous n’aurons pas besoin de
cette généralisation.

2.7. Prouvons Comme X est cohérent, donc posséde assez de points, il
suffit de vérifier que, pour tout point x : pt — X de X, la fibre en x de[2.al

est un isomorphisme. Soit s : pt — S I'image de x par f. Soit X (resp. S(y)) le
localisé de X (resp. S) en x (resp. s). Rappelons ([SGA 4 VI 8.4.2]) que Xy (resp.
Y(y)) (noté Loc,(x) (resp. Locs(S)) dans loc. cit.) est la limite projective

X(X) = LimtopueVOis(x)X/U>

(resp.
S (s) — LimtOpVeVOis(s) S/V) )

ou U (resp. V) parcourt la catégorie cofiltrante Vois(x) (resp. Vois(s))des voisi-
nages de x (resp. s) dans X (resp. S). Comme X (resp. S) est cohérent, on peut
d’ailleurs se borner aux U (resp. V) qui sont cohérents, les morphismes de tran-
sition étant alors automatiquement cohérents. C’est ce que nous ferons dans la
suite, notant encore Vois(x) (resp. Vois(s)) la sous-catégorie pleine formée des U
(resp. V) cohérents. Le topos X (resp. S(s)) est un topos local, au-dessus de X
(resp. S), dont I'image du centre est x (resp. s) (([SGA 4 V1 8.4.6]). Le morphisme f
induit un morphisme local fy : X(x) — S(5). Définissons de méme

T = Limtopuevms(x)T/PTW

Y(S) = LimtoPVeVois(s)Y/g*V)’



180 XI. PRODUITS ORIENTES

de sorte qu’on obtient un carré

2.b) T —= Y ,

f
Xx) —= Sys)

avec une 2-fleche t: gp, — fp;. Par la compatibilité de la formation des produits
orientés a la localisation (Lb), la fleche

.
(2.¢) T = X Xs, Yis),s

déduite de ce carré par 1.4 est une équivalence. D’apres 2.5 les topos X,u, S)v,
T/pu, Yyg-v sont cohérents, les fleches de transition des systemes projectifs Xy,
S,v sont cohérents, et les morphismes g : Y,g-v — S)v, p1 : Tpru — Xyu sont
cohérents. On est donc dans les conditions d’application de [SGA 4 v1 8.7.3], qui,
compte tenu de ce que S et X(4) sont locaux, implique que les fleches canoniques

(Zd) (RQ*F)S — RF(S(S), RQ*F) — RF(Y(S), F),

(2.e) (Rp1.p2F)x — RT(X(x), Rp14p3F) — RT(Tiw), p2F)

sont des isomorphismes. Avec les identifications2.c,2.dlet2.¢€] 1a fleche2.als’iden-
tifie a la fibre en x de la fleche de changement de base (déduite de 1) du carré 2.bl

Cette fleche s’écrit
(2f) RF(Y(S), F) — RF(T(X),p§ )
Ona:
(*) : La fleche 2 f|s"identifie canoniquement a la fleche de fonctorialité définie par p;.

Pour le vérifier, on peut supposer S et X locaux, de centres respectifs s et x, et
f local. Par définition, 2.flest la fleche composée

R *
RF(S,Rg.F) — 28 Rr(TpsF)

| |

RT'(S,7)

ou la fleche « est définie par la fleche d’adjonction adj : F — Rp,.p3F (et donc est
la fleche de fonctorialité RI'(Y,F) — RI'(T,p3F) définie par p;), et 3 est 'isomor-
phisme canonique de transitivité relatif a fp; : T — S. Or, par définition de T (.3),
pour tout faisceau G sur T, la fleche

NS, ) : (S, (gp2).G) = T'(S, (fp1).G)

est 'identité. Il en est donc de méme de la fleche horizontale inférieure du dia-
gramme ci-dessus, ce qui prouve (*). Il reste a prouver que 2. est un isomor-
phisme. En fait, la fleche

(2.g) adj : F — Rpa.p3F
est un isomorphisme. Pour le voir, il suffit d’observer que, compte tenu de la
description de y donnée en[2.3.2] le composé

F —>adep2*p§F L o*psF=F,
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ol 0 est la section de p, définie en2.eet y I'isomorphisme de2.3.7] est I'identité.
Ceci acheéve la démonstration de

REMARQUES 2.8. ((1)) Supposons que les données de 2.4 proviennent de
morphismes de schémas, munis de la topologie étale, avec X, S, Y cohé-
rents et f et g cohérents. Les points x, s sont des points géométriques, et
les localisés X(y), S(s) des localisés stricts. Si f est une immersion fermée,
la fleche d’adjonction 2.g|est un isomorphisme (on peut en effet suppo-
ser S strictement local, et il en et alors de méme de X). Supposons de plus

queY =S, g = Ids comme en[I.12l Onavuenloc. cit. que T = XZSS joue
le role d"un voisinage tubulaire de X dans S. Soientj : S* =S —-X — S

I'ouvert complémentaire de X, et T = XZSS* = T/(exesc—s*) le topos
induit. Alors T* joue le role d"un voisinage tubulaire épointé de X dans S :
pour F € DT(S*,A), on a, par[2.4]

£Rj,F = Rp1.p3F.

((2)) Sans I'hypothese de cohérence sur g, la conclusion de 2.4l peut étre en
défaut, comme le montre 1’exemple suivant, d a Gabber. Soient X un
espace topologique connexe, non vide, i : Y — X l'inclusion d"un fermé
non vide distinct de X, j : U = X —Y — X l'inclusion de l'ouvert com-
plémentaire. Alors i*j.Z est non nul. Mais, si tout point de U a un voisi-
nage dont 'adhérence dans X ne rencontre pas Y, alors le produit orienté

Y§XU est vide. C’est le cas par exemple, si X est le segment [0, 1] et Y le
point {0}
((3)) Sous les hypotheses de[2.4, on montre de maniere analogue que :
(a) Pour tout faisceau d’ensembles F sur Y, la fleche de changement de
base

'g.F — pr.poF

est un isomorphisme.
On peut espérer des variantes non abéliennes supérieures :

(b) Pour tout faisceau en groupes F sur Y, la fleche de changement de
base

f*R'g,F — R'p1.p3F,
est un isomorphisme (de faisceaux d’ensembles pointés).

(c) Plus généralement, pour tout champ F sur Y, la fleche de change-
ment de base

*g.F — pr.poF

est une équivalence.

La vérification de (b) et (c) semble requérir, outre les techniques de
réduction des champs aux gerbes de [Giraud, 1971, III 2.1.5], des résul-
tats de passage a la limite pour la cohomologie non abélienne analogues
a ceux de [SGA 4 VI 8.7], pour lesquels nous ne connaissons pas de ré-
férence.

((4)) Gabber sait démontrer la généralisation suivante de 2.4 Soient f : X —

S,g:Y — S des morphismes de topos, T = X;SY. On suppose que
Y et S sont localement cohérents, et que, pour tout objet cohérent algé-
brique V de S, g*V est cohérent algébrique ([SGA 4 vI 2.1,2.3]). Alors,
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pour tout F € D7(Y, A), la fleche de changement de base 2.al est un iso-
morphisme, et on devrait avoir des résultats analogues dans le cas non
abélien, comme en (3) (a), (b), (c) ci-dessus. Gabber déduit ces résultats
d’un théoreme général de changement de base pour certains topos fi-
brés.

3. Produits fibrés

Les compléments donnés dans ce numéro et le suivant ne seront pas utilisés
dans le reste du volume.

3.1. Les produits fibrés de topos ont été construits par Giraud [Giraud, 1972,
3.4]. La construction suivante est due a Gabber. Soient f : X — S, g: Y — S des
morphismes de topos comme en[I.1l Soit D le site suivant :

((i)) La catégorie sous-jacente a D est la catégorie C considérée en[L1](i).
((ii)) D est munie de la topologie définie par la prétopologie engendrée par
les familles couvrantes (U; — V; «— W;) - (U —=V « W) (iel)dela
forme (a), (b), (c) de[d.1l(ii) et de la forme
U -V W) (U—>VW),ouW =WetlU - U
est déduit par changement de base d’'un morphisme V' — V du site de
définition de S.

En d’autres termes, la topologie sur D est la borne supérieure des topologies
sur C définissant les produits orientés X§5Y et X ;5 Y.

D’apres[1.2] pour qu'un préfaisceau F sur D soit un faisceau, il faut et il suffit
que F vérifie les conditions d’exactitude habituelles relatives aux familles cou-
vrantes de type (a) et (b), et que, pour toute famille couvrante Z' — Z de type (c)
ou (d), F(Z) — F(Z') soit un isomorphisme.

Soit D le topos des faisceaux sur D. On a des projections naturelles

P :6%X,p2:5—>Y
données par les mémes formules qu’en [1.3] et la construction de T en (loc. cit.)
donne un isomorphisme
(3.a) £:gp2 — fp1.
THEOREME 3.2. Soit T un topos muni de morphismes a : T — X, b : T — Yet
d’un isomorphisme t : gb — fa. Il existe alors un triplet (h: T — D, : pth = a, B :
p2h — b, unique a isomorphisme unique pres, tel que le composé

1
gb P gp;h —— fpth —— fa

soit égal a t.
La démonstration est analogue a celle de[1.4l Le foncteur h* est encore donné

par la formule[.al Comme t est un isomorphisme, on a
a*U X (gpysv bW = a*U X (¢q)-y b*W,

ol b*V — (fa)*V est le composé b*V — (gb)*V L (fa)*V . 1l s’ensuit que
h* transforme famille couvrante de type (d) en famille couvrante, et I'on conclut
comme dans
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DEFINITION 3.3. Le topos D s’appelle produit fibré de X et Y au-dessus de S, et se
note X xs Y. Les morphismes du diagramme

XXsY

X Y
\ /
S
sont reliés par le 2-isomorphisme ¢ : gp, — fps.

EXEMPLES 3.4. ((1)) Espaces topologiques. Soient f : X — S, g: Y — S des

applications continues entre espaces topologiques. Alors le topos X xs Y
des faisceaux sur le produit fibré usuel X xsY represente le produit fibré

X X3 Y:le morphisme naturel X xs Y — X X3 Y est une équivalence. On
def1n1t en effet un quasi-inverse en observant que les ouverts de X xs Y
de la forme U xy W forment une base.

((2)) Schémas. Soient f : X — S, g : Y — S des morphismes de schémas.
Désignons par l'indice zar (resp. ét) le topos zariskien resp. étale) as-
socié. Du fait de (1), le morphisme naturel (X X Y),ar — Xzar Xs,.. Yzar
n’est pas une équivalence en général. De méme, le morphisme naturel
(X x5 Y)et = Xet Xs, Yer N'est pas une équivalence en général, méme si
X, Y, S sont les spectres de corps : si S = Speck, S¢ est équivalent au to-
pos classifiant BG du groupe profini G = Gal(k/k), ot k est une cloture
séparable de k, et la formation de BG commute aux produits fibrés.

4. Topos évanescents et co-évanescents

4.1. Soientf:X — S, g:Y — S des morphismes de topos comme en[1.1l Le
produit orienté

(43) XZSS)

ol S — S est le morphisme identique, s’appelle le topos évanescent de f. Il est
étudié dans [Laumon, 1983] et [Orgogozo, 2006]. Le produit orienté

(4.b) SXsY,

o S — S est le morphisme identique, joue un role important dans les travaux

de Faltings sur les théoremes de comparaison p-adiques et la correspondance de

Simpson p-adique (topos de Faltings) (cf. [Faltings, 2002], [Faltings, 2005], [Abbes & Gros, 2011al,
[Deligne, 1995|, [Abbes & Gros, 2011b]]). On propose ici de l'appeler topos co-

évanescent de g. Du topos évanescent de Ids,

(4.0) ‘S — s%sS,

.
qui est aussi le topos co-évanescent de Ids, les produits orientés XxsY se dé-
duisent par changement de base. Considérons en effet le produit fibré itéré

(4.d) Z=Xxs'S xsY,
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H
ot la fleche de gauche (resp. droite) de S vers S est p; (resp. p,). On a des projec-
tions naturelles q; : Z = X, q;: Z = Yetm: Z — S, avec des isomorphismes
pim — fqi1, gq2 — pam. Par composition avec la fleche structurale t: p, — p; de
S, on en déduit une fleche z : gq, — fp;. D’apredld] le triplet (q1, g2, z) définit
donc une fleche
(4.e) h:Z — XXsY
et des isomorphismes p;h — q1, p2h — g2, par lesquels z s’identifie a Th, ot p;,
P2 désignent les projections canoniques de X§5Y sur X et Y.

PROPOSITION 4.2. Le morphisme h (4.€) est un isomorphisme. En particulier, il
définit des isomorphismes canoniques

(4.2) X x5 'S = XXsS,

(4.b) S xs Y 5 SXsY.

Il suffit de montrer que Z, muni de (q1, q,,z) vérifie la propriété universelle
du produit orienté. Soit T un topos muni de morphismesa : T — X, b: T =Y,

et d'une 2-fleche t : gb — fa. Par la propriété universelle de <§, on en déduit
(_
d’abord un unique triplet, formé d’un morphisme k: T — S et d’isomorphismes

pik — fa, pok — gb tels que t = Tk modulo ces identifications. Puis, par la pro-
priété universelle des produits fibrés, on en déduit un unique quadruplet formé

d’un morphisme s : T — Z et d’isomorphismes ms — k, qis — a, q2s — b tel
que zs = t modulo ces identifications.

4.3. Soit f : X — S un morphisme de topos. D’apres [1.4, les morphismes Idx
et f définissent un morphisme

(4.) WX - XXsS
tel que
(4.b) ¥ =Idx, po¥ = f, ¥ = Id;,
ou T: p, — fp; est la 2-fleche structurale de XZSS :
(4.0 X
Idx l f
\

X =Pl X%ss P2 25
S

Le foncteur ¥, s’appelle foncteur cycles proches. Pour un objet (U — V «— W)
du site C définissant XZSS, ona¥* (U -V« W) =UxyW,oulxyW =

U g(v)F*W.Si A estun anneau et F € D" (X, A), le complexe RY,.F € D*(XZSS, A)
(noté aussi RYF) s’appelle complexe des cycles proches (de f relatif a F).
L’'identité p;.¥, = Id définit, par adjonction, un morphisme canonique

(4.d) P,
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Pour F € D*(X,A), le cone du morphisme pjF — RYF qui s’en déduit s’appelle
le complexe des cycles évanescents (de f relatif a F) et se note ROF. Dans le cas des
schémas (munis de la topologie étale), ces foncteurs, qui généralisent les foncteurs
RY et RO de Grothendieck ([SGA 7 1, XIII )], sont étudiés dans [Laumon, 1983] et

[Orgogozo, 2006].
Considérons le morphisme de changement de base
(4.e) Pi. = ¥

déduit de l'identité p;¥ = Idx, en d’autres termes, le morphisme déduit, par
application de p;., de la fleche d’adjonction Id — W, V*, compte tenu de ce que
P1:¥. = Id. Le résultat suivant est donné sans démonstration dans [Laumon, 1983] :

PROPOSITION 4.4. Le morphismeld.elest un isomorphisme.
On va définir un morphisme
(4.a) W — pis,
dont on montrera qu’il est inverse de4.el Pour cela, on définit un morphisme

(4.b) Id — W,pi.

de la fagon suivante. Pour un faisceau F sur XZSS etunobjetZ = (U -V « W)
du site C de[l]] la fleche F(Z) — (VW.p1.F)(Z) est la composée

(4.0 F(Z) = F(U Xpoy W = W W) — F(U Xy "W — e « es),

ou W — W est l'identité, la premiere fleche est la restriction et la seconde, l'in-
verse de l'isomorphisme relatif au recouvrement de type (c)

(U Xpey W > W — W) — (U Xy T"W — €5 — eg).

Le morphisme H.al est adjoint de 4.bl Notons u (resp. v) le morphisme E.€l (resp.
4.a). On va montrer que u et v sont inverses 1'un de 1'autre. L'argument qui suit

est dt a Orgogozo. Il s’agit de montrer que, pour tout faisceau F sur XZSS et
tout faisceau G sur X, les applications «(F, G) = Hom(u(F), G) : Hom(¥*F, G) —
Hom(p;.F, G) et (F,G) = Hom(v(F),G) : Hom(p;.F, G) — Hom(¥*F, G) sont
inverses I'une de l’autre.

L’application

«(F, G) : Hom(¥*F, G) = Hom(F, ¥.G) — Hom(p;.F, G)

envoie a : F — ¥,G sur py.a: pi.F = p1.¥Y.G = G. L'application a est la donnée
d’une famille compatible d’applications ay_vew) : F(U — V «— W) — G(U xv
W), pour (U — V «— W) parcourant les objets de C, “compatible" voulant dire
compatible aux fleches de restriction. L'application «(a) est la famille ay_egceq) :
F(U — es + es) — G(U), U parcourant les objets de X.

L’application

B(F, G): Hom(p;.F,G) - Hom(Y¥,F, G) = Hom(F, V. G)

envoie b : p;,.F — G sur le composé F — ¥,p;.F — Y.G, ou la premiere fleche
estLblet et la seconde W.b. L'application 3(b) est la famille 3(b)y_vew) : F(U —
VW) — G(U xy W) est la composée de.det de

(W*b)(UXVW — €5 — es) : F(uXVW — €g — 65) = (p1*F)(U><VW) — G(UXVW)
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Pour chaque a : F — ¥, G, on a un diagramme commutatif

AU-VW)

FU—V«W) G(U xyv W) ,
l TG(UXVW—)esHeS)

F(UXVW%WFW)—>F(u Xvw—>€5F€5)

ou la fleche horizontale inférieure est 'isomorphisme figurant dans Dans ce
diagramme, le composé des fleches autres que la fleche horizontale supérieure est
Boa(a)u—vew) donc Boc = Id. La vérification de a3 = Id est triviale également.

REMARQUE 4.5. Lorsque les topos X et S sont localement cohérents, donc en
particulier dans le cas des schémas, on peut prouver 4.4 plus simplement, en
se ramenant au cas local. Comme X a assez de points, il suffit de montrer que,

.
pour tout point x : pt — X, et tout faisceau F sur XxsS, la fibre en x de [d.¢] est
un isomorphisme. Quitte & remplacer X par son localisé en x (cf. [La), on peut
supposer X local de centre x. Soit s : pt — S I'image de x par f. Soit F un faisceau

-
sur T = XxsS. On doit montrer que

(p1*F)x = F(T, F) - (W*F)x = F(x,s)

o
est un isomorphisme. Soient S) le localisé de S en s et Ts) = Txs  S(). D'apres
les résultats de passage a limite invoqués dans 2.7 on a

I'(Ti), F) = coliml"(Ty, F),

ou U parcourt les voisinages cohérents de s et Ty = X S D'apres [1L17), les
fleches de restriction I'(T,F) — TI'(Ty, F) sont des isomorphismes. On peut donc

supposer S local de centre s. D’apres T est alors local, de centre (x,s), et
F(T, F) - F(x,s) - (W*F)x

4.6. Soit g : Y — S un morphisme de topos. Les faisceaux sur le topos co-

évanescent T = Sx sY (@.blont une description simple, due a Deligne [Deligne, 1995].
Pour un faisceau F sur T, la fleche de restriction F(lU — V « W) - F(U — U —
U xy W) est un isomorphisme. Cela suggere de considérer le site Cy suivant. La
catégorie C, est celle des fleches (V « W) au-dessus de f : Y « S, i. e. des
fleches W — g*V de Y. On munit C, de la topologie définie par la prétopologie
engendrée par les familles couvrantes des types (a) et (b) ci-apres :

@) (V& Wyier — (V « W), ou la famille (W; — W), est couvrante,

(b) (Vi «— Wilier — (V « W), ou la famille (V; — V)¢ est couvrante, et
Wi = Vi Xy W.

On montre ([Abbes & Gros, 2011b, 4.10]) que C, est un site de définition de
T. Un objet F de SZSY, décrit comme un faisceau sur C,, s'interpréte comme la
donnée d’une famille de faisceaux Fy : W — F(V « W) sur g*V et de fleches de
restriction Fy — jyn.Fy, pour V! — V, définissant jy : g*V' — g*V, satisfaisant
la condition de descente que, pour une famille couvrante (V; — V)icy, la suite

Fy — HjViV*FVi = HjVﬁ/V*FVﬁ'

i/
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soit exacte, ou Viir = V; xy Vi.. D’apres [1.4] les morphismes g : Y — S et Idy
définissent un morphisme

(4.a) WY 5 SxgY
tel que
(4.b) ¥ = g,p¥ =Idy, ™V = Idg,
ol T: gp, — P est la 1-fleche structurale de S§5Y :
(4.0 Y

g l“’ Idy

S Pgh vy 2y
S

Le foncteur V., qu’on pourrait appeler foncteur cycles co-proches, se comporte de
maniere tres différente du foncteur cycles proches de En effet, de l'identité
p2¥ = Idy on déduit, par adjonction, un morphisme canonique

(4.d) p> — ¥,
analogue defd.d| etl'on a:
PROPOSITION 4.7. Le morphismeld.d est un isomorphisme.

En particulier, le foncteur W, est exact. Ici, c’est la fleche de changement de base,
déduite de 'identité p,¥ = Idy,

(4.) Pae — W,

analogue de4.e] qui n’est pas, en général, un isomorphisme. On peut donner de
4.7 une démonstration analogue a celle de 4.4l II est plus simple de déduire ce
résultat des descriptions explicites suivantes des foncteurs p3, p;, ¥ et du mor-
phisme T. Ces descriptions sont dues a Deligne [Deligne, 1995].

4.8. (a) Description de p;. On a p;V = (V + g*V) (I'objet (V — es « ey) de
C correspondant a 1'objet (V « g*V) de Cy). Si F est un faisceau sur S, piF est le
faisceau associé au préfaisceau dont la valeur en (V « W) est la limite inductive
des F(V’) suivant la catégorie des fleches (V « W) — p7V’. Cette catégorie ayant
(V— W) = (V « g"V) pour objet initial, cette limite est égale a F(V). En d’autres
termes, p;F est le faisceau associé au préfaisceau dont la valeur en (V + W) est

F(V). Dans la description donnée plus haut d’un faisceau sur S(>_<5Y en termes
d’une famille de faisceaux sur les g*V, piF est la famille des faisceaux constants
Gy sur g*V de valeur F(V).

(b) Description de p3. On a p;W = (es « W). Si F est un faisceau sur Y, p3F
est le faisceau associé au préfaisceau dont la valeur en (V + W) est la limite
inductive des F(W’) suivant la catégorie des fleches (V «— W) — p3W’. Cette
catégorie ayant (V «— W) — (es « W) pour objet initial, cette limite est égale a
F(W). En d’autres termes, p3F est la famille des faisceaux Hy sur g*V, ot Hy est
le faisceau W +— F(W).
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(c) Description de t. Si F est un faisceau sur S, le morphisme T : p;iF — (gp2)*F
est déduit du morphisme de préfaisceaux qui, pour (V + W) dans C,, envoie
F(V) dans (gp2)*F(V « W) = (g*F)(W) par le morphisme composé F(V) —
(g*F)(g*V) — (g"F)(W). On le voit a l'aide de (a) et (b), en explicitant le mor-
phisme (fp;)* — (gp.)* adjoint du morphisme t décrit en[1.3l

(d) Description de V.. Si F est un faisceau sur Y, et (U — V < W) un objet de

C,ona (V.F)(U— V « W) =F(U xyW. Dans la description de S(>_<5Y al’aide du
site Cy, on a donc
(V.F)(V « W) =FW).
Compte tenu de (b), on a donc
Y. F=pF
Cette identification est celle donnée parld.d| ce qui prouve 4.7

Notons encore que les points de T = SZSY sont les fleches s «+ y, ou s (resp.
y) est un point de S (resp. Y), et que, pour un faisceau F sur Y, si (s «+ y) est un
pointde T, on a
(P2F)(sy) = Fy = (WuF) sy

REMARQUE 4.9. Comme l'observe Gabber, 1'isomorphisme [A.dl implique le
théoreme de changement de base 2.4 pour X = S,f = Ids sans hypothese de
cohérencesur S, Y, et g.



EXPOSE XII

Descente cohomologique orientée

Fabrice Orgogozo

1. Acyclicité orientée des morphismes propres

1.1. L’objet de cette section est de démontrer le théoréme[1.2.1ci-dessous, qui
généralise I'invariance par éclatement admissible du voisinage tubulaire défini a
'aide du produit fibré orienté (cf. XI{L.Z et XI{2.8). Avant d’énoncer le théoreme,
fixons quelques notations. On considere un schéma S cohérent, g : Y — S, 7 :
S — S,eta: X — S’ des morphismes de schémas avec 7 propre et a cohérent. A
ces données sont associés :

e le morphisme composé b =moa;

e le morphisme ¢’ : Y — S’ déduit de g par le changement de base 7, ol1
Y =Y x5 §', et le morphisme de projection p: Y — Y;

e les topos T = YZSX etT' = Y’ZSIX tels que définis en loc. cit. par pro-
duits orientés des topos étales associés aux schémas considérés, ainsi

enfin que le morphisme 9 : T’ — T déduit par fonctorialité des mor-
phismes p et 7t (XI{L.9).

Yy T = Y'%sX
QL O ‘/g’ ‘El
S——8 ~——X T =YxsX

1.2. Enoncés.

THEOREME 1.2.1. Sous les hypotheéses dull.) le morphisme ‘g est acyclique pour les
faisceaux de torsion : pour tout entier n > 1 et tout objet % de D™ (T, Z/n), le morphisme
d’adjonction # — R0 * A est un isomorphisme.

THEOREME 1.2.2. Sous les hypotheses du 1.1} le morphisme
tout champ ind-fini € sur T, le 2-morphisme d’adjonction € —
valence de catégories.

est 1-acyclique pour

o
<3 ?*‘5 est une équi-

*

1.3. Démonstrations.

1.3.1. Réductions. Soit # comme dans I'énoncé [1.2.1l Notons .%#”' son image
inverse ‘p*.% sur T'. Le topos T est cohérent, cf. XI{Z5. Il a donc assez de points
(ISGA 4 VI 9.0]) et ceux-ci sont comme décrits en XI{1.8, c’est-a-dire associés
a une paire de points (géométriques) (y,x) de Y et X et a une spécialisation
b(x) ~ g(y). En calculant la fibre du morphisme J#° — R?*ﬁ*% en un tel
point, on vérifie comme en XI42.4/que I'on peut supposer Y, X, S et g locaux (pour
la topologie étale), de sorte que le topos T l'est également (cf. XI{2.J] XI{2.3.2).

189
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Sous ces hypotheses supplémentaires, il nous faut montrer que le morphisme
d’adjonction (image inverse)

o: RI(T,¢) — RI(T', ¢)
est isomorphisme. Considérons les projections p1, p1, 2 et p; telles que ci-dessous :

Y <P =y X

pl ‘El %
Y — P T o v x P2 x

de sorte qu’on a en particulier 1’égalité tautologique RI'(T’, .#"') = RI'(Y',Rp;,.%#"').
1.3.2. Cas oit le complexe £ provient du schéma X. Supposons qu’il existe un
complexe ¥ € D*(X,Z/n) tel que

H =Y.

Par commutativité du triangle de droite ci-dessus, on a également %" = p;*¥. Le
butRT(Y’, Rp,.#"") du morphisme d’adjonction « est donc le complexe RI'(Y’, Rp, p5"¥Y),
lui-méme isomorphe, d’apres XI{2.4la RI'(Y’, g""'Ra.¥). Par propreté de a et le
théoreme de changement de base propre, le morphisme d’adjonction

RT(Y, g*Rm.Ra,¥4) — RI'(Y,Rp,.g"Ra,¥4) = RI'(Y’, g""Ra,¥4)

est un isomorphisme. Les schémas Y et S étant locaux pour la topologie étale et g
étant un morphisme local, on a successivement RI'(Y, g*Rm,Ra,¥) = RI'(S,Rb.¥)
et RI'(S,Rb.¥) = ¥,, ou x est le point de X évident. Enfin, le topos T et le mor-
phisme p, étant locaux également, ona %, = RI'(T, .#") = #;. Nous avons exprimé
la fleche o« comme composée de morphismes d’adjonction qui sont des isomor-
phismes. CQFD.

1.3.3. Cas général. On ne suppose dorénavant plus que %" se descend a X.
Considérons cependant le complexe 4 = 0*.%¢, ou o est la section du morphisme p,
définie en XI42.2| (Si .#" se descend, on retrouve le complexe ¢ ci-dessus.) D’apres
XI{2.3] le morphisme d’adjonction Rp,,.#" — 0*.# est un isomorphisme, de sorte
que la source J# = RT'(T,.%#") = RI'(X,Rp,,.#") du morphisme d’adjonction o est

— —
isomorp&e aRIMNX,¥9) =% = 4, oul'on pose ¥4 = p,*¥. En d’autre termes, la
colinité ¥ — % del’adjonction induit un isomorphisme sur les sections globales
—
du topos local T = YxsX. D’apres ce qui précede (cas ou 7 se desceng), le mor-
phisme d’adjonction RI'(T; ¢ ) — RI'(T', ¢') est un isomorphisme, ou ¢’ désigne
le tiré en arriere par p; de ¢ sur le topos T'. Il serait donc suffisant de montrer
que le morphisme c : Rp;, %’ — Rp;,.#"' est un isomorphisme car en appliquant
e —
le foncteur RT'(Y’,—) on obtient le morphisme RI'(T', ¢') — RI'(T', #"') déduit
de la cotinité. Par propreté de 7w donc de Y’ sur Y, il suffit méme de montrer que
la restriction de c a la fibre spéciale Y], est un isomorphisme. C’est ce que nous
allons vérifier. (On utilise ici le théoreme de changement de base propre pour
les faisceaux de torsion.) Soient donc y' un point (« géométrique ») de Yy, s’ son
image dans S’ et calculons la fibre en y’ du morphisme c. Notons Y” et S” les lo-
calisés Y,y et S, ainsi que X" le produit fibré X xg §”. La fibre en y’ d"une image

—
directe par p} s’identifie a la cohomologie du topos T” = Y” x5, X" (a valeurs dans
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le tiré en arriere). Si 0" désigne la section canonique (XI42.2) de la seconde projec-
tion p5 : T” — X”, on a un isomorphisme canonique (XI{2.3)

RI(T”,—) = RI(X", " —).

H
Il en résulte qu’il suffit de montrer que la cotinité ¢” — %" devient un iso-

morphisme apres application du foncteur ¢”, o1 'on note .#” et G les tirés en
arriere sur T”. Ceci résulte immédiatement de la transitivité des images inverses
et de 1'égalité op,po” = po” ot p désigne le morphisme T” — T. Cette égalité
résulte a son tour du fait que le morphisme Y” — Y est local.

1.3.4. Cas non abélien. La démonstration est identique. Pour le théoreme de
changement de base propre non abélien, on fait appel a [Giraud, 1971, VII.2.2.2].
Signalons que, comme signalé en XI{2.8/(3) nous n’avons pas connaissance d"une
référence publiée permettant de justifier le passage a la limite nécessaire au calcul
des fibres.

2. Descente cohomologique orientée

2.1. Topologie orientée des altérations.
2.1.1. Soient S un schéma ncethérien et & la catégorie des diagrammes de

schémas ncethériens X 5 S ¢ Y et des morphismes rendant les carrés commu-
tatifs. Considérons le pseudo-foncteur de % vers la 2-catégorie des topos, qui en-

voie 1'objet précédent sur le produit fibré orienté Yx sX, ol1’'on note abusivement
Y pour Y, etc. Remarquons que les limites finies (resp. les coproduits) existent
(resp. existent et sont disjoints, universels) dans la catégorie 4 ; ils se calculent
« terme a terme ». Par exemple, le produit fibré de X; — S — Y et X; = S, « Y,
au-dessus de X — S «+ Yest (X7 xx X3) — (S x5 S3) « (Y7 Xy Ya).
2.1.2. Onconsidere la topologie orientée des altérations sur % engendrée par
les familles ci-dessous :
@) (X =S «Y)—= (X2 S«Y)
alt-couvrante ;
(@) (Xi = S« Y) = (X = S «Y))
alt-couvrante ;
famille alt-couvrante ;
(iv)) (X = 8"+ YxsS8) = (X =S« Y)),ouS — S estun morphisme
propre;
(V) (XxsS" =S« Y) = (X—= S« Y)),ouS — S est un morphisme
étale.

s OU (Y; — Y)icr est une famille

e OU (Xi — X)ier est une famille

e OU (Si — S)ic1 est une

Remarquons que les propriétés des familles de morphismes (i-v) sont stables
par changement de base dans la catégorie 2.

2.2. Enoncés.

THEOREME 2.2.1. Soit (Xe — Se — Y,) — (X — S « Y) un hyperrecouvrement
pour la topologie orientée des altérations, c’est-a-dire un objet simplicial de 9 au-dessus
de (X — S «Y) tel que pour tout entier i > 0, le morphisme canonique (Xi;1 — Siy1
Yi) = (cosqy(Xe — So Vi), .1 de la catégorie 2 soit couvrant pour la topologie
orientée des altérations. Sous cette hypothese, et si 'on note e T, = Y.§5,X. - T=

—
Y xsX le morphisme d’augmentation, on a les résultats de descente suivants :
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o
(()) pour tout complexe de torsion borné inférieurement & sur YxsX, le mor-
phisme d’adjonction # — R€,€* A est un isomorphisme.

((ii)) pour tout champ € ind-fini sur Y sX, le morphisme d'adjonction ¢ — € ,c*¢
est une équivalence.

2.2.2. En d’autres termes, le morphisme ‘€ est de descente cohomologique
pour les faisceaux de torsion et les champs ind-finis. Pour le sens a donner a
’énoncé (ii), on renvoie a [Giraud, 1971] (spécialement chap. VII, §2.2) et [Orgogozo, 2003],
§2.

2.2.3. La principale application que nous ferons du théoreme précédent est
la formule de changement de base suivante.

THEOREME 2.2.4. Soient X — S & Y un diagramme de schémas ncethériens et
€ : Se = S un hyperrecouvrement pour la topologie des altérations. Notons f, : X, =
X X5 Se = Seet ge: Yo = X X5 S¢ = Se(resp. ey : Yo = Y X5 S¢ — Y) les
hyperrecouvrements pour la topologie des altérations (resp. pour la topologie orientée des
altérations) qui s’en déduisent.

((i)) Pour tout complexe de torsion borné inférieurement % sur X, le morphisme
g*Rf*Ji/ — I‘{E%k (g.*Rf.*%X.)

est un isomorphisme.
((ii)) Pour tout champ ind-fini € sur X, le morphisme

g*f*(g — €y (go*fo*(g\x.)
est un isomorphisme.

2.3. Démonstration du théoreme Nous commengons par démontrer
le (i). Pour la variante non abélienne (i), cf.[2.3.8

2.3.1. Réductions. D’apres la théorie générale de la descente — cf. p. ex. [Deligne, 1974,
5.3.5] —, il suffit de démontrer le théoreme pour les hyperrecouvrements corres-
pondant a un 0-cosquelette associé a une des familles de morphismes du type (i)
a (v) 2.1.2). De plus, et pour la méme raison, on peut se contenter du cas par-
ticulier ot les familles alt-couvrantes apparaissant dans la description de recou-
vrement sont, soit un recouvrement ouvert de Zariski, soit un morphisme propre
et surjectif. Il suffit donc de démontrer les cinq propositions suivantes, ot 1'on

fixe un objet (X 55 & Y) de 2. Rappelons que f est automatiquement co-
hérent. Dans les paragraphes ci-dessous, on reprend les notations de 1'énoncé.

En particulier, on note T le topos Y;5X, on fixe un entier n > 1, un complexe
€ ObD™(T,Z/n) et on note ‘€ le morphisme du topos simplicial T, vers T. On
veut montrer que la fleche d’adjonction

a: - Re. T H =Re .
est un isomorphisme.
2.3.2. Famille de type (i) : (X = S <« Y') = (X = S « Y). Soit Y — Y un
morphisme couvrant pour la topologie de Zariski ou bien propre et surjectif, et
Y. = cosqy (Y’) son cosquelette. Par passage aux fibres, on peut supposer les sché-

mas X, Y et S ainsi que morphisme g : Y — S locaux. Comme on l'a déja dit, le
topos T est alors un topos local. Si Y/ — Y est Zariski couvrant, il possede alors

—
une section. Il en est donc de méme du morphisme T’ = Y'xsX — T, auquel cas le
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résultat est connu (cf. [SGA 4 V bis 3.3.1]). Supposons donc le morphisme Y/ — Y
propre et surjectif. La fleche « s’identifie au morphisme

H; =RT(T, %) — RI(T., #a) = RT(Ye, Rp1a, He).

Reprenons les notations de[1.3.1l Par descente cohomologique classique, 1’adjonc-
tion % = RI'(Y,Rp;,.2) — RI'(Y, (Rp1,-#).)) est un isomorphisme. Par pro-
preté de p : Y — Y, il nous suffit de montrer que la restriction au-dessus de y de
I’adjonction
B (Rp1.2), = Rpe.He

est un isomorphisme. En effet, le théoreme de changement de base propre nous
dit que la source et le but de « se calculent par restriction aux fibres spéciales.
Que (3, soit un isomorphisme résulte immédiatement du lemme ci-dessous (i),
appliqué aux schémas Z = ;.

LEMME 2.3.3. Soient X — S, Y — S et Z — S des morphismes cohérents.

(()) Soit vy : Z — Y un morphisme cohérent. Notons LV Z;SX — Y;SX le
morphisme induit. Le morphisme d’adjonction

v*(Rpy,#) — Rpf, "

1%

est un isomorphisme en tout point de Z,,.

((ii)) Soit 6 : Z — X un morphisme cohérent. Notons % : Y;SZ — Y;SX le
morphisme induit. Le morphisme d’adjonction

H
5*(Rpy,#) — Rp3, 8 * &
est un isomorphisme en tout point de Z.

Démonstration. (i) Siy est un morphisme local de schéma locaux, le morphisme
est un morphisme local de topos locaux. La conclusion en résulte par passage aux
fibres en observant que Z;;) — Y est local si z est un point (géométrique) localisé
sur Z,. (ii) Méme argurilent : pour iout point (géométrique) z de Z, d'image x
par 0, le morphisme YxsZ; — YxsX() est un morphisme local de topos lo-
caux. O

2.3.4. Famillede type (ii) : (X' = S« Y) = (X — S « Y). Quitte a remplacer p,
par p; et utiliser le (ii) du lemme ci-dessus, la méme démonstration s’applique.
Notons le théoreme de changement de base propre n’apparait pas directement
ici mais est néanmoins utilisé dans la démonstration du théoreme de descente
classique pour X, — X.

2.3.5. Famille de type (iii) : (X' =X x5S’ = § «— Y =Y xsS§) = (X =S «Y).
Notons S, = cosq3(S’) le cosquelette du morphisme S’ — S et X,, Y, les schémas
simpliciaux qui s’en déduisent. Par localisation, on se raméne au cas ou S est
local de sorte que le cas de la topologie de Zariski est un corollaire de I'existence
d’une section au morphisme S’ — S. Supposons donc S’ — S propre et surjectif
et factorisons ‘€ en

— o & o
Y. Xs.X. — YXSX. — YXSX.
On a vu en2.3.4lque le morphisme .#* — Rm,m*.#" est un isomorphisme. D’autre
part, il résulte du théoreme[1.2.1let du fait que les images directes se calculent cran

par cran que pour tout complexe 4, € D* (Y; sXe, Z/M) sur Yx sXe — par exemple
' % — le morphisme d’adjonction ¥, — Re.@*¥, est un isomorphisme. Le ré-
sultat en découle.

—
,Y
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2.3.6. Famille de type (iv) : (X = §" « Y =Y xsS') = (X =S « Y). On
suppose ici que le morphisme X — S se factorise a travers un morphisme propre
S’ — S, et on définit S, et Y, comme ci-dessus. Remarquons que pour chaque

entier i > 0, le topos Yi;giX est le topos associé au produit fibré itéré dans la
catégorie # du morphisme (X — S« Y) = (X =5 S « Y). Factorisons le

morphlsme e Y. ><5 X — Y><5X en
Y- ><S.X H (YXSX)const i> Y(>_<5X,

o
ott (YxsX)const €st le topos simplicial constant Il résulte du théoreme 1.2.7 appli-

qué pour Chaque i aux morphismes a : X & P Sietb:S; — S que l'adjonction
Id — Re.¢@* est un isomorphisme. On s’est donc ramené au cas trivial ot S’ = S.

2.3.7. Famille de type (v) : (X' = X xsS§" = S« Y) = (X = S < Y). On
suppose ici que le morphisme Y — S se factorise a travers un morphisme étale
S” — S. Notons a nouveau S, le 0-cosquelette de ce morphisme et X, = X x5 S,
le schéma simplicial qui s’en déduit. Comme ci-dessus, notons que pour chaque

entier i > 0 le topos Y§5 X; est le topos associé au produit fibré itéré dans la
catégorie # du morphisme (X' — S’ «+ Y) — (X — S + Y). Pour montrer que la
fleche d’adjonction o : .# — R'€, ‘€ *.# est un isomorphisme, on peut supposer
— par passage aux fibres — que le schéma S est strictement hensélien de sorte
que le morphisme S’ — §, et par conséquent (X xsS" = S «—Y) = (X = S «Y),
aient une section. Le résultat est alors évident.

2.3.8. Variante non abélienne. Modulo la difficulté signalée ci-dessus (1.3.4), il
suffit de remplacer les références [Deligne, 1974, 5.3.5] et [SGA 4 V bis 3.3.1] par
[Orgogozo, 2003, 2.5,2.8].

2.4. Démonstration du théoréme
2.4. 1 Cas des complexes. Soit #" un complexe sur X comme dans I'énoncé, et

notons ¢ son image inverse par la seconde pr0]ect10n P2 Y><5X — X. Il résulte
du théoreme 2.2.1] (1) que l'adjonction o : # — R, € *.# est un isomorphisme.

(On rappelle que & désigne le morphisme d’augmentation Y.;s.X. — Y§5X.)
D’autre part, on a la chaine d’isomorphismes :

gRE.# =5 Rpy,

— - W=
Rpi,o: Rpy, o = Rpy R, e r
Rp1*RT*%*<J?/ = Rey*Rph*gf., ou f/"?/. = %*%

Rey,Rpre, o & Rey,gRfv, 7 s

Les premier et dernier isomorphismes résultent de XI{2.4 et le troisiéme de la
fonctorialité des images directes.
2.4.2. Cas des champs. Méme démonstration.



EXPOSE XIII

Le théoréme de finitude
Fabrice Orgogozo

1. Introduction

1.1. L’objet de cet exposé est de démontrer le théoreme suivant (0I).

THEOREME 1.1.1. Soient X un schéma neethérien quasi-excellent (IZ.10), f: Y —
X un morphisme de type fini, n > 1 un entier inversible sur X et % un faisceau constric-
tible de Z /n-modules sur Y. Alors :

((i)) Pour tout entier q > 0 le faisceau Rf,.# est constructible.
((ii)) II existe un entier N tel que Rf,.% = 0 pour q > N.

1.1.2. De fagon équivalente, le morphisme Rf, : D" (Y, Z/n) — D" (Xet, Z/M)
induit un morphisme D2(Yg, Z/n) — DE(X4,Z/n) entre les sous-catégories de
complexes a cohomologie bornée et constructible.

1.2. Remarques.

1.2.1. Organisation de I'exposé. L'énoncé ci-dessus est la conjonction d'un ré-
sultat de constructibilité (i) et d’un résultat d’annulation (ii). Dans le §2] nous pré-
sentons une démonstration de la constructibilité qui ne requiert pas la forme forte
du théoreme d’uniformisation mais seulement la forme faible (VII{LI). Les in-
grédients clefs supplémentaires sont le théoreme de pureté absolu, le théoreme
de constructibilité générique (dt a P. Deligne) et la descente cohomologie orien-
tée. Au paragraphe 2.3] nous donnons une démonstration de résultat d’annula-
tion pour les schémas de dimension finie, qui complete la démonstration du théo-
reme [I.1.7 pour ces schémas. Le cas général est traité en §3| en s’appuyant sur le
théoréeme d'uniformisation premier a ¢ (IX{1.1), ot1 £ est un nombre premier divi-
sant n. Enfin, nous étendons ce résultat d’abord au cas des coefficients {-adiques,
ol { est un nombre premier inversible sur les schémas considérés, puis au cas des
champs (comme coefficients).

1.2.2. Terminologie et notations. Nous dirons d'un complexe J#" € Ob D™ (Y, A),
ol A est un anneau fini, est constructible s’il appartient a Ob D2(Yee, A), C’est-a-
dire si ses faisceaux de cohomologie sont constructibles, nuls en grands degrés.
Lorsque n > 1 est fixé et que cela ne semble pas créer de confusion nous no-
tons A I'anneau Z/n. De méme, un complexe % sur un schéma X étant donné,
nous noterons souvent encore %~ ses images inverses sur différents X-schémas.

2. Constructibilité via I’'uniformisation locale faible
Dans cette section, on démontre [1.1.1] (i), dont on reprend les notations.

2.1. Réductions. Lesréductions suivantes sont classiques : cf. p. ex. [SGA 4 XVI 4.5].
195
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2.1.1. Réduction au cas oit le faisceau .F est constant. D’apres [SGA 41X 2.14 (ii)],
le faisceau .7 s’injecte dans une somme finie ¥ = @, 9i,C; d’'images directes
par des morphismes finis g; de faisceaux en Z/n-modules constants construc-
tibles C;. On peut supposer .# = ¥. Cela résulte d'une part du fait qu'un sous-
quotient d"un faisceau constructible est constructibldl et d’autre part de la suite
exacte longue de cohomologie associée au triangle

Rf,.7 — Rf.9 — Rf.(9/F) 2.

Enfin, on peut supposer .# constant constructible car on peut supposer l'en-
semble I étre un singleton et 1'égalité Rf,(g.C) = R(f o g).g, ot g est un mor-
phisme fini, nous permet de supposer g = Id. Décomposant n en produit, on
se ramene au cas ou % est un faisceau constant F;, le nombre premier { étant
inversible sur X (cf. p. ex. [SGA 4% [Th. finitude] 2.2 b)]).

2.1.2. Réduction au cas oii le morphisme f est une immersion ouverte. Un faisceau
sur le schéma ncethérien donc cohérent X étant constructible si et seulement si
il I’est lo