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FORMES QUADRATIQUES SUR UN CORPS

Bruno Kahn

Résumé. — Ce livre expose la théorie des formes quadratiques sur un corps, en
mettant I'accent sur la technique de Pfister-Arason-Knebusch d’extensions aux corps
de fonctions de quadriques.

Abstract (Quadratic forms over a field). — This book presents the theory of
quadratic forms over a field, focusing on the Pfister-Arason-Knebusch technique of
extensions to function fields of quadrics.
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AVANT-PROPOS

La théorie des formes quadratiques a sans doute regu ses lettres de noblesse avec le
théoreme de Hasse-Minkowski qui permet leur classification complete sur Q, ou plus
généralement sur un corps global. En y adjoignant la théorie plus fine des réseaux,
ceci décrit plus exactement la théorie arithmétique des formes quadratiques, ou la
théorie des nombres joue un roéle essentiel. De nombreux ouvrages sont consacrés a ce
sujet, en tout ou en partie [40, 171, 196]. ..

En revanche, les livres consacrés a la théorie « algébrique »des formes quadratiques,
qui étudie leurs propriétés sur un corps quelconque, sont peu nombreux : les clas-
siques sont ceux de Milnor-Huseméller [164], Lam [146] et Scharlau [191]. En voici
quelques autres, un peu moins connus : Knebusch—Scharlau [126], Knus [127], Lam
[144], Pfister [181], Scharlau [190] (en anglais) et Lorentz [150] (en allemand). A ma
connaissance, aucun n’existe en frangais, a part un chapitre épuisé de Bourbaki qui
ne va guere plus loin que les résultats de Witt [32, ch. IX].

Dans ce livre, j’ai voulu mettre en relief les corps de fonctions de quadriques. Ce sont
Pfister et Arason qui, les premiers, ont vu leur importance particuliere dans ’étude
de la structure fine des formes quadratiques; Knebusch a ensuite considérablement
élargi ce point de vue avec sa théorie du déploiement générique, de la hauteur et du
degré. Le passage aux corps de fonctions de quadriques (et parfois d’autres variétés
projectives homogenes) est maintenant un outil d’usage constant dans ce domaine de
recherche.

Ce livre offre des niveaux de difficulté variables, mais il est pour une large part
d’un acces élémentaire. Attention, élémentaire ne veut pas dire facile! Cela signifie
plus modestement qu’on n’a essentiellement besoin que de la théorie élémentaire des
corps et des anneaux de polynémes pour comprendre (au prix d’un travail que je ne
sous-estime pas) les chapitres 1 & 5. Les chapitres 6 & 8 demandent un peu plus de
connaissances : algebres centrales simples et groupe de Brauer, qui sont rappelés dans
I’appendice A. Les chapitres 9 et 10, eux, utilisent la cohomologie galoisienne, qui
est rappelée dans I'appendice B, et des rudiments de la théorie des courbes, qui sont
rappelés dans "appendice C.
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On voit donc que j’ai choisi une exposition par ordre de complexité croissante
des notions en jeu : ce choix est cohérent d’un point de vue logique, j'espere qu’il
sera efficace d’'un point de vue pédagogique... Il a 'avantage de souligner qu’on
peut démontrer énormément de choses sur les formes quadratiques avec des méthodes
élémentaires.

Il arrive souvent qu’un méme théoréeme ait plusieurs démonstrations tres
différentes ; sauf erreur, j’ai toujours choisi dans ce cas de présenter une démonstration
“élémentaire”. Par exemple, & la démonstration originelle du théoréeme d’Arason sur
Pexcellence des corps de fonctions de coniques (théoréme 5.6.4 a)), j’ai préféré celle,
“élémentaire”, de Rost. De méme, pour démontrer le théoreme de réduction d’indice
de Merkurjev (théoréme 7.1.1), j’ai choisi la méthode de Tignol. Enfin, parmi les nom-
breuses démonstrations du théoréme “2"” de Hoffmann (théoréme 5.2.2), j’ai choisi,
sinon sa démonstration originelle, du moins une variante due indépendamment a
Hurrelbrink-Rehmann et & C. Peschard. (On trouvera une esquisse de démonstration
non élémentaire de ce théoréeme important dans ’appendice E : voir remarques apres
le théoreme E.8.5).

Dans le méme ordre d’idées, j’ai choisi d’exposer la théorie du déploiement
générique de Knebusch sans faire intervenir les places, ni sa théorie de la spécialisation
des formes quadratiques (pour ceci, je renvoie & ses articles originaux et a son livre
en préparation [119]) : fort heureusement, tout ce qui est nécessaire pour développer
cette théorie est de savoir qu’une forme anisotrope le reste apres extension transcen-
dante pure. ..

L’idée de ce livre remonte a un mini-cours sur les formes quadratiques en carac-
téristique différente de 2 donné (en espagnol) & I"Université de Mendoza en 1997 a
l’occasion d’une école d’hiver du CIMPA. Les chapitres que j’ai énumérés recouvrent
et étendent a la fois ce cours et sa version plus développée, donnée (en francais)
a 1'Université Paris 7 en 1998. Mais j’ai eu la chance qu’Ahmed Laghribi veuille
bien écrire un appendice supplémentaire sur les formes quadratiques et bilinéaires
symétriques en caractéristique 2 (appendice D), ce qui permettra aux lecteurs de
vérifier la sagacité de T.Y. Lam dans [146, p. xviii] :

Theorems on quadratic forms in characteristic not 2 usually become pro-
blematic (and sometimes meaningless) when they are transferred verbatim
to the characteristic 2 case. However, experience has shown that many
such theorems do have complete, suitably formulated analogues for fields
of characteristic 2. What one needs is to find such analogues, and to devise
new proofs for them ! Thus, each theorem would require extra work.

et de disposer d’'un survol des résultats actuels en attendant le livre, & paraitre, de
Hoffmann et Laghribi sur le sujet.

De méme, N. Bourbaki et ses collaborateurs ont eu la gentillesse de m’autoriser a
reproduire un exposé fait & leur séminaire en 2004 (appendice E). Les méthodes qui
y sont utilisées sont d’un niveau de difficulté sans comparaison avec celui du reste,
bien qu’en un certain sens encore “élémentaires” (en gros, des rudiments de la théorie
de l'intersection telle qu’elle est exposée dans le livre de Fulton), mais cela permet
a ce livre d’étre a jour sur I’état de la recherche — autant que faire se peut étant
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donné le rythme actuel de celle-ci, et de donner une idée des méthodes actuellement
utilisées, tres différentes de celles d’il y a 10 ans. Pour une exposition plus détaillée
de ces méthodes, je recommande le tout récent livre d’Elman, Karpenko et Merkurjev
[48].

Je vais maintenant mentionner brievement ce qui aurait pu se trouver dans ce livre
si on avait souhaité repousser sa date de parution d’encore 5 ans. D’abord, un survol
des formes quadratiques sur les anneaux et les schémas : pour ceci, je renvoie aux
exposés de Baeza [22], Knus [128] et surtout Knebusch [124]. Ensuite un apergu
des méthodes “triangulaires” inaugurées par P. Balmer [27, 25] qui a développé une
théorie étonnamment simple des groupes de Witt de catégories triangulées avec dua-
lité, recouvrant ainsi (et étendant!) les résultats antérieurs sur les schémas : pour
cela, je peux renvoyer & son chapitre dans le Handbook of K -theory [26] en attendant
un éventuel travail d’exposition plus développé. Ces méthodes pointent leur nez au
§10.2. Enfin, la version “non commutative” de la théorie des formes quadratiques, a
savoir celle des algebres a involution. Il existe bien sir un ouvrage de référence de
Knus, Merkurjev, Rost et Tignol [209], mais ici encore la théorie évolue si vite quun
nouveau texte d’exposition sera sans doute utile d’ici peu.

Bien entendu, la démonstration de la conjecture de Milnor par Voevodsky utilise
des méthodes d’une sophistication telle que son exposition était hors de portée de
ce livre : je peux renvoyer le lecteur intéressé & mon exposé Bourbaki [100]. Initia-
lement, j’avais eu I’ambition de donner une démonstration compléte du théoreme de
Merkurjev (conjecture de Milnor en degré 2) : méme cela s’est révélé hors de portée.
Heureusement, je peux renvoyer au livre de P. Gille et T. Szamuely sur le sujet [61],
qui sera aussi utile pour lire certaines parties de I'appendice D. A titre de lot de conso-
lation, les lecteurs trouveront une démonstration du théoréeme d’Arason (existence de
'invariant e3), au chapitre 9.

Je n’ai pas hésité parfois a réécrire I’histoire pour simplifier 'exposition : par
exemple, la démonstration que je donne du théoreme d’Arason repose sur celui de
Merkurjev. De méme, dans la théorie des formes excellentes, je démontre I'important
théoreme 5.4.3 en utilisant le théoreme 4.4.4 de Fitzgerald ; ce méme théoreme permet
d’améliorer certains résultats de Knebusch (corollaire 5.4.5).

Les exercices n’ont pas constitué pour moi une priorité dans un livre que j’ai congu
comme une introduction a un domaine actif de recherche. Je me suis toutefois efforcé
d’en inclure un certain nombre, qui sont plutot des compléments de cours. Je demande
leur indulgence aux lecteurs, en les renvoyant par exemple au livre de Lam s’ils restent
sur leur faim a ce sujet. Je remercie Detlev Hoffmann de m’avoir communiqué des
exercices et problemes de ses propres cours. Enfin, je remercie Jean-Pierre Tignol,
Ulf Rehmann et les rapporteurs pour leurs commentaires tres utiles qui m’ont permis
d’améliorer ce livre.

Paris, janvier 2008
Bruno Kahn






CHAPITRE 1

LA THEORIE DE WITT

Ernst Witt (1937) a été longtemps considéré comme le premier & étudier les formes
quadratiques sur un corps arbitraire dans [224]; avant lui, les formes quadratiques
avaient été considérées sur R (Sylvester), Q et les corps de nombres (Minkowski,
Hasse). Récemment toutefois, Winfried Scharlau a découvert un article précurseur de
Dickson [46].

1.1. Définitions et notations

Soit F' un corps de caractéristique différente de 2.

1.1.1. — Une forme quadratique sur F' est un espace vectoriel V' muni d’une appli-
cation ¢ : V — F' telle que

— q(Az) = N2q(z) pour (\,z) € F x V;

— (x,y) — q(x +y) — q(x) — q(y) est bilinéaire.

La plupart du temps (sauf dans cette introduction), nous dirons « la forme quadra-
tique ¢ », sans mentionner I’espace vectoriel V. S’il est nécessaire de considérer V', nous
I’appellerons I’espace sous-jacent a q. La dimension de V' est appelée la dimension de
q, et notée dim q.

1.1.2. — La forme bilindaire symétrique G(z,y) = 3(q(z + y) — q(z) — q(y)) est
appelée forme polaire de ¢ : on a q(xz) = ¢(x,z). Il y a donc une correspondance
bijective (en caractéristique # 2) entre les formes quadratiques et les formes bilinéaires

symétriques.

1.1.3. — Si (V,q) est une forme quadratique, deux vecteurs z,y € V sont dits or-
thogonauzx si ¢(x,y) = 0, et deux sous-espaces Wi, Wa C V sont dits orthogonaux si
4(z,y) = 0 pour tout (z,y) € Wi x Wa. Si X est une partie de V, son orthogonal X+
est 'ensemble des x € V' tels que §(x,y) = 0 pour tout y € X : c’est un sous-espace
vectoriel de V.
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1.1.4. — Le radical® de q est le sous-espace Rad ¢ = V- : ¢’est aussi le sous-espace
formé des x € V tels que q(z + y) = ¢(y) pour tout y € V. On dit que g est non
dégénérée si Rad g = {0}. En général, on peut quotienter V' par Rad ¢; alors ¢ passe
au quotient et définit une forme quadratique non dégénérée sur V/Rad g. De cette
facon, on peut toujours se réduire a une forme non dégénérée.

1.1.5. Lemme. — Si W CV est un sous-espace, on a Rad(qw) =W N Wt Si W
est non dégénéré et de dimension finie, on a V=W @ W+.

Démonstration. — La premiere assertion est claire. Pour la deuxiéme, choisissons
une base (eq,...,e,) de W. Puisque W est non dégénéré, il existe une base duale
(f1s---, fn) telle que G(e;, f;) = d;; (symbole de Kronecker). Siz € V et A\; = §(z, ¢;),
alors x — >, \; fi € W O

1.1.6. — Si (V,q), (V',q’) sont deux formes quadratiques, un morphisme (V,q) —
(V’,q") est une application linéaire f : V' — V' telle que ¢’ o f = ¢. De cette fagon,
les formes quadratiques forment une catégorie. Cette catégorie est assez simple : si
q est non dégénérée, f est injective; si de plus dimV < oo, f(V) est facteur direct
orthogonal de V'’ d’apres le lemme 1.1.5. Par conséquent, les morphismes non triviaux
entre formes quadratiques sont essentiellement les isomorphismes, également appelés
isométries.

1.1.7. Notation
a) On note
q=~dq
s’il existe une isométrie entre q et ¢, et
q<dq
§’il existe un morphisme de g vers ¢’ (i.e. si ¢ est isométrique & une sous-forme de
7).
b) Pour toute forme quadratique ¢, on note O(q) le groupe des isométries de ¢

(=Aut(V, q) dans la catégorie ci-dessus) : c’est le groupe orthogonal de q.

1.1.8. Exemple. — Soit x € V tel que ¢g(z) # 0. Posons

q(z,y) .
q(z)

uy(y) =y —2

Alors u, € O(q). En effet, pour tout y,

q(uz(y)) = a(y) — 4(]23(5’;;) gz, y) + 4qu’ v) q(z) = q(y)-

(D Le radical est parfois appelé « noyau » ; nous n’adoptons pas cette terminologie car elle entrerait
en conflit avec celle du chapitre III.
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Soit W la droite engendrée par x. Sur une base de V adaptée a (W, W), la matrice
de u, s’écrit
e uy s’écri _1d 0\
0 Id)’

1.1.9. Définition. — L’isométrie u, est appelée réflexion d’axe W.

en particulier, u2 = Id.

r =

1.1.10. Définition. — Deux formes q,q" sur F sont semblables §'il existe a € F*
tel que ¢ ~ aq’. On notera parfois cette relation ¢ oc ¢'.

1.1.11. — La catégorie des formes quadratiques possede deux opérations qui en font
une « catégorie bimonoidale symétrique »[152] :
— Somme directe orthogonale : (V,q) L (V'.¢) = V& V' qg L ¢), ou (¢ L
¢, a) = qo) + ¢/ ().
— Produit tensoriel : en termes de formes polaires, (V, §)®(V',§) = (VQV’,¢®4§'),
ol (48 &)z ® ',y ® 1) = dlz, y)d ().

1.1.12. Définition. — Soit (V,q) une forme quadratique sur F, et soit K/F une
extension. On note (Vi , g ) la forme quadratique sur K d’espace vectoriel sous-jacent
Vi := K ®p V, caractérisée par la propriété

pour (a, 3,2,y) € K? x V2. On dit que qx est obtenue & partir de ¢ par extension

des scalaires de F' a K.

1.1.18. Remarque. — Supposons dimg = n < +oo. Si 'on choisit une base (e;)

de V, q correspond au polynome Y, a;T? + >°._. 2a;;T;T;, ot a; = q(e;) et a;; =

i<j
G(es,e;). Alors gi est simplement la forme quadratique correspondant au méme po-
lynéme, vu comme élément de K[T1,...,T,].
On a:

1.1.14. Proposition. — Soit (V,q) une forme quadratique sur F, de dimension fi-
nie. Soit Q le polynéme associé a q par le choiz d’une base de V. Si q est de rang
> 3, @ est irréductible.

(Le rang de ¢ est la dimension de V/Radq.)

Démonstration. — Supposons ) réductible. Comme il est homogene de degré 2, il
est produit de deux formes linéaires p, 9. Si ¢ et ¢ sont linéairement indépendantes,
q est de rang 2. Sinon, ¢ est de rang 1. O

Le lemme suivant est immeédiat :

1.1.15. Lemme. — Soit K/F une extension. L’extension des scalaires définit un
foncteur (covariant) de la catégorie des F-formes quadratiques vers la catégorie des
K-formes quadratiques, respectant les structures bimonoidales.
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1.2. Les théorémes de Witt

Jusqu’a maintenant, nous avons donné des généralités sur les formes quadratiques.
Passons aux théoremes de structure fondamentaux de Witt. A partir de maintenant,
sauf dans la section 6.2, toutes les formes quadratiques sont non dégénérées et de
dimension finie.

Le premier théoréme est bien connu. Si (V,q) est une forme quadratique, on dit
qu’une base (e1,...,e,) de V est orthogonale si e; est orthogonal & e; pour ¢ # j.

1.2.1. Théoréme ([224, Satz 2]). — Toute forme quadratique q posséde une base
orthogonale.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur dimgq. Soit V' l’espace vectoriel
sous-jacent & ¢q. Puisque ¢ est non dégénérée, il existe e; € V tel que ¢(e1) # 0. Soit
W = (e1). Alors g est non dégénérée. En appliquant le lemme 1.1.5, on trouve

V =W @ W+. Par récurrence, qyw+ possede une base orthogonale. O
Si (e1,...,e,) est une base orthogonale de q et z = > w;e;, on a q(x) = ayz? +
<+ apz? avec a; = q(e;) € F*. On résume ceci par la notation ¢ ~ (a1, ...,a,). On

a les formules :

(a1, yam) L (b1, ... bn) = (a1, .., Qm,b1,...,by)
<a17"'aam>®<b17"'7bn> =~ <a‘1b17"‘7ambn>‘

La démonstration du théoreme 1.2.1 montre plus précisément :

1.2.2. Proposition. — Soit q une forme quadratique de dimension n, d’espace vec-
toriel sous-jacent V', et soit a € F* tel qu’il existe x € V wvérifiant q(x) = a (on dit
que a est représenté par q). Alors il existe ag, ..., a, € F* tels que ¢ ~ (a, a9, ..., ay).

1.2.3. Lemme. — Soient a,b € F*. Alors

(a,b) ~ (a+b,ab(a + b)).

Démonstration. — Soient q = (a,b) et (e, f) la base canonique de F? (espace sous-
jacent & q). Alors le systéme (e + f,be — af) est une base orthogonale de F? telle que
gle+ f) =a+b, qglbe —af) = abla +b). O

1.2.4. Lemme (cf. [146, ch. I, prop. 4.7]). — Soit Q une forme quadratique d’es-
pace vectoriel sous-jacent V', et soient x,y € V tels que Q(z) = Q(y) # 0. Alors il
existe une réflexion (définition 1.1.9) u € O(Q) tel que tu(x) =y.

Démonstration. — On a l'identité élémentaire (identité du parallélogramme)

Q(z+y) +Q(z —y) =2Q(z) +2Q(y)-
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Cette identité et 'hypotheése impliquent que Q(x + y) # 0 ou que Q(x — y) # 0.
Supposons que Q(z — y) # 0. Posons u = u,_, (exemple 1.1.8). On a

uwrz—y)=—-xz+y
et, en remarquant que x + y et * — y sont orthogonaux,
ulz+y)=x+uy.
Il en résulte que u(z) =y. Si Q(z +y) # 0, on utilise v = ugy, et le signe —. [

1.2.5. Théoréme ([224, Satz 4]). — Soient q,q1,q2 trois formes quadratiques sur
F. Siqgl g ~qlqo, alors q1 ~ qs.

Démonstration. — En utilisant le théoreme 1.2.1, on se ramene immédiatement par
récurrence au cas dim ¢ = 1, soit ¢ = (a) pour un a € F*. Par transport de structure,
on se ramene au cas ou {(a) L g1 = (a) L g2 =: Q. Soient V ’espace vectoriel sous-
jacent a @ et Wy, Wy les sous-espaces de V' correspondant respectivement & g1 et go.
Le lemme 1.2.4 implique que Wit et Ws- sont conjugués sous I’action de O(Q); il en
est donc de méme pour Wy et Ws. O

1.2.6. Définition. — Soit ¢ une forme quadratique d’espace vectoriel sous-jacent
V. Un vecteur z € V est isotrope si ¢(x) = 0. Un sous-espace W C V est totalement
isotrope si qw = 0. La forme g est isotrope s’il existe un vecteur isotrope # 0,
anisotrope si elle n’est pas isotrope.

1.2.7. Définition. — On appelle plan hyperbolique, et on note H, la forme qua-
dratique de dimension 2, d’espace vectoriel sous-jacent 2, définie par q(z,y) = xy

((z,y) € F?).
1.2.8. Lemme

a) Pour tout a € F*, on a H ~ (a, —a).
b) Toute forme quadratique isotrope de dimension 2 est isométrique ¢ H.

Démonstration
a) Soit (e, f) la base canonique de F?. Alors (¢/ = e+ %f, f' = e — %f) est une
base orthogonale de ¢ et g(€’) = a, ¢(f') = —a.
b) Soient V l'espace sous-jacent & g et € V'\ {0} tel que g(x) = 0. Soit y € V non
colinéaire & z. Puisque ¢ est non dégénérée, on a ¢(z,y) # 0. Posons §(z,y) = a,
q(y) = b. Soit
b -1
z= fﬁx +a y.
Alors q(z) =0 et §(x,2) = 1.
O

1.2.9. Théoréme ([224, Satz 5]). — Si q est isotrope, alors ¢ ~ H L ¢’ pour une
forme ¢ uniquement déterminée a isométrie preés.
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Démonstration. — La deuxieme affirmation résulte du théoreme 1.2.5. Pour la
premiere, soient V' lespace vectoriel sous-jacent & ¢ et © € V' \ {0} tel que ¢(x) = 0.
Comme ¢ est non dégénérée, il existe y € V tel que ¢(x,y) # 0. Soit W = (x,y) :
alors gy est isotrope et non dégénérée. D’apres le lemme 1.2.8, gy =~ H; d’apres le
lemme 1.1.5, V=W @ W=, O

1.2.10. Définition. — On dit qu'une forme h est hyperbolique si h ~ mH = pour
m convenable.

1.2.11. Corollaire (Décomposition de Witt). — Toute forme quadratique q se
décompose de maniére unique (a isométrie prés) en somme directe orthogonale ga, L
h, ot qan est anisotrope et h est hyperbolique.

Démonstration. — L’existence résulte par récurrence du théoreme 1.2.9. L’unicité
résulte du théoreme 1.2.5. O

1.2.12. Notation. — La forme q,, s’appelle la partie anisotrope de g. Pour toute
forme quadratique ¢, on note dim,, ¢ 'entier dim ¢,,, (dimension anisotrope de ¢).

1.2.13. Corollaire. — Si (V,q) est une forme quadratique, tous les sous-espaces
totalement isotropes maximaux de V' ont la méme dimension : [’indice de Witt de q,
noté i(q). Avec la notation du corollaire 1.2.11, on a i(q) = 4 dimh < 1dimgq. La
forme q est hyperbolique si et seulement si i(q) = %dim q.

Le lemme suivant est d’usage constant dans la théorie :

1.2.14. Lemme. — Soient q,q¢' deux formes quadratiques anisotropes. Supposons
que i(q L —¢') > n. Alors il existe des formes quadratiques ¢, q1,q}, avec dimy = n,
telles que

q~¢ L q, ¢ ~¢ L.

Démonstration. — Par récurrence sur n. Supposons n = 1 : alors ¢ L. —¢’ est isotrope,
donc il existe (z,2") € V x V' tels que q(z) = ¢'(z') # 0 (V et V' sont les espaces
vectoriels sous-jacents & ¢ et ¢'). L’énoncé résulte alors de la proposition 1.2.2. Si
n > 1, en appliquant ce qui précede, on peut écrire ¢ ~ (a) L qo, ¢’ ~ {a) L ¢ pour
a, g2, ¢, convenables. Alors i(g2 L —¢b) > n — 1, et on conclut par 'hypotheése de
récurrence. O

1.3. L’anneau de Witt

Finalement, Witt introduit I’anneau de Witt, qui classifie les formes quadratiques
[224, Satz 6].

1.3.1. Définition. — Deux formes quadratiques ¢, q' sont équivalentes au sens de
Witt si gan ~ ¢, ; on note cette relation g ~ ¢'.



1.3. ANNEAU DE WITT 7

Il est clair que, si q, q1, g2 sont trois formes quadratiques et q; ~ ¢o, alors ¢ L g1 ~
gLl get g®q ~ q® qa. Pour la deuxieme relation, noter que (hyperbolique) ® ¢ =
hyperbolique : cela résulte du lemme 1.2.8 a).

1.3.2. Définition. — L’anneau de Witt de F', noté W (F'), est 'anneau des classes
d’équivalence de la relation ~, pour I’addition et la multiplication induites respecti-
vement par 1 et ®.

Le théoreme 1.2.5 et le corollaire 1.2.11 impliquent :

1.3.3. Corollaire. — Une forme quadratique est caractérisée, a isométrie pres, par
sa dimension et sa classe dans W(F).

On a parfois besoin de considérer une variante de 'anneau de Witt, 'anneau de
Witt-Grothendieck :

1.3.4. Définition. — L’anneau de Witt-Grothendieck de F, noté W(F), est 'an-
neau des classes d’équivalence de la relation ~, pour ’addition et la multiplication
induites respectivement par | et ®.

Il est clair qu'on a un homomorphisme surjectif W(F ) — W(F), de noyau iso-
morphe a Z (engendré par la classe du plan hyperbolique).

1.3.5. Proposition
a) Le groupe additif de W(F) est présenté par les générateurs (a), a € F*, soumis
aux relations (ab?) = (a) et auz relations du lemme 1.2.3.
b) Le groupe additif de W (F) est présenté par les générateurs {a), a € F*, soumis
auz relations {(ab®) = (a), auz relations du lemme 1.2.3 et a la relation supplé-
mentaire (—a) = —(a).

Démonstration. — Soit V(F') le groupe défini par la présentation de a). Notons [a]
le générateur associé a un scalaire a € F*. Le lemme 1.2.3 fournit un homomor-
phisme surjectif V(F) — W(F) envoyant [a] sur (a). Pour montrer a), il suffit de voir
que, pour ai,...,dan,b1,...,b, € F*, Visométrie {(ai,...,a,) =~ {b1,...,by,) entraine
Iégalité [a1]+ -+ [an] = 1] + - - + [bn).

On raisonne par récurrence sur n, le cas n = 1 étant trivial. Supposons n = 2. Par
hypothese, il existe x1,x2 € F' tels que

2 2
b1 = a1x] + aqxs.

Size =0,0na (by) = (a1) d’ou (b2) = (az) et la conclusion. Si 1 = 0, on raisonne
de méme. Si 2175 # 0, quitte & remplacer a; par a;x2, on peut supposer z; = x5 = 1.
En utilisant le lemme 1.2.3 et le théoréme 1.2.5, on en déduit (bs) ~ (ajas(a; + as)),
d’ott de nouveau la conclusion.

Supposons enfin n > 3. Soient ¢ = {(ay,...,an-1), ¢ = (b1,...,bp—1). On a

q L _q/ ~ <bn7 _an>
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donc, d’apres le lemme 1.2.14, il existe ¢1,...,¢n_2,¢€, f € F* tels que
qg={ci,...,cn_2,€), q ~{ci,...,cn 2, f).
et donc (par le théoreme 1.2.5)
(e,an) = (f, by).
On a alors, par récurrence sur n :
[ar] + -+ [an—1] =[] + - + [en—2] + €]
(1] + -+ [bp—1] = [e1] + -+ + [en—2] + [f]

et
[e] + [an] = [f] + [bn]
d’ot la conclusion de a) ; celle de b) s’en déduit facilement. O
La proposition suivante résulte immédiatement du lemme 1.1.15.
1.8.6. Proposition. — Soit K/F une extension. L’extension des scalaires définit

un homomorphisme d’anneaux
La régle F +— W (F) définit un foncteur de la catégorie des corps commutatifs vers la
catégorie des anneaur commutatifs unitaires.

Introduisons des notations qui serviront couramment dans la suite :

1.8.7. Définition. — Pour une forme quadratique g, on note
D(q) ={a€ F* |3 z,qx) =a}
Glg) ={a e F"[ag~q}.

Sia € D(q)U{0}, on dit que ¢ représente a; si a € G(gq), on dit que a est un facteur

de similitude de q.

1.3.8. Lemme

) Siqg<4q, D(q) C D(q).

) Si q est isotrope, D(q) = F*.

) Pour tout A € F*, on a G(A\q) = G(q).

)

)

Qo T

G(q) ne dépend que de la classe de q dans W (F).

G(q) est un sous-groupe de F* contenant F*?; si (a,b) € G(q) x D(q), alors
ab € D(q).

f) Si 1€ D(q), alors G(q) C D(q).

@

Démonstration. — a) est évident et réduit la démonstration de b) au cas ¢ = H, ou
I’énoncé est clair. ¢) est évident. Pour voir d), il suffit de vérifier que, pour toute forme
q,on a G(q) = G(q L H) : cela résulte immédiatement du fait que G(H) = F* (lemme
1.2.8 a)). e) est évident et f) en résulte. O
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Terminons avec un lemme trivial, mais tres utile.

1.3.9. Lemme. — Soient q une forme quadratique sur F et ¢ < ¢q. Si dim¢q¢ >
dim g — i(q), alors ¢’ est isotrope.

Premiéere démonstration. — Soient V le espace sous-jacent a g, W le sous-espace de
V correspondant & ¢’ et H C V un sous-espace totalement isotrope de dimension i(q).
Comme dim W + dim H > dim V, on doit avoir W N H # {0}. O

Deuzxiéme démonstration. — Par le lemme 1.1.5 et les corollaires 1.2.11 et 1.2.13, on
peut écrire
¢ Lq"~q~qum Li(g)H
pour une forme ¢, d’oll
¢ Lq" L —q"~qum L —q" Li(g)H.

Par le théoreme 1.2.9, ¢” 1 —¢"” ~ dim ¢"H (cela peut aussi se voir directement!).
Par le théoreme 1.2.5, on a donc

q =~ qan L —q" L (i(q) — dim¢”)H

et ¢’ est clairement isotrope. O

1.4. Quelques exemples d’anneaux de Witt

Dans ce livre, nous mettons ’accent sur les propriétés des formes quadratiques
valables sur un corps de base quelconque. Nous nous bornerons donc ici a faire une
liste rapide d’exemples ou l'on sait calculer, ou au moins estimer, I’anneau de Witt
d’un corps. Pour plus de détails et pour d’autres exemples, nous invitons le lecteur
a se reporter au livre de Lam [146, Ch. II, §5, Ch. VI, Ch. VIII] ou & celui de
O’Meara [171].

1.4.A. Corps quadratiquement clos. — Un corps F' est quadratiquement clos
si tout élément de F' est un carré. Dans ce cas, on a W(F) ~ Z/2. Exemple : F
séparablement clos (par exemple F' = C).

1.4.B. Corps euclidiens. — Un corps F est euclidien s'il est ordonnable (donc
automatiquement de caractéristique zéro) et que, pour z € F*, soit x soit —z est un
carré. Dans ce cas, W(F) ~ Z. Exemple : F ordonné maximal (par exemple F' = R;
dans ce cas, ce résultat est équivalent au théoréme d’inertie de Sylvester).

1.4.C. Corps finis. — Soit F' = F, (avec ¢ impair). Si ¢ = 1 (mod 4), W(F) est
isomorphe & I’algebre de groupe F3[Z/2]. Si ¢ = —1 (mod 4), W(F) ~ Z/4(2),

(2)Par contre, comme le fait observer Lam (146, p. 37], deux corps finis d’ordre impair quelconques
ont des groupes de Witt-Grothendieck isomorphes!
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1.4.D. Corps locaux. — Soit F' un corps complet (ou plus généralement hensélien)
pour une valuation discréte de rang 1, a corps résiduel k supposé de caractéristique
différente de 2. D’apres Springer, on a un isomorphisme (voir théoréme C.1.15)

W(F) ~W(k)[Z/2].
Exemples : F' extension finie de Q, (p # 2), ou F = k((T)).

1.4.E. Corps de fonctions rationnelles. — Pour tout corps F' (de caractéristique
différente de 2), on a la suite exacte de Milnor

0 — W(F) — W(F(T)) — @@ W(F[T]/P) — 0
P

ou P décrit Pensemble des polynémes irréductibles unitaires de F[T].
Pour une démonstration, voir Lam [146, ch. IX, th. 3.1].

1.4.F. Corps globaux. — Un corps global est, par définition, soit une extension
finie de Q (corps de nombres) soit une extension finie de F,,(T'), ¢’est-a-dire le corps des
fonctions d’une courbe sur un corps fini. Soit I’ un corps global, et soit €2 ’ensemble
des classes d’équivalence de ses valeurs absolues non triviales. Pour tout v € £,
notons F, le complété de F relativement & v. Si v est archimédienne, F' est un corps
de nombres et F), est isomorphe a R ou a C; si v est non archimédienne, F,, est un
corps local a corps résiduel fini. Dans chacun de ces cas, W(F,) est connu d’apres
les exemples ci-dessus. Soit ¢ une forme quadratique sur F', et posons ¢, = ¢r,. Le
théoréme de Hasse-Minkowski affirme que, si g, est isotrope pour tout v, alors q est
1sotrope. On en déduit que, si g et ¢’ sont deux formes quadratiques sur F telles que
qv =~ ¢, pour tout v, alors ¢ ~ ¢’; cela permet « presque »de déterminer W (F') en
fonction des W (F,).

Une démonstration compléte se trouve dans le livre d’O’Meara [171, Ch. VI, §66] ;
une démonstration admettant les résultats de base de la théorie du corps de classes
se trouve dans Lam [146, Ch. VI,§3]; enfin, une démonstration dans le cas particulier
F = Q est donnée dans Serre [196, Ch. III].

1.5. Un théoréme de E. Artin et T.A. Springer

L’étape suivante dans le développement de la théorie est due & Albrecht Pfister,
entre 1965 et 1967. Entretemps, quelques résultats importants sont démontrés par
T.A. Springer, I. Kaplansky et J.W.S. Cassels. Le théoreme de Cassels sera donné
dans la section 2.4. Donnons seulement le théoreme de Springer, déja conjecturé par
Witt [224] :

1.5.1. Théoréme ([200]). — Soit q une forme quadratique sur F, et soit E/F une
extension finie de degré impair. Alors i(qr) = i(q), 0t qg = ¢®p E.
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Démonstration. — 1l suffit de traiter le cas ou ¢ est anisotrope. On se rameéne au cas
ou E/F est monogene, soit £ = F(«). On raisonne par récurrence sur n = [E : F], le
cas n = 1 étant trivial.

Raisonnons par ’absurde. Soient P le polynéme minimal de «, d = dimgq et
(71,...,24) € E4\ {0} tel que q(z1,...,24) = 0. On peut écrire

z; = gi(a)
avec m = max(degg;) < n et les g; non tous nuls; quitte & diviser par un facteur
commun, on peut de plus supposer les g; premiers entre eux dans leur ensemble. Dans
F[T],ona
q(91,---,9a) = Ph
avec
degh=2m—n<n-—2.

En effet, Panisotropie de ¢ implique que deggq(gi,...,94) = 2m. En particulier,
deg h est impair; il existe donc un facteur irréductible ¢ de h de degré impair. On a
encore degp < n — 2.

Soit K = F[T]/(¢) : c’est une extension de F de degré impair et < n. Soit 0
I'image de T' dans K. On a

arx(g1(8), ..., 9a(B)) = 0.

Par hypothese de récurrence, gx est anisotrope, donc g1(8) = -+ = ga(8) = 0
Mais alors, ¢ divise tous les g;, contrairement a ’hypotheése. O

1.5.2. Corollaire. — Pour E/F de degré impair, W (F) — W(E) est injective.

1.5.3. Remarques. — 1) Le théoréme 1.5.1 avait été démontré auparavant par Emil
Artin... en 1937 (non publié) : il avait exposé oralement sa démonstration & Witt. On
pourra consulter [225, p. 41], ou Witt utilise d’autre part 'argument ci-dessus pour
donner des preuves paralleles de ce théoréeme et du principe de norme de Knebusch
(que nous ne considérons pas dans ce livre : voir [146, Ch. VII, §5]). Je remercie U.
Rehmann de m’avoir indiqué cette référence.
Voir également le §E.3 pour une démonstration géométrique du théoreme 1.5.1.
2) On peut donner une autre démonstration du corollaire 1.5.2; a l'aide du transfert
de Scharlau. Soit E/F une extension finie, et soit s : E — F une forme F-linéaire
non nulle. Soit ¢ une forme quadratique sur E, d’espace vectoriel sous-jacent V. On
définit une F-forme quadratique s.q de la maniere suivante :

— L’espace vectoriel sous-jacent & q est le F-espace vectoriel V() obtenu a partir

de V par restriction des scalaires (oubli de la K-structure).

— Pour z € V), s.q(x) = s(q(x)).

Il est clair que s, respecte la somme directe orthogonale; de plus, si ¢ est une
F-forme et ¢’ une K-forme, on a une isométrie canonique

s¢(qr ®q') ~ q® 5.4
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En particulier, si a € F*, s.(aq) ~ as.«(q) (le cas général en résulte). On en déduit
que s, transforme hyperboliques en hyperboliques (s, ({1, —1)) =~ s, ({(1)) L —s.({1))).
Par suite, s, définit un homomorphisme

qui est linéaire pour les structures de W (F')-modules sur W (F) et W(E) (la deuxieme
provenant de l'extension des scalaires). C’est le transfert de Scharlau associé a s. En
particulier, on a pour tout x € W (F)

s«(zp) = s.(1)x.

On montre facilement que, si n = [E : F] est impair, on peut choisir s tel que
34(1) = 1 (pour cela, on se raméne au cas monogeéne comme dans la démonstration
de Springer; si E = F(«), tout z € E s’écrit f,(«) pour un unique polynéme f, de
degré < n — 1; alors s(x) = coefficient de T"~! dans f, convient). Le corollaire 1.5.2
en résulte immédiatement.

1.6. Exercices

1.6.1 (Lam). — Soit F' un corps tel que F* /F*? soit fini et que —1 € F*2. Montrer
que W (F) est fini. Ce résultat subsiste-t-il si on retire ’hypotheése que —1 € F*??

1.6.2. — Monter que, dans la démonstration du lemme 1.2.4, Q(z — y) = 0 est
impessible si dim V' = 2.

@ Théoréme de Cartan-Dieudonné faible). — Utiliser le lemme 1.2.4
pour” montrer que, si dim@Q = n, toute isométrie de ) est produit d’au plus 2n

PO

réflexions. On raisonnera par récurrence sur n.

(Le théoréme de Cartan-Dieudonné remplace cette borne par n. Pour des démonstra-
tions, voir J. Dieudonné, Sur les groupes classiques, Hermann, 1967, p. 20, prop. 8,
ou [146, ch. I, §7].)

1.6.4 (D’apreés Nekovar et Oesterlé [169, 2.2.2]). — Soit v € O(Q). Montrer
que

det(u) = (—1)80—w),
(Soit x tel que Q(x) # 0 : montrer que rg(l — uzu) = rg(l —w) £ 1; conclure & l’aide
de lexercice précédent.)

1.6.5. — Soit ¢ = (a,b) une forme binaire, et soit ¢ € D(q). Montrer que g =~ (¢, abc).

1.6.6* (Equivalence par chaines, cf. [146, ch. I, §5], [196, p. 56, Th. 2])
Soient deux formes équivalentes ¢ = (ai,...,a,) ~ ¢ = (b1,...,b,). En utilisant

la proposition 1.2.2 et le théoréme de simplification de Witt 1.2.5, montrer qu’il existe
une suite ¢ = q1, ..., q, = ¢’ de formes telles que ¢; ~ g; 11, ¢; = <a§l), ceey aﬁ,”) et que,

pour un ¢ donné, a,(f) ne differe de aEJH) que pour au plus deux valeurs de k.


<iAnnotate iPad User>
Pencil
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(On peut supposer n > 3. Raisonner par récurrence sur n; écrire a; = y ., b3
Exclure d’abord le cas ot b;x? + bjx? =0 pour tout i # j. Appliquer ensuite [’exercice
1.6.5 a la forme (bj,bj) ou (i,5) est tel que bz + bjxs #0.)






CHAPITRE 2

LA THEORIE DE PFISTER

2.1. Formes de Pfister

Dans les trois articles [177], [176], [178], Pfister pousse la théorie de Witt beaucoup
plus loin. Pour exposer son travail, il faut introduire 1’idéal fondamental (d’augmen-
tation) IF de W(F'). L’augmentation de W (F') est

dim: W(F) — Z/2
qui est défini parce que les formes hyperboliques sont de dimension paire; IF est le
noyau de dim.
2.1.1. Lemme

a) L’idéal IF est engendré additivement par les formes binaires
(1,—a), a € F™*.
b) La puissance n-iéme I"F := (IF)" est engendrée additivement par les produits
tensoriels de n formes binaires
(1,—a) @ ®@(1,—an) =: {ar...,a,).
Démonstration

a) Il est clair que IF est engendré additivement par les formes binaires (a,b),
a,be F*. On a
(a,by ~ (1,a) L —(1,-b).
b) résulte immédiatement de a).
O

2.1.2. Définition

a) Les formes de type ((a; ..., a,)) sont appelées n-formes de Pfister; elles sont de
dimension 2". Une forme q est une forme de Pfister si q est une n-forme de Pfister
pour un n convenable.
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/

b) Si ¢ est une forme de Pfister, elle représente 1 ; la forme ¢’ telle que (1) L —¢’ ~
p est appelée forme pure associée a .

¢) On note

— P,(F) Tensemble des classes d’isométrie de n-formes de Pfister; P(F) =

~ GP,(F)={lgl e W(F)|3a€ F*aq € P,(F)}; GP(F) =, GP.(F).

2.1.3. Remarque. — On prendra garde que les conventions utilisées ici entrent en
conflit avec celles de Lam [146]. La forme que nous notons {(ai,...,a,)) est notée
par Lam {(—ay,...,—a,)); de méme, la forme pure associée a une forme de Pfister ¢

au sens de Lam est —¢’, olt ¢’ est la forme pure associée & ¢ au sens de ce cours.
En général, il faut toujours s’assurer des conventions choisies par I'auteur en lisant
un article sur les formes quadratiques. Nous offrons deux justifications pour notre

convention :
— L’identité
(2.1.1)
(a1, ... an—1,anbp)) L {a1,...,6n—1,0n,bn) ~ {a1,...,an) L {a1,...,b,)
qui résulte immédiatement du cas trivial n = 1. (En particulier, le symbole
{ai,...,a,) est multilinéaire modulo I"*1F.)

— La comparaison avec la cohomologie galoisienne (voir chapitre VI).

On a parfois besoin de comparer l'idéal d’augmentation de W (F') a celui de ’anneau
de Witt-Grothendieck W (F) (définition 1.3.4). La dimension des formes définit sur
W (F) un homomorphisme

dim : W(F) — Z.

Notons son noyau IF, et I"F = (IF)". L’homomorphisme W (F) — W (F) induit

des homomorphismes I"F — I"F.

2.1.4. Proposition. — Ces homomorphismes sont bijectifs pour tout n > 1.

Démonstration. — 1l suffit de le montrer pour n = 1. Pour la surjectivité, on re-
marque que (1) — (a) s’envoie sur (1, —a). Pour l'injectivité, soient ¢,q’ de méme
dimension telles que ¢ — ¢’ s’envoie sur 0 dans W(F). Alors ¢ L —¢' ~ 0, donc
q~q. O

Par abus de notation, on écrira souvent q € P, (F) (¢ € GP,(F)...) pour exprimer
que q est une n-forme de Pfister (semblable & une n-forme de Pfister...). Les formes de
Pfister sont des objets fondamentaux de la théorie algébrique des formes quadratiques.

Pour n = 1, la forme ¢ = (1,—a) est la norme de Iextension quadratique A =
F(ya) de F. Pour n =2, ¢ = {(a,b)) est la norme réduite de 1’algébre de quaternions
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A = (a,b). Pour n = 3, ¢ = {(a,b,c)) est la « norme »de 1'algébre d’octonions (non
associative) A déterminée par a, b, c. Dans chaque cas, on a
p(ry) = p(x)e(y)
pour z,y € A. En particulier, si ¢(x) # 0 on a ¢ ~ ¢(z)p; en d’autres termes,
D(p) = G(e).
Quand n > 4, ¢ = {a1,...,a,) correspond & une algebre A déterminée par
ai,...,a, (Palgebre de Cayley-Dixon, cf. Schafer [189, Ch. III, §4]), mais il n’est plus

vrai que ¢(zy) = p(z)p(y) en général. Néanmoins, Pfister a démontré le théoreme
remarquable suivant :

2.1.5. Théoréme ([176, Theorem 2]). — Pour toute forme de Pfister ¢, p(x) #
0= ¢~ p(x)p. En d’autres termes, D(p) = G(p).

Pour démontrer ce théoreme, nous avons besoin d’un peu de préparation.
2.1.6. Lemme. — Pour tous a,b,t € F*, on a
{(a,0) = {(—ab,a +b),
(a,b) ~ (a, (t* — a)b)).
Démonstration. — On a, d’apres le lemme 1.2.3
(—a,—b) ~ (—a — b,ab(—a — b))
d’ou
{a,b) = (1, —a,—b,ab) ~ (1,ab, —a — b,ab(—a — b)) = {(—ab,a + b)).
D’autre part, comme (1, —a) vérifie la condition du théoréme 2.1.5 (voir remarques
le précédant), on a
(1, —a) ~ (t* — a)(1, —a)
d’ou
(=b,ab) ~ (—(t* — a)b, (t* — a)ab)
et
{a,b) = (1, —a, —b,ab) ~ (1, —a, —(t* — a)b, (t* — a)ab) = ((a, (t* — a)b)).
O

2.1.7. Proposztzon — Soit ¢ = {a1,...,a,) une n-forme de Pfister, et soit b €
)

ot ¢ est la forme pure associée a . Alors il existe by, ..., b, € F* tel que

{(br, .-, bn))-

Démonstration. — On procede par récurrence sur n. Sin = 1, on a b = a,c¢? pour
un ¢ € F* et l'assertion est évidente. Supposons n > 1 et soit 7 = ((a1,...,ap-1)) =~
(1) L —7', d’ou

1.
(<p

/ /
o =7 La,rt
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Ecrivons b = &+ a,y, avec z € D(7')U{0}, y € D(r)U{0}. On distingue plusieurs
cas :

1)Siy=0,onax#0etbe D(r'), donc (par récurrence) 7 ~ {(b,ba, ..., bp_1)
et donc ¢ ~ {(b,ba, ..., by_1,an)).

2) Si y # 0, on montre que ¢ ~ {{ai,...,an_1,a,y). Pour cela, on écrit y = 2 —yq
avec yo € D(7') U {0}.

a) Siyy =0,y =t? et I'assertion est claire.

b) Si yg € D(7’), on a (par récurrence) T ~ {(yo,c1,...,Cn_1)), donc

Y= <<y07627 <y Cp—1, a/n>>
~ {yo,cy ... Cno1, (2 —yo)an) (lemme 2.1.6)
= {

(Yo, €255 Cno1,anY))
~ {a1,...,an-1,0Y)
comme désiré.
Six = 0, on aay = betona fini. Si x € D(7'), on peut écrire 7 ~

{z,da,...,dn-1)), donc

P = <<:U7d23 ceey dnfla any>>
~ (x4 any,da,...,dp—1,—2any)) (lemme 2.1.6)

~ (b,....).

2.1.8. Corollaire. — Une forme de Pfister o isotrope est hyperbolique.

Démonstration. — Si ¢ est isotrope, 1 € D(¢'), donc ¢ ~ (1,...,)) qui est clairement
hyperbolique. O

Démonstration du théoréme 2.1.5. — Ecrivons ¢(z) = t2 — a, avec a € D(¢') U {0}.
Sia = 0, '"énoncé est clair. Sia € D(¢'), on a d’apres la proposition 2.1.7 ¢ ~ {(a) @ T
pour une forme (de Pfister) 7 convenable. Alors

p(a)p = (t — a){a) = (a)7 =~
puisque {(a)) est multiplicative. O

2.1.9. Corollaire. — Deux formes de Pfister semblables (définition 1.1.10) sont
isométriques.

Démonstration. — En effet, si ¢, ¢’ sont deux formes de Pfister et a € F* est tel que
ap ~ ¢ alors 1 € D(p) = a € D(¢’'), donc ¢’ ~ ap’ par le théoréme 2.1.5. O
2.1.10. Corollaire. — Soit ¢ € P(F). Alors, pour tout a € D(p) et b e F*,

a) @ (a) ~0;
b) ¢ ® ((ab)) ~ ¢ @ ().
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Démonstration. — a) résulte immédiatement du théoréme 2.1.5; b) résulte de a) et
de lidentité (2.1.1). O
2.1.11. Corollaire. — Soit q une forme quadratique de dimension > 1 sur I, et

soit ¢ € P, (F). Supposons que q ® ¢ soit isotrope. Alors

a) Il existe une forme isotrope ¢’ telle que ¢ ® p ~ ¢’ ® .
b) La partie anisotrope de ¢ ® ¢ est de la forme p ® .
¢) L’indice de ¢ ® ¢ est un multiple de 2™.

Démonstration

a) Si @ est isotrope, elle est hyperbolique et le résultat est clair. Supposons ¢ aniso-
trope. Ecrivons ¢ ~ (a1, ..., a,). Par hypothese, il existe by, ..., b, € D(p)U{0}

tel que

aiby +---+anb, =0
avec les b; non tous nuls. Sans perte de généralité, on peut supposer by, ...,b, €
D(p) et bppg =---=b, =0 (0 <r <n). Posons

q = {a1b1,...,arbr, Qry1, .., an).
Alors ¢ est isotrope, et
d@p~abip L Labo a1l Layp
~arpl---Llaplagipl - Layp=qg®ep.
b) Soit ¢’ comme en a), avec m = i(¢’) maximal. On peut écrire
q@p=(mHLp)@p~p¢p

et p ® ¢ est anisotrope d’apres a).
¢) Résulte de b).

2.2. Applications aux sommes de carrés; le niveau d’un corps

Le théoreme 2.1.5 généralise des résultats de [177], ou Pfister étudie le niveau d’un
corps F. Par définition, le niveau de F est le plus petit entier s(F') tel que —1 soit
une somme de s(F) carrés de F. Si un tel entier n’existe pas, on pose s(F) = +oo.
On a le résultat classique d’Artin-Schreier :

2.2.1. Théoréme. — s(F) = +oo si et seulement si F' peut étre muni d’une struc-
ture de corps ordonné. On dit alors que F' est formellement réel.

2.2.2. Théoréme ([177]). — Si s(F) est fini, il est égal & une puissance de 2.
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Démonstration. — Posons s = s(F); soit n I'entier tel que 2" < s < 2"*1. Posons

¢ ={(-1)"
La définition de s implique qu’il existe x,y, avec y # 0, tels que p(z) = —p(y). On
a ¢(y) # 0, sans quoi on aurait s < 2™. Par conséquent

p(x)
—1="—<=¢€D(yp
e(y) ()
d’apres le théoreme 2.1.5. On a donc s < 2. O

On va en profiter pour obtenir quelques renseignements sur ’anneau W (F). Rap-
pelons que, si A est un groupe abélien, I’exposant de A est le plus petit entier m > 0
tel que mA =0 (ou +oo si un tel entier n’existe pas).

2.2.3. Proposition ([176, Satz 6])
a) L’exposant de W (F) est 2s(F).
b) Si s(F) < +oo, tout élément de IF est nilpotent. En particulier, W(F') est un
anneay local d’idéal maximal IF.

Démonstration

a) L’exposant du groupe additif d’un anneau est égale & 1'ordre de 1’élément unité.
Comme s = s(F') est une puissance de 2, il suffit de montrer :

- s(1) £ 0;

~ 25(1) ~ 0.

La premiere assertion résulte de la définition de s; pour la deuxiéme, on
remarque que (s + 1)(1) est une sous-forme isotrope de la forme de Pfister
2s(1), qui est donc hyperbolique par le corollaire 2.1.8.

b) Pour toute forme ¢ = (aq,...,a,) de dimension n, on a

g®q~(1,...,1) L L{aa;)~(1,....1) Lo Lo
N—— i#] N——
n n
avec

= 1 {(a;a;).
¥ i<j<aay>

Siq € IF, on adonc ¢* € 2W(F), dou
" € 2"W(F) pour tout 7 > 1.

La nilpotence de ¢ résulte donc de a). La derniére assertion en résulte.
O

Pour F quelconque, un élément de torsion de W (F) est toujours de torsion 2-
primaire ; plus généralement, tout élément de W (F') \ IF est non diviseur de 0 dans
Panneau W (F') [178, Satz 11], cf. corollaire 3.3.4 ci-dessous (c’est clair si F' n’est pas
ordonnable d’apres la proposition 2.2.3). Finalement, le spectre de W (F) est connu : si
F n’est pas ordonnable, la proposition 2.2.3 montre que le seul idéal premier de W (F)
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est IF. Si F est ordonné maximal, la signature induit un isomorphisme W (F) = Z
(théoreme d’inertie de Sylvester). Si F' est ordonnable, tout ordre v sur F définit
un plongement de F' dans un corps ordonné maximal F,,, d’ou un homomorphisme
W(F) &8 W(F,) ~ Z. Le noyau p,, de ¢, est un idéal premier de W (F), ainsi que
Pup = @y L(pW(F,)) pour tout nombre premier p. (Noter que p, > = I'F pour tout
v.) Réciproquement :

2.2.4. Théoréme (Lorenz-Leicht [151], Harrison). — Si F est ordonnable,
tout idéal premier de W(F') est de la forme p,, pour un couple (v,p) convenable
(p = 0 ou un nombre premier). De plus, P, , = Py p i et seulement si

—soitp=p =2;

- soitv=0",p=7p.

(Spec W (F) est un « bouquet »d’exemplaires de SpecZ, paramétrés par les ordres
de F et recollés aux points-bases (2).)

Démonstration. — Soit p un idéal premier de W (F'), et soit p la caractéristique du
corps des fractions de W (F')/p. Supposons d’abord p = 2. Pour tout a € F*, on a
{a)? = (1) ; par conséquent (a) =1 (mod p) et, pour toute forme quadratique g, on a
g = dimgq (mod p). Il en résulte que p = I'F'. Supposons maintenant p # 2. Notons

P={a€F"|{a)=1 (modp)}.

Montrons que P est I’ensemble des éléments positifs pour une structure de corps
ordonné sur F'. Il faut vérifier que P est stable par addition et multiplication et que
F* = PU—P. Il est clair que P est stable par multiplication. Pour tout a € F*,
on a {a)? = 1, donc (a) = +1 (mod p), donc F* = P U —P. Enfin, si a,b € P, le
lemme 1.2.3 implique que 2(a + b) =2 (mod p), donc que a + b € P.

Soient v 'ordre correspondant a P et F,, un corps ordonné maximal associé a v.
Sig={(a1,...,an) €EPy,onar=s,our (resp. s) est le nombre de a; appartenant a
P (resp. & —P). Par conséquent, p,, C p, d’ott on déduit facilement que p = p,, . De
plus 'argument montre que, si p,, p = P pr, 0N a v =10 (et p=17p’). O

Dans [179], Pfister applique ses résultats au 17¢éme probleme de Hilbert : si R est

un corps ordonné maximal et si f € R(T1,...,T,) est une fonction rationnelle telle
que f(ay,...,a,) > 0 pour tout (ay,...,a,) € R™ tel que f(a,...,a,) soit défini,
alors f est somme de 2" carrés dans R(T1,...,T,). (E. Artin avait déja obtenu que f

est somme de carrés.) Pour des démonstrations élégantes de tous ces résultats, nous
renvoyons a [146, ch. X et XIJ.

2.3. Formes de Pfister liées

2.3.1. Définition. — Soient @1, s deux formes de Pfister. On dit que ¢ et o
sont r-lies s’il existe une r-forme de Pfister 7 et deux formes de Pfister 11,15 telles
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que 1 ~ T Q1Y1, Y2 = T ®1Pa. On dit que @1 et o sont lides si @1, 02 € P, (F) et
r=n—1.

2.3.2. Théoréme (cf. Elman-Lam [49, th. 4.5]). — Soient ¢1,p2 deuz formes
de Pfister anisotropes et soient ay,as € F*. Alors i(arp1 L aspa) =0 ou 27, ot r
est le plus grand entier tel que w1 et po soient r-lices.

Pour démontrer ce théoreme, on a besoin de la généralisation suivante de la pro-
position 2.1.7 :

2.8.3. Proposition. — [49, th. 2.6] Soient ¢ € P.(F), ¢ € Ps(F) deuz formes de
Pfister, avec s > 1, et soit ¢’ la forme pure associée a p. Si a € D(Y' @ @), alors il
existe T € P(F) tel que p @ o ~ {(a)) @ T @ .

Démonstration. — Récurrence sur s. Si s = 1, alors ¢ >~ (b)) et a € D(by), c’est-a-
dire ab € D(yp). Par le corollaire 2.1.10, on a donc

{a) @ ¢ ~ (b) © .
Supposons maintenant s > 1 et posons ¥ ~ (b)) ®1);. Soit ¢} la forme pure associée
a 1. On a donc

PV Op=bh®p LY@
Ecrivons
a=br+y avec x€ D ®@p)U{0},ye€ D] ®¢)U{0}.
Supposons d’abord x,y # 0. On procede en deux étapes :

1) Y@=~ (b) ¢ @p > (br) @@

par le corollaire 2.1.10.
2) Par récurrence, il existe 71 € Ps_o(F) tel que

(2.3.1) 1@~ (y) @1 ®¢.
D’apres 1) et le lemme 2.1.6, on a donc
Y@=~ (br,y) @T @~ (a,—bry) @11 .
Siy =0, 0onaa=bx et 1) donne la conclusion. Si x = 0, alors a = y et (b)®(2.3.1)

donne la conclusion. O

Démonstration du théoréme 2.3.2. — Soient 7 € P.(F), 11,1¥s € P(F) telles que
1 > TRY1, P2 = TR1e, avec 7 maximal. Si a;p; L aspsy est anisotrope, il n’y a rien
a démontrer. Supposons cette forme isotrope. Il existe donc b € D(a191)ND(—azp2);
autrement dit, a1b € D(¢1) et —agb € D(p2). Alors

a1e1 ~ bgﬁh asP2 ~ —b(pg

Sans perte de généralité, on peut donc supposer a; =1, as = —1. On a

o1 L —p2 ~ 7@ (y L =)
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ol Y] et ¥ sont les formes pures associées & 11 et ¢2. On a
dim(pr L —p2) — dim(r @ (5 L —¢py)) =2
Tout revient donc & montrer que 7 ® (105 L —)]) est anisotrope. Supposons le

contraire. Soit a € D(T @ ¥{) N D(7 ® ¥4). De la proposition 2.3.3, on déduit alors
que @1 et o sont r + 1-liées, ce qui contredit la maximalité de r. O

2.4. Théorémes de Cassels-Pfister

Dans [39], Cassels démontre que si f € F[T] est somme de n carrés dans F(T),
alors il est somme de n carrés de F'[T]. Dans [176], Pfister généralise ce théoréme. Pour
énoncer cette généralisation, disons qu’une forme quadratique (V, q) sur F représente
a sur A, ou A est une F-algebre commutative et a € A, s’il existe z € AQp V tel que
q(z) =a (x #0sia=0).

Commencgons par un lemme élémentaire :

2.4.1. Lemme. — Soient K/F une extension transcendante pure, et q une forme
quadratique sur F. Alors i(q) = i(qk).

Démonstration. — En effet, on peut se réduire & K = F(T). Il suffit de mon-
trer que, si gx est isotrope, alors ¢ est isotrope. Supposons que ¢(f1,...,fn) = 0
pour (f1,...,fn) € K™\ (0,...,0). On peut multiplier les f; par un polynéme g
tel que les gf; soient des polynomes sans facteur commun. En particulier, on a

(f1(0), -+, fn(0)) # (0, 0) et g(f1(0), .- -, fn(0)) = 0. N

2.4.2. Théoréme (Cassels-Pfister, [176, Satz 1]). — Soient g une forme qua-
dratique sur F et f € F[T]|—{0}. Si q représente f sur F(T), alors q représente déja
f sur F[T)].

Démonstration. — On peut supposer ¢ anisotrope (sinon, on écrit ¢ ~ H L ¢/, et f
est évidemment représenté par H sur F[T]). Ecrivons
g={ai,...,anp).

Par hypothese, il existe fo, f1,..., fn € F[T] tel que

DA T
%"_ +a/nf0 —f

Choisissons les f; de fagon que deg fy soit minimal. Il faut montrer que deg fy = 0.

ai

On raisonne par l’absurde. L’hypothese implique que fy ne divise pas tous les f;
(i > 0). Posons
o={(—f,a1,...,a,).
La forme ¢ est définie sur F(T). On a
o(

07f17"'7fn):0'
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Ecrivons fi = fogi + r; avec degr; < deg fo. Posons z = (fos-- s fn), y =
(g0, ---,9n) et
z=¢y)z —2¢(x, y)y.
Un calcul facile montre que ¢(z) = 0. Si z = (hg,...,hy), on a

h(): %Zaﬂ”?

deg hg < 2max{degr;} — deg fo < deg fo.

Comme les r; sont non tous nuls, on a hg # 0 d’apres le lemme 2.4.1. Mais ceci
contredit la minimalité de deg fy. O

d’ou

2.4.3. Corollaire. — Soient q une forme sur F,n>1et f € F(T1,...,T,). Sup-
posons que q représente f sur F(Ty,...,T,). Alors q représente f(ai,...,a,) sur F
pour tout (ai,...,a,) € F™ tel que f(ay,...,a,) soit défini et # 0.

Démonstration. — Ecrivons f = g/h, ou g,h € F[Ty,...,T,]. Quitte & remplacer
f par gh = fh?, on peut supposer que f € F[Ty,...,T,]. Par le théoréeme 2.4.2,
q représente f sur F(Ti,...,T,—1)[Ty]; alors q représente f(T1,...,Tn—1,an) sur
F(Ty,...,T,—1). On termine par récurrence sur n. O

2.4.4. Théoréme (Deuxiéme théoréme de représentation, [176, Satz 2])
Soient ¢ = (a1, ...,a,) une forme anisotrope sur F (n > 2), ¢ = (aa,...,an) et
de F*. Alorsd € D(¢') < d+ a1T? € D(qr(r))-

Si ¢ est isotrope, le résultat est faux en général.

Démonstration. — La nécessité est claire, puisque (a1) représente a;T? sur F(T).
Supposons d + a1T? € D(qp(r)). Par le théoreme 2.4.2, il existe f1,..., f, € F[T] tel
que
d+aT? = a1 ff + -+ anfr.
L’anisotropie de ¢ entraine facilement (en regardant les coefficients dominants) que
deg f; < 1 pour tout i. En particulier, on peut écrire f; = a + T pour a,b € F. Soit
c la solution de ’équation a + bc = c. Alors

d+ a1 = a1® + Y aifi(c)?
et d € D(¢'). =2 O

2.4.5. Corollaire. — Supposons s(F) > n. Soit d € F*. Si d+ T? est somme de n
carrés de F(T), alors d est somme de n — 1 carrés dans F.

2.4.6. Corollaire. — Supposons s(F) > n. Alors 1 +T? +---+ T2 n’est pas somme
de n carrés dans F(Th,...,T,), et Tf + ... T2, n'est pas somme de n carrés dans
F(Ty, ..., Thy).
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Démonstration. — Récurrence sur n, en notant que s(F) = s(F(T)) d’apres le
lemme 2.4.1. O

Le corollaire 2.4.6 s’applique notamment a F' = R.

2.4.7. Scholie. — Si V est un espace vectoriel de dimension finie sur F, on note
F(V) le corps des fractions de @,,~., S™(V), out S™(V) est la puissance symétrique n-
ieme de V. Le choix d’une base (ey,...,e,) de V identifie F(V) au corps des fractions
rationnelles sur les indéterminées (eq, ..., ep).

En termes de géométrie algébrique, le corps F(V) n’est autre que le corps des
fonctions de la variété affine V telle que V(F) = V*, ou V* est le dual de V. En
particulier, soit (V,q) une forme quadratique. Alors ¢ peut étre considéré comme
élément de S%(V*), donc comme élément de F(V*). Soit (11,...,Ty) la base duale
d’une base (ey,...,e,) de V. Alors F(V*) ~ F(T1,...,T,). On a évidemment

q=q(T1,....,Tn) € D(qpv+))-

2.4.8. Théoréme (Troisieme théoréme de représentation, [176, Satz 3])

Soient q,p deux formes quadratiques sur F, avec q anisotrope. Soient V' [’espace
vectoriel sous-jacent o ¢ et K = F(V*), de sorte que ¢ peut étre vu comme élément
de K (cf. scholie 2.4.7). Alors ¢ € D(qk) < ¢ < q.

Démonstration. — La suffisance est claire, puisqu’on a ¢ € D(¢pk) d’apres le scho-
lie 2.4.7. Pour la nécessité, on raisonne par récurrence sur m = dimg. Si m = 0,
il n’y a rien & démontrer. Si m > 0, on écrit ¢ = (by,...,b,). Par hypothese,
K* 3 ¢ =bT?+ -+ b,T? € D(qk) (pour le choix d'une base de V). Par le
corollaire 2.4.3, on a donc by € D(q). Ecrivons ¢ ~ (b)) L ¢/, ¢ ~ (b)) L ¢'. Soient W
le sous-espace de V sous-jacent & ¢', L = F(W*) et considérons ¢’ comme élément
de L*. On a

0T} + ¢ € D(gx)
d’ott ¢’ € D(q}) d’apres le théoréme 2.4.4. Par récurrence, on en déduit
¢ <q
d’ol p < gq. O

Nous pouvons maintenant démontrer une réciproque du théoreme 2.1.5. Donnons
d’abord une définition :

2.4.9. Définition. — Une forme quadratique ¢ est multiplicative si elle vérifie la
condition suivante :

Soient V I'espace vectoriel sous-jacent & ¢, K = F(V* xV*), a = (¢,0) €
K*, b= (0,¢) € K*. Alors ab € D(¢k).
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Soit (Ty,...,T,) une base de V*, de sorte que K = F(Uy,...,Up,, Vi,...,V,,) avec
U; = (T;,0) et V; = (0,T;). La propriété ci-dessus exprime alors 'existence d’éléments
fi,---, fn € K tel que

QD(Ulv"wUn)(p(Vl?""Vn) = Qo(flwﬂvfn)'

2.4.10. Théoréme. — Soit ¢ une forme quadratique anisotrope sur F. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :
(i) o est multiplicative.
(ii) Pour toute extension K/F, D(pk) est un sous-groupe de K*.
(iii) Pour toute extension transcendante pure K/F, D(pk) est un sous-groupe
de K*.
(iv) @ est une forme de Pfister.

Démonstration. — (iv)=-(ii) résulte du théoreme 2.1.5; (ii)=-(i) et (ii)=-(iii) sont
évidents; (1)=-(ii) résulte du corollaire 2.4.3 (appliqué sur K, en remarquant que si ¢
est multiplicative, elle reste multiplicative sur toute extension de F).

11 reste & démontrer (iii)=(iv). Soit n = dim g, et soit m le plus grand entier tel
que ¢ contienne une sous-forme isométrique & une m-forme de Pfister. On va montrer
que n = 2™. Raisonnons par l’absurde en supposant m > 2". Soit P,,,(F) 3 ¢ < q¢;
écrivons

g=¢ L.

Soit K = F(V* x V*), ou V est l'espace vectoriel sous-jacent & . Par (iii)=(i)

(appliqué a ), il existe une relation

e(U)e(V) = o (f)
ou fe K®pV.Soita€ D(¢). Sur K, on a

0# 0 +ap(V) = Z0 4 ag() = o))+ a)
Les deux facteurs de droite appartiennent & D(gg). Puisque ¢ est multiplicative,
on a donc
e(U) +ap(V) € D(gk)-
Mais le théoréme 2.4.8 entraine alors que ¢ > ¢ L ap € Py, 11(F), ce qui contredit
la maximalité de m. O

Le méme raisonnement donne :

2.4.11. Proposition. — Soient ¢ < 1 deux formes de Pfister. Alors il existe une
forme de Pfister T telle que ¥ ~ p @ T.

Démonstration. — Récurrence sur dim 1 — dim ¢, qu’on peut supposer > 0. Soient ¢
telle que ¥ ~ ¢ L g et a € D(q). Le raisonnement du théoréme précédent montre que
p®(La) <. O
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2.5. Exercices

2.5.1. — Montrer qu’une forme anisotrope de dimension 4 est de Pfister si et seule-
ment si elle représente 1.

2.5.2. — Pour toute forme quadratique ¢ sur un corps F, on note D?(q) = {ab |
a,b € D(q)}.

a) On a a € D?(q) si et seulement si la forme ¢ L —agq est isotrope.

b) On a D?(aq) = D?(q) pour tout a € F*.

c) On a G(q) C D*(q) et G(q)D*(q) € D*(q).

d) Siq < ¢, on a D*(q) C D*(q).

e) On suppose ¢ anisotrope. Montrer que ¢ est semblable & une forme de Pfister si
et seulement si, pour toute extension K/F, on a G(qx) = D*(qk).

2.5.3 (Witt). — Pour toute forme q et tout a € F*, montrer que G(q) + aG(q) C
G(q L aq).

2.5.4 (Witt). — Une forme g est ronde si G(q) = D(q). Soit ¢ une forme ronde.

a) On a ¢ ~ (dim q)q.

b) Si g est isotrope, elle est hyperbolique.

¢) Si o est une forme de Pfister, ¢ ® ¢ est ronde. (Utiliser l’exercice 2.5.5.)

d) Si n = dim ¢ est impair, alors ¢ ~ n(1). Si de plus n > 3, alors F est ordonnable
et toute somme de carrés de F est un carré (on dit que F' est pythagoricien).

e) Ecrivons ¢ = (1) L 1. Si (a,b) < ¢, alors ab € D(1)).

(Voir [225, p. 35] pour plus de détails et des applications & la structure de W (F').)






CHAPITRE 3

CORPS DE FONCTIONS DE QUADRIQUES

3.1. Corps de fonctions

Considérons une forme quadratique (V,¢q) de dimension n > 3. Soit V la variété
affine associée a ’espace vectoriel dual V*. L’équation ¢(z) = 0 définit une hyper-
surface affine géométriquement irréductible") dans V ~ A" ainsi qu'une hypersur-
face projective géométriquement irréductible dans P(V) ~ P’}_l (puisque ¢ est ho-
mogene). La premiere est de dimension n — 1 et la deuxiéme de dimension n — 2.
Nous allons nous intéresser aux corps des fonctions de ces quadriques. L’un est ex-
tension transcendante pure de degré 1 de l'autre; il n’est donc pas tres différent de
considérer I'un ou l'autre de ces corps. Pour fixer les idées, nous noterons F(q) le
corps des fonctions de la quadrique projective X, d’équation ¢ = 0. Il est clair que,
si a € F*, alors F(q) = F(aq), et que ¢ ~ ¢ = F(q) ~ F(q') comme extensions
de F. Si g = (1) L —¢, le polynéme 1 — ¢'(¢2,...,t,) est irréductible (proposition
1.1.14), donc anneau Flto, ..., t,]/(1 — ¢'(t2,...,t,)) est intégre, ol ta,...,t, sont
des indéterminées ; F(q) est le corps des fractions de cet anneau. Si ¢ = (1, —a) L —¢”,

avec dimg” =n —2,on a
(3.1.1) F(q) = F(tsy ... tn)[\/atq" (tzstn) |-
Par conséquent, F'(q) est une extension quadratique de F'(ts,...,t,).

Avec un peu de prudence, on peut définir F'(q) également pour n = 2. Dans ce
cas, X, est de dimension 0. Si ¢ = (1, —a), cette « quadrique »est irréductible si et
seulement si a ¢ F*?, et alors F(q) = F(va). Sia € F*?, on a ¢ ~ H; X, admet deux
composantes Spec F'[[Spec F et F(q) = F x F.

3.1.1. Proposition

a) qp(q) est isotrope.

(1) @est-a-dire qui reste irréductible sur la cléture séparable de F.
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b) L’extension F(q)/F est transcendante pure si et seulement si q est isotrope.

Démonstration. — a) est clair, puisque le point générique de X, est un zéro de ¢
rationnel sur F(q). Pour prouver b), si ¢ est isotrope on peut écrire ¢ ~ H 1 —¢
(théoreme 1.2.9). Ecrivons H = T1T5. Alors 'équation de X, s’écrit

T1T2 = (]/(Tg7 . ,Tn)

ou
/Ty = ¢ (T3/Ty, ..., Tn/Th).

Posant t;, = T;/T1, F(q) est le corps des fractions de Flta,...,t,]/(ta —

q (ts,...,tn)), qui est évidemment isomorphe & F(t3,...,t,). La réciproque résulte

de a) et du lemme 2.4.1. O

Rappelons la

3.1.2. Définition ([32, ch V, §17, déf. 2]). — Une extension K/F est réguliére si,
pour toute F-algebre commutative integre A, la K-algebre K @ A est integre.

Si K/F est une extension réguliére, en particulier la K-algebre K @ p E est intégre
pour toute extension E/F ; son corps des fractions est noté K FE et appelé le composé
de K et E (sur F).

3.1.3. Proposition ([32, ch. V, §17, prop. 9]). — Soit F' une cléture algébrique de
F. Une estension K/F est régulic¢re si et seulement si 'anneau F @p K est intégre.

Si K est le corps des fonctions d’une variété géométriquement irréductible, alors
Pextension K/F est réguliere. En particulier :

3.1.4. Proposition. — Soit q une forme quadratique de dimension > 3. Alors l’ex-
tension F(q)/F est réguliére.

Voici une preuve qui ne mentionne pas de géométrie algébrique : la formule (3.1.1)
montre que E ®p F(q) = E(q) pour toute extension E de F, en particulier ¢’est un
corps pour FE = F.

3.2. Formes devenant hyperboliques sur le corps des fonctions d’une qua-
drique

Considérons le probleme suivant : soient g,y deux formes quadratiques sur F'.
Quand ¢ devient-elle hyperbolique sur F(q)?

Si ¢ est isotrope, il est nécessaire et suffisant que ¢ soit déja hyperbolique, par la
proposition 3.1.1 et le lemme 2.4.1. Si ¢ est anisotrope, une réponse complete n’est
pas connue ; néanmoins il existe une condition nécessaire importante, qui donne une
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réponse complete si g est une forme de Pfister. Commengons par le cas dimg = 2. On
a alors un résultat plus général :

3.2.1. Proposition. — Soient a € F*\ F*? et ¢ une forme anisotrope sur F. Sup-
posons que i(Pp(yq)) > m > 0 (voir corollaire 1.2.13). Alors ¢ ~ (1,—a) ® p L ¢
avec dim p = m et dim ¢’ = dim ¢ — 2m.

Démonstration. — Notons que (1, —a)p(z) ~ 0; par suite, en raisonnant par
récurrence sur m, il suffit de traiter le cas m = 1. Soit V' 'espace sous-jacent a ¢, et
soit © € F(va) @p V tel que p(x) = 0. Ecrivons = 1 ® 21 + a® 2, avec x1,22 € V.
Alors

p(x) = (1) + ¢(1,32)va + ap(z2) =0
d’ou
¢(x1) + ap(zz) =0
&(x1,22) = 0.
La deuxiéme équation dit que x1 et xo sont orthogonaux ; alors la premiere équation
implique que @ =~ @(x2)(1, —a), o W est le sous-espace engendré par x; et

x5. Comme W est non dégénéré (puisqu’anisotrope), on a V. = W L W+ par le
lemme 1.1.5. O

3.2.2. Proposition. — Soient q,p deux formes quadratiques sur F, avec ¢ aniso-
trope et dimq = n > 2. Supposons pp(q) ~ 0. Alors, pour tout b € F* représenté par
q, on a

bq(Tl,. . aTn)SDK ~ SOK
ou K = F(Ty,....T,).

Démonstration. — En remplacant ¢ par bg, on peut supposer que g représente 1 et
que b =1. Posons L = F(ts,...,t,). En appliquant la proposition 3.2.1 &4 extension

L[\/at+q"(ts,-.t2)] /L (cf. (3.1.1) et ses notations) on obtient
or = (1, —a—q"(t3,...,tn)) @ p

pour p € W(L) convenable. Considérons K comme une extension de L en posant
t; =T;/T» € K pour i > 3. Sur K, la forme

(1,—a—q"(t3,...,t)) ~ (1, —aT? — ¢"(T3,...,Ty))
représente \ := q(T1,T>, ..., T,); par suite,
M1, —a—q"(tz,. .. tn)) = (1,—a —q"(t3,...,tn))
(c’est un cas trivial du théoreme 2.1.5 a)). Et donc

ASQK = )‘<17 —a— q//(t37 s 7tn)> ® p= <17 —a— q”(t37 s 7tn)> ® P =YK
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3.2.3. Remarque. — 1l est possible de démontrer la réciproque [121].

Le théoréme suivant joue un role tres important dans la théorie ; Arason a été le pre-
mier & I’énoncer explicitement. Il est fréquemment (et abusivement) appelé « théoreme
de Cassels-Pfister »(on dit aussi « théoréme de la sous-forme »).

3.2.4. Théoréme (|9, Satz 1.3], [122, lemma 4.5]). — Soient ¢, deux formes
quadratiques sur F', avec ¢ anisotrope et dimq > 2. Supposons @) ~ 0. Alors,
pour tout (a,b) € D(q) x D(p), on a abg < ¢. En particulier, dim ¢ > dimg.

Démonstration. — La proposition 3.2.2 implique que ¢k représente abq(T1,...,T,).
On applique le théoreme 2.4.8. O

3.2.5. Corollaire ([9, Satz 1.3]). — Si dans le théoréme 3.2.4, on suppose que g
est une forme de Pfister, alors ¢ ~ q® p pour p € W(F') convenable.

Démonstration. — Récurrence sur dimg, en notant que gp(,) ~ 0 par le corol-

laire 2.1.8. O

3.3. Le théoréme d’Arason-Pfister

Dans [178], Pfister demande sil est vrai que (),,», I"F = 0 pour tout F. Si [F/I*F
est fini, c’est une conséquence du théoréme de Krull; mais IF/I2F ~ F*/F*2 (voir
théoreme 6.1.3), qui est infini en général. Par conséquent, il est remarquable que la
réponse soit affirmative. Plus précisément :

3.3.1. Théoréme (Hauptsatz de Arason-Pfister,[13])
Soit q anisotrope sur F' telle que ¢ € I™F pour n > 0. Alors, dimq > 2™.

La conjecture de Pfister résulte du théoreme 3.3.1 : si g est anisotrope et g €
N> I"F, alors dim ¢ > 2™ pour tout n, absurde.

Démonstration. — Ecrivons g = tp1 + -+ L, dans W(F), ou les p; sont des
n-formes de Pfister. Puisque ¢ est anisotrope, on a r > 0. Procédons par récurrence
sur r. Sir = 1 et dimg < 2™, on a +p; ~ ¢ L mH pour m > 0 convenable
(corollaire 1.3.3); alors 7 est hyperbolique (corollaire 2.1.8) et ¢ aussi, absurde. Si
r > 1, posons K = F(y,). Distinguons deux cas :

1) gk est hyperbolique. Par le corollaire 3.2.5, il existe p tel que ¢ ~ ¢, ® p. En
particulier, 2" = dim ¢, | dim ¢, d’out dim ¢ > 2™.

2) qi n’est pas hyperbolique. Soit ¢’ = (¢x )an. Alors ¢/ = 1 + - -+ £, 1 dans
W (K). Par récurrence sur r, dim ¢’ > 2" ; alors dim ¢ > 2" également. O

3.3.2. Corollaire. — Soient p1,ps deur n-formes de Pfister. Supposons o1 = s
(mod I™1F). Alors vy ~ 3. En particulier, o1 € I"T1F = ¢ ~ 0.
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Démonstration. — Soient ¢}, ¢4 les formes pures associées a ¢ et ¢3. On a
1L —pa~ph L —p) € I"IF
et
dim(phy L —¢)) =2(2" — 1) < 2"+,
Par le théoréme 3.3.1, il en résulte que @5 L —¢} ~ 0, donc que 1 >~ @a. O

On va raffiner quelque peu le corollaire 3.3.2 :

3.3.3. Corollaire (Elman-Lam [49, th. 4.8], Arason [9, Satz 1.5])
Soient ¢1,pa,03 € Py(F). Si o1 L w2 = p3 (mod I"T1F), alors il existe T €
P,_1(F) et a,be F* tels que

0127 {(a)), p2 =7 @ (b)), 3 = 7 ® ((ab)).
Démonstration. — Soit K = F(3). On a

(p1)K = (¢3)x  (mod I"'K)

d’ott (¢1)K ~ (¢3)K d’apres le corollaire 3.3.2. En appliquant le corollaire 3.2.5, on
en déduit

((pl 4 _L)OB)an = P2 ® 1Y
pour p convenable. On a
diman(‘pl L _@3) = diman(@é 1 _()0/1) < 2n+1

d’ou dimp =0o0ul. Si p=0,o0n a p; >~ g3 et le théoreme est vrai avec b = 1. Si
dim p = 1, alors d’apres le théoreme 2.3.2, il existe 7 € P,_1(F), a,b € F* tels que
w1 =7 {a), p3 ~ 7R ((ab)). Alors

pa ~ (1 ® (ab)) L —7 @ (a))) ~ acT @ (b))

et le corollaire 2.1.9 implique que @o ~ 7 ® {(b)). O

3.8.4. Corollaire (Pfister). — Soit ¢ une forme quadratique de dimension im-
paire. Alors [q] n'est pas diviseur de zéro dans W (F).

Démonstration. — Soit ¢ tel que ¢ ® ¢ ~ 0. Ecrivant

q=~{a) L —q
on obtient
p~aq @ .

Comme ¢’ € IF, cela montre que si ¢ € I™F, alors ¢ € I""'F. On a donc
peNI"F ={0}. O
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3.4. Exercices

3.4.1 (Arason). — Soit ¢ € I"F — {0} anisotrope telle que dimp < 2" + 2! avec
0 <[ < n. Supposons que ¢ contienne une l-sous-forme de Pfister ¢. Alors il existe
une forme 7 semblable & une (n — [)-forme de Pfister telle que p ~ ¢ ® 7.

(On utilisera le corollaire 4.8.7 du chapitre suivant.)

3.4.2 (Gentile-Shapiro). — Soient g, , 7 trois formes anisotropes sur F telles que
qr(p) ~ 0 et g ~ ¢ L 7. Soit K/F une extension : pour toute forme ¢ sur F', notons
' = (YK )an. Montrer que

—soit ¢ =~ ¢’ Ly

- soit ' ~¢ L —¢'.
(Distinguer selon que ¢ L —¢' est ou nmon isotrope; si cette forme est isotrope,
distinguer selon que @x est ou non isotrope; si wx est anisotrope, utiliser le
théoréme 8.2.4.)

3.4.3 (Merkurjev). — Soit F un corps tel que I3F = 0, soit E une extension
quadratique de F et soit ¢ € I?F une forme anisotrope de rang > 6. Montrer que
lindice de gg est < 2. (Utiliser la proposition 3.2.1 et le fait qu’une 2-forme de Pfister
sur F' représente n’importe quel scalaire # 0.)



CHAPITRE 4

LA THEORIE DE KNEBUSCH

Dans les deux articles [122] et [123], Manfred Knebusch développe une théorie
de déploiement générique pour les formes quadratiques, qui peut se voir comme une
conceptualisation et une extension des résultats du chapitre précédent. Elle conduit
a la définition de deux importants invariants numériques des formes quadratiques : la
hauteur et le degré.

4.1. Hauteur

Considérons une forme quadratique ¢ sur F'. On associe & ¢ un entier h = h(q) et
une suite (F}, ¢;)o<i<h, oU F; est une extension de F' et ¢; est une forme quadratique
sur Fj;, de la maniere suivante :

(1) qO :CIamFO = F

(ii) Supposons F; et ¢; définis. Si dimg; = 0 ou 1, alors i = h. Sinon, F;11 = F;(q;)
et ¢it1 = ((Qi)FH_l)am

4.1.1. Définition. — L’entier h(q) s’appelle la hauteur de g. La suite F' = Fy C

Fy C --- C Fy, s’appelle la tour de déploiement générique de q. La forme g; s’appelle

le i-éme noyau de q. Le corps Fy_; (resp. F},) s’appelle le corps dominant (resp. corps
de déploiement générique) de g. La suite

(dim qo, . . . ,dim gy)

s’appelle la suite de déploiement de q.

4.1.2. Remarque. — Par définition, on a dimg > dimgy > dimg; > ...; par
conséquent h est bien défini. Notons aussi que les dimg; ont la méme parité que
dim ¢ ; en particulier, h(q) < %dim q.
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4.1.8. Théoréme ([122, th. 5.1]). — Soient ¢ une forme quadratique sur F et
K/F une extension quelconque. Alors il existe un unique i € {0,...,h(q)} tel que
dim,, ¢k = dim g;.

Démonstration. — L’unicité est claire. Pour I'existence, soit 7 le plus petit entier tel
que dimq; < dimg, gx. Il faut montrer que dim¢q; = dim,, gx. Posons, pour tout
Jj<h, K; = KF;. Pour j <1, (¢;)K; ~ qx, est isotrope; alors K 1/K; est transcen-
dante pure d’apres la proposition 3.1.1 b). Il en résulte que K;/K est transcendante
pure. Par le lemme 2.4.1, ((¢x)an)k; €st anisotrope. Mais alors

(4.1.1) dim,, i, = dim,, g > dim ¢; > dim,, (¢;) k,
et

(9K )an =~ ((¢i) K. )an-
Par conséquent il y a partout égalité dans (4.1.1). O

4.1.4. Corollaire. — Pour tout K/F on a h(qx) < h(q). Si h(qx) = h(q), alors la
forme (g;)k, est anisotrope pour tout i € {0,...,h(q)}.

4.1.5. Définition. — Pour ¢ anisotrope,
a) Le premier indice de Witt supérieur de q est i1(q) = i(qr(q)) = %(dimq—dim q1)-
b) Izhboldin: La dimension essentielle de q est dimes g = dimgq — i1(q) + 1.

Le lemme suivant est conséquence immédiate du lemme 1.3.9.

4.1.6. Lemme. — Soient q une forme anisotrope et ¢' < q. Supposons que dim g’ >
dimeg q. Alors q}?(q) est isotrope.

4.2. Formes de hauteur 1

4.2.1. Proposition (Wadsworth, Knebusch). — Une forme q est de hauteur 1
st et seulement si elle est
— semblable a une forme de Pfister au cas ou dimq est paire ;
— semblable a une sous-forme de codimension 1 d’une forme de Pfister au cas ot
dim q est impaire.

Démonstration (Calmes). — Nous la donnons seulement quand dim ¢ est paire ; pour
Pautre cas voir [122, dém. du th. 5.8] ou [219]. La suffisance résulte du corollaire
2.1.8. Pour la nécessité, on peut supposer que g représente 1; d’apres le théoreme
2.4.10, il suffit de montrer que D(qx) = G(gx) pour toute extension K/F. Par le
corollaire 4.1.4, on a h(gx) = 0 ou 1. Si h(qx) = 0, gk ~ 0 et assertion est claire.
Si h(qr) = 1, soit a € D(qx). On a (agr )k (qx) ~ 0- Appliquons le théoreme 3.2.4 :
comme 1 € D(qk), aqx est une sous-forme de gx, donc agx ~ qx et a € G(qx). O
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4.3. Degré; les idéaux J,

4.3.1. Définition. — Soit ¢ une forme quadratique sur F.

a) Si dim ¢ est impaire, le degré de q est deg(q) = 0.

b) Si dim g est paire et non hyperbolique, soit Fj_; son corps dominant. Par la
proposition 4.2.1, g5 _1 est semblable a une forme de Pfister 7 : 7 est appelée forme
dominante de q. Si dim7 = 2", le degré de q est lentier deg(q) = n.

¢) Si g~ 0, deg(q) = .

4.83.2. Lemme. — Soit q une forme quadratique de dimension paire, Fy,_1 son corps
dominant et T sa forme dominante. Alors, pour toute extension K/F on a deg(qx) >
deg(q). On a deg(qx) > deg(q) si et seulement si Tk p,_, ~ 0. Dans ce cas, h(qx) <

h(q)-

Démonstration. — Soit d; = dimg;. D’apres le théoreme 4.1.3, les dimensions des
noyaux de qx appartiennent & I'ensemble {do, ..., dp(q)}- O

4.3.8. Théoréme ([122, th. 6.3]). — Soient n > 1, 7 une n-forme de Pfister ani-
sotrope, ¥ une forme telle que deg(v)) >n+1, a € F*, p = ar L 1, et E le corps
dominant de . Alors :

(i) La forme dominante de ¢ est Tg.
(ii) Sideg(¥) >n+2, pup)—1 =~ aTg.

Démonstration. — On procede comme dans [122]. On peut supposer que v 7 0.

a) Démontrons d’abord que deg(yp) < n. Soit (L;)o<i<e la tour de déploiement
générique de . On a donc ¢r, ~ arr,. Si deg(yp) > n, on a deg(rz,) > n, d’ou
wr, ~ atr, ~ 0. Soit s maximal tel que 71, ¢ 0. En appliquant le théoreme 3.2.4,
on obtient que byys < 7p. pour b € L¥ convenable. Alors deg(v) = deg(vs) < n,
contradiction.

b) Démontrons maintenant que deg(p) > n. Supposons que deg(p) = m < n.
Soit (K;)o<i<h la tour de déploiement générique de . La partie anisotrope de ¢k, _,
s’écrit bp pour un b € K;_; et une m-forme de Pfister p. Mais

¢th1 ~ bp 1 —aTK_1-

La forme de droite est de dimension 2™ + 2" < 2"*1: donc VK, , ~ 0et bp ~
aTk, _,- Mais dim p < dim 7 ; cela implique que 7k, _, est isotrope, donc hyperbolique,
et p aussi, contradiction.

On a donc

deg(p) = n.

¢) Comme g, ~ —atg, et deg(y) > n, on obtient ¢g, ~ 0 et 7k, ~ 0. Soit
s maximal tel que Tx, soit non hyperbolique (donc anisotrope). En appliquant a
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nouveau le théoréme 3.2.4, on obtient bps < 7k, pour un b € K. Comme deg(p) = n,
on a donc

s=h-1, Ph—1 b7k, .
Ainsi, 7x, _, est la forme dominante de ¢. De plus, on a
Vi, ~ (0L —at)k, , ~ (b,—a) @ 7Tk, .
Si deg(y) > n+ 2, alors ¥k, , ~0et pp_1 ~atk, . O

4.3.4. Notation. — J,(F) = {q € W(F) | deg(q) > n}.

4.3.5. Théoréme ([122, th. 6.4]). — Pour tout n > 0, J,(F) est un idéal de

Démonstration. — Sia € F* et ¢ € W(F), il est clair que ¢ € J,(F) < aq € J,(F).
Comme W (F) est engendré additivement par les formes (a), il suffit de prouver que
Jn(F) est stable par addition. Si n = 0, c’est trivial. Si n > 0, soient ¢q,¢" € J,(F).
On peut supposer que g L ¢’ 7 0. Par le lemme 4.3.2, pour toute extension K/F, on
a g,y € Jn(K). Soit K le corps dominant de ¢ L ¢’ : alors qx L ¢f ~ a7, ol T est
une m-forme de Pfister ; nous devons montrer que m > n. Mais si m < n, écrivons

qx ~ at L —qj.

Par le théoréme 4.3.3, 7 est la forme dominante de g . Mais alors deg(qx) = m < n,
contradiction. O

4.3.6. Corollaire. — Pour toutn >0 on a I"F C J,(F).

Démonstration. — J,,(F') est stable par addition et contient évidemment les n-formes
de Pfister. O

Nous verrons plus tard (corollaire 9.7.4) que des résultats de Orlov, Vishik et
Voevodsky [172] impliquent 1’égalité I F = J,,(F') pour tout n.

Le corollaire 4.3.6 fournit une nouvelle démonstration du Hauptsatz de Arason-
Pfister (théoreme 3.3.1) : si ¢ € I"F — {0}, alors deg(q) > n, donc dim(g) > 2". On
a de plus le complément suivant :

4.3.7. Corollaire. — Soit q de dimension 2™. Si g € J,(F) (par exemple g € I"F),
alors g € GP,(F).

On a aussi :

4.3.8. Lemme. — Soient n > 0 et p,0b € GP,(F) \ {0}. Soit K le corps de
déploiement générique de ¢ L 1. Alors pi et i sont anisotropes.
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Démonstration. — Soit p = ¢ L ¢. Si p € J11(F), on a p € GP,11(F) et I'énoncé
résulte du théoréme 3.2.4. Sinon, on a deg(p) = n. Soit L son corps dominant. Puisque
L/F est formé d’extensions successives données par des corps de fonctions de formes
de dimension > 2", une application répétée du théoreme 3.2.4 donne que ¢y, et 9,
sont anisotropes.

Supposons @k isotrope, donc hyperbolique. En réappliquant le théoreme 3.2.4, on

a
oK ~ a(pK)an, @€ K*
d’ou
oK ~apk L apg
ou
{(a) ® o ~ avpk.
Mais cela implique deg(¢¥x) > n, donc i ~ 0, ce qui est absurde. Donc pi est
anisotrope, et de méme Y est anisotrope. O

Il semble difficile de démontrer que Jp(F)Jn(F) C Jmin(F) sans connaitre
Pégalité I"F = J,(F'). Toutefois

4.3.9. Proposition ([122, prop. 6.9]). — Pour tous m,n >0, on a
I"FJ,(F) C Jpan(F)

Démonstration. — Par récurrence sur m, on peut supposer m = 1. Soit g € J,(F).
Il suffit de montrer que, pour tout a € F*, on a

deg({(a) ® q) > deg(q).

Posons a = ({(a)) ® ¢)an. On peut supposer ¢ de dimension paire et o # 0. On
raisonne par récurrence sur h(q). Soit K le corps dominant de «. On a

deg(arx) = deg(a), deg(qx) > degq, h(qx) < h(qg).

(cf. corollaire 4.1.4 et lemme 4.3.2). Il suffit donc de montrer que deg(ax) > deg(gx ).
Quitte & changer de corps de base, on peut donc supposer (et on suppose) que a €
GP(F).

Si h(q) =1, ¢ € GP(F) et la conclusion est immédiate. Supposons h(q) > 1. Par
récurrence, on a

deg(ar(g) > deg(qr(q)) = deg(q)-

Si ap(q) # 0, on a deg(ap(y)) = deg(a), d’ont la conclusion. Enfin, supposons que

apg) ~ 0. Par le théoréme 3.2.4, on a

a~bg Ll
pour b € F* et ¢ € W(F). Supposons ¢ = 0. Alors
(1,—a,-by®q~0
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ce qui contredit le corollaire 3.3.4. On a donc dima > dimg, d’ou évidemment
deg(a) > deg(q). O

4.83.10. Corollaire. — Soient q,p deux formes quadratiques, avec dim p impaire.
Alors deg(q ® p) = deg(q).

Démonstration. — En effet, on peut écrire q @ p ~ aq L q® p’ avec p' € IF. La
proposition 4.3.9 montre que deg(q ® p’) > deg(q). La conclusion résulte alors du
théoreme 4.3.3. O

4.4. Retour a la section 3.2

La théorie de Knebusch permet de renforcer considérablement le théoreme 3.2.4.
Commengons par

4.4.1. Théoréme (cf. [122, prop. 6.11], [12, Satz 18]). — Soit ¢ une forme qua-
dratique sur F de dimension paire, de corps dominant L et de forme dominante 7.
Soit q une autre forme sur F'. Alors deg(¢p(q)) > degy si et seulement si qr, est
semblable a une sous-forme de 7. En particulier, en posant n = deg(yp),

(i) Sidimg > 2", on a deg(pp(q)) = deg .
(ii) Si dimg = 2", on a deg(gop(q)) > deg y si et seulement si q est semblable a
une forme de Pfister g telle que (1) ~ 7.

En particulier, ppg) ~ 0= dimg < odeg(p)

Démonstration. — La premiere affirmation est claire, d’apres le lemme 4.3.2 et le
théoreme 3.2.4. (i) en résulte. Dans (ii), la suffisance est claire. Pour voir la nécessité,
il suffit de démontrer que deg(gq) = n. Supposons deg(q) < n. Par application répétée
de (i) (& q), on obtient que deg(qr) = deg(q) (noter que dim(yp;) > 2™ pour tout
i < h —1). Mais c’est impossible, puisque ¢y, est semblable & 7. O

4.4.2. Notation. — J,(F) = J,(F)/Jp1(F).

4.4.3. Corollaire
(i) Sidimgq > 2", J,(F) — J,(F(q)) est injectif.
(ii) Sidimgq = 2", J,(F) — J,.(F(q)) est injectif, sauf si q est semblable a une
n-forme de Pfister 7. Alors on a Ker(J,(F) — J,(F(q))) = {0,7}.
(iii) ef. [12, p. 187]: Soient m = deg(q), (Fi)o<i<n(q) la tour de déploiement
générique de q, et i < h( ). Alors :
- Sii < h(q), Ker(J,(F )HJn( F;)) =0 pour n < m.
7Szz: h(q), Ker(J.(F) — Ju(F;)) = 0 pour n < m et Ker(J,,,(F) —
Tu(Fag)) = (0.3}
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Démonstration. — (i) et (ii) sont des traductions du théoréme 4.4.1. Pour voir (iii),
on raisonne par récurrence sur ¢ en notant que dim ¢; > 2™ pour i < h(q)—1. Traitons
seulement le cas i = h(q), n = m. Soit & € Ker(Jm(F) — Jm(Fy(y)). D’apres (i),
TFy -1 = (@Q)Fy_,» Ot @ € {0,1} et g est 'image de g dans J,,(F). On a donc
r —aq € Ker(Jy,(F) — Jm(Frg)—1)), Aot & = ag d’apres le cas précédent. O

R.W. Fitzgerald a obtenu d’autres généralisations spectaculaires du théoreme 3.2.4.
Mentionnons seulement sans démonstration :

4.4.4. Théoréme ([54, th. 1.6]). — Soient q, deuz formes quadratiques sur F,
avec @ ¢ 0. Supposons que ppq) ~ 0 et que ¢ ne soit pas semblable a une forme de
Pfister. Alors dim ¢ — 29¢8(¥) > 2dimq.

Voir 'exercice 4.5.4 pour une démonstration. En utilisant le théoreme 4.4.1, on
obtient

4.4.5. Corollaire. — Pour q,p comme dans le théoreme 4.4.4, on a 3dimq <
dim .

4.4.6. Théoréme ([54, th. 3.2]). — Soient q une forme quadratique et p une forme
de Pfister sur F. Soit ¢ tel que @pg) ~ 0. Alors (p ® @) p(paq) ~ 0.

4.4.7. Théoréme ([55, prop. 3.2]). — Soit dimgq > 5 ; supposons que q ne soit pas
voisine d’une forme de Pfister. Soit ¢ anisotrope telle que @ p(q) ~ 0. Alors
(i) 16 | dimp;
(ii) 1l existe une 4-forme de Pfister p (éventuellement hyperbolique) telle que
pr(g) ~ 0 et o =p (mod I°F).

4.5. Exercices

4.5.1 (Knebusch). — Soit K = F(T4,...,T,), et soit ¢ = (T1,...,T,). Montrer
que la hauteur de ¢ est égale a la partie entiere de n/2.
(On construira, pour tout v < n/2, une extension L,/K telle que i(qr) =1.)

4.5.2 (Arason-Knebusch). — Soient ¢, deux formes quadratiques anisotropes
sur F' de degrés respectifs n et m. Supposons deg(¢r(y)) > n. D’apres le théoreme
4.4.1, on a dimvy < 2", donc m < n.

a) Sim =mn, alors ©» € GP,(F) et p =4 (mod Jp41(F)).

b) Sim =mn—1, alors ¢ € GP,_1(F).

4.5.3 (Fitzgerald). — Pour toute forme quadratique non hyperbolique ¢ sur F,
on note N(gq) = dimg — 2989, On a N(q) > 0 et N(q) = 0 & g € GP(F) (cf.
corollaire 4.3.7).

Soient ¢, q deux formes quadratiques anisotropes sur F', chacune représentant 1.
Supposons que gp(,) ~ 0 et que N(q) < 2dime. Soit a € D(q). Si aqrg) ~ qr(q),
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alors aq ~ q.

(Raisonner par labsurde. Soit n = deg((1,—a) ® q) : d’aprés le cours on a n >
degqg + 1. Sin = degq + 1, obtenir une contradiction grace a l’exercice 4.5.2. Si
n > degq + 1, appliquer le théoréme 3.2.4 & q et aq pour obtenir 2989 < dim ¢, et
en tirer une contradiction.)

4.5.4%* (Fitzgerald). — On garde la notation de l'exercice précédent.

Soient ¢, ¢ deux formes quadratiques anisotropes sur F' telles que gp(,) ~ 0. Sup-
posons N(g) < 2dim¢g. On se propose de montrer que ¢ € GP(F). Pour cela, on
procede par labsurde : soit (F,¢,q) un contre-exemple avec N(g) > 0 minimal.
Quitte a multiplier ¢ et ¢ par un scalaire, on peut supposer que chacune représente
1.

a) Montrer que h(q) < 2, donc (par hypothese) que h(g) = 2.

b) Soit a € D(q). Montrer que (¢ L —aq)an € GP(F).

(Utiliser la méthode de lexercice 3.4.2.)

¢) Montrer que G(q) = D(q). (Soit a comme dans b). Montrer que (¢ L —aq)an =0
en passant au corps des fonctions K de q, en appliquant lexercice 3.4.2 ¢ ((¢k )ans P )
et & ((aqK)an, ©i) pour montrer que (1, —a) @ (g )an est isotrope, puis en utilisant
Dexercice 4.5.3.)

d) Conclure & une absurdité en utilisant le théoreme 2.4.10.

4.5.5 (Hoffmann). — Soient ¢ et ¢ deux formes quadratiques, avec ¢ anisotrope.
Supposons que dimy = 2" et que dimg > 2"~!. Supposons aussi que Pr(q) Soit
semblable & une forme de Pfister (éventuellement isotrope). Montrer qu’il en est de
méme de . (Utiliser le théoréme 4.4.1 ; distinguer selon que dim q < 29°8¢ oy dim ¢ >
2deg )



CHAPITRE 5

FORMES DEVENANT ISOTROPES SUR LE CORPS DES
FONCTIONS D’UNE QUADRIQUE

5.1. Généralités

Dans ce chapitre, nous étudions le probleme suivant, apparenté a celui de la section
3.2 : soient g, ¢ deux formes quadratiques sur F. Quand ¢ devient-elle isotrope sur

F(q)?

11 est utile de donner quelques définitions et de prouver quelques faits élémentaires :

5.1.1. Proposition. — Soient q,q¢ deuz formes quadratiques sur F. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(i) p(q) est isotrope;

(ii) pour toute forme @ sur F, pp(q isotrope = pp(q) isotrope.

Démonstration
(i)=(ii) : par la proposition 3.1.1 b), extension F(q,q’)/F(q) est transcendante
pure. Comme g,y est isotrope, Yp(qq) 'est également. Par le lemme 2.4.1,
©r(q) est isotrope.
(il)=(i) : c’est le cas particulier ¢ = ¢’ (cf. proposition 3.1.1 a)).

O
5.1.2. Remarque. — Une autre condition équivalente est qu’il existe une applica-
tion rationnelle de X, vers Xy, cf. §E.7.A.
5.1.8. Définition. — Soient ¢q,q deux formes anisotropes. Si q,q’ satisfont aux

conditions de la proposition 5.1.1, on dit que ¢’ domine q ou que q est dominée par ¢'.
Notation : ¢’ %= g ou ¢ < ¢’. On dit que g et ¢’ sont i-équivalentes ou stablement

équivalentes si q < q' et ¢’ < ¢. Notation : ¢ = ¢'.

5.1.4. Lemme

a) La relation < définit une relation de préordre sur (I’ensemble sous-jacent a
Uanneau) W (F) ; la relation = est la relation d’équivalence associée.
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b) ¢ <q=d<q
¢) Siq <qetdimqg > dimesq (déf. 4.1.5 b)), alors ¢’ =~ q.

Démonstration. — a) est clair en utilisant la condition (ii) de la proposition 5.1.1. b)
est clair également et c) résulte du lemme 4.1.6. O

5.1.5. Remarque. — Réciproquement, si ¢’ < q et ¢’ = ¢, alors dim¢’ > dimesg.
Ce résultat, beaucoup plus difficile, résulte du théoreme 5.2.10 ci-dessous.

5.2. Le théoréme de Hoffmann

Sig < ¢, on a en particulier dim g < dim ¢’. Existe-t-il une relation analogue quand
q=<4q'?

La réponse est oui et est due a D.W. Hoffmann. Introduisons une nouvelle notation :

5.2.1. Notation. — Pour une forme quadratique ¢, I(q) dénote 'unique entier tel
que 2HD=1 < dim ¢ < 249,

5.2.2. Théoréme ([68]). — Si q < ¢, alors l(q) < U(¢"). En d’autres termes, s’il
existe n tel que dim ¢’ < 2™ < dimg, alors q},(q) est anisotrope.

Pour démontrer le théoreme 5.2.2, nous suivrons la méthode de Hurrelbrink-
Rehmann [82], qui simplifie un peu celle de [68]. Cet argument a été obtenu
indépendamment par Cédric Peschard.

5.2.3. Proposition ([82, th. 1.7]). — Soient q, 7 deux formes quadratiques aniso-
tropes sur F, avec w de Pfister et dimq < dimmw. Posons ¢ = m L —q. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(i) Tr(g.,) est isotrope;

(i) ¢ <.
Démonstration

(il)=(i) : écrivons m ~ ¢ L ¢’. Alors :
Gan~qlq L—qg~g

d’0ll Gan >~ ¢'. Ainsi Gan < 7 et Tp(g,,) est isotrope.

(i)=(ii) : 7p(g,,) isotrope implique 7p(g,.) ~ 0 (corollaire 2.1.8). Comme dim ¢ <
dim7m, m L —Gan ~ q est isotrope et il existe a € F'* représenté par 7 et ¢.,. En
appliquant le théoreme 3.2.4 avec (g, @, a,b) = (Gan, T, a,a), on voit que Gan < 7.
11 existe donc ¢’ tel que ™ ~ Gan L ¢ et

WﬁganJ—q/NﬂJ—qu—ql
= q ~ q/
= g~
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puisque g est anisotrope.
[

5.2.4. Corollaire. — Soient q, 7, § comme dans la proposition 5.2.3. Soit F = Fy C
Fy C -+ C Fy, la tour de déploiement générique de §. Alors il existe i < h tel que p,
soit anisotrope et (qr,)an < TF,. Si de plus

a) qp(r) est anisotrope

b) dimg < %dimﬂ

Uextension F;(m)/F(m) est transcendante pure.

Démonstration. — Notons que 7g, ~ ¢p,, donc que mp, est isotrope puisque dim ¢ <
dim 7. Soit ¢ le plus grand entier tel que 7, soit anisotrope. Par la proposition 5.2.3,

on a (¢r,)an < TE,.

Supposons maintenant que g vérifie a) et b). On va montrer que (G;)r,(x) est
isotrope pour tout j tel que 7, , soit anisotrope : alors Fjii(m)/F;(m) sera trans-
cendante pure pour tout j < 4, par la proposition 3.1.1 b). Par récurrence sur j, on
peut supposer j = 0.

On raisonne par I'absurde, en supposant que (Gan)rp(r) est anisotrope. Notons
d’abord que
(Gan) F(x) ~ —4F(r)-
Comme gp(r) est anisotrope, on a dim g,, = dimg. Comme dimgq < %dimw on a
aussi

1 1

3 dim7 > dimg = dim(r L —q)an > dim7 — dim ¢ > 3 dim 7,
d’ott dimgq = dim g,y = %dimw et ¢ L Gan =~ w. Mais ceci contredit l'isotropie
de TE, - O
5.2.5. Lemme (Springer). — Soient q1,q2 deuz formes anisotropes sur F. Alors

@1 L Tqo est anisotrope sur F(T).

Démonstration. — Soient Vi, Vs les espaces vectoriels sous-jacents a g1 et g2, et soit
si possible (z,y) € F(T)®@r Vi x F(T)®@r V2\{0,0} tel que ¢1(x) +Tq2(y) = 0. Quitte
a chasser les dénominateurs, on peut supposer que (z,y) € F[T1®p Vi X F[T] ®p Va
et que (x(0),y(0)) # (0,0). On a alors

@1 (x(0)) =0
d’ott 2(0) =0 et x =T’ avec 2’ € F[T]®@F V3. On a alors
Tqi(2') +a1(y) =0
d’ott ¢1(y(0)) = 0 et y(0) = 0, ce qui est absurde. O

5.2.6. Lemme. — Soient E = F(Ty,...,Tyy1), Tns1 = (11, ..., Tpht1)) € W(E) et
L= E(mpy1). Alors



46 CHAPITRE 5. FORMES DEVENANT ISOTROPES

a) Pour toute forme ¢ anisotrope sur F, ¢ @ Tp41 est anisotrope sur E ;
b) L/F est transcendante pure.

Démonstration

a) Par récurrence sur n, on peut supposer que ¢ X Ty est anisotrope. On a
90 ® Tn+1 =~ SD ® Tn J— *Tn—i-lﬁp ®7Tn

et la conclusion résulte du lemme 5.2.5.

b) On a L = Frac(E[za,...,xn/]/(Tns1(1,22,...,2n7))) (N = 27T1). Observons
qu’a partir de 1'équation 7, (1,z2,...,2n/) = 0 en les variables T1,..., T 41,
Zo,...,TNs, on peut écrire 77 comme fonction rationnelle des autres variables.
Par conséquent, ’homomorphisme injectif

F(TQ, . 7Tn+1)[$2, . ,.’IJN/] — E[!L‘Q, . ,.(L'N/}/(’]Tn+1(].7x2, .. .,xN/))

induit un isomorphisme F(Ty,...,Tyi1,%2,...,2N/) — L.
O

Démonstration du théoréme 5.2.2. — On applique le corollaire 5.2.4 & (F,q,7m) =
(E, ¢, Tnt1), ot E et 7,41 sont comme dans le lemme 5.2.6 (n est Uentier du théoréme
5.2.2). Notons que I’hypotheése a) du corollaire 5.2.4 est vérifiée, car ¢’ est définie sur
F et L/F est transcendante pure. L’hypothese b) est également vérifiée. Il existe donc
K/L tel que

— Tk soit anisotrope

- qx < Tk

— K(m)/E(m) soit transcendante pure.

Supposons que q},( Q) soit isotrope. Alors q’K( @ est isotrope et 7 (q) est hyperbo-
lique. Par conséquent, gx est semblable & une sous-forme de mx. Comme dimg >
%dim T, Qi (r) €st isotrope (corollaire 2.1.8 et lemme 5.1.4 c)). Mais c’est absurde :
les extensions K (7)/E(w) et E(mw)/F sont transcendantes pures, donc K(7)/F Vest
aussi et qi(r) ne peut pas étre isotrope. O

5.2.7. Corollaire. — Sidimq¢ < 2" < dimg, on a h(q%(q)) = h(q").

Démonstration. — Appliquer le théoréme 5.2.2 & ¢} et gp,, ou (F;) est la tour de
déploiement générique de ¢'. O
5.2.8. Corollaire. — Soit q anisotrope et soit n le plus grand entier tel que 2" <
dimgq. Alors i1(¢q) < dimgq — 2™.

Démonstration. — Prendre une sous-forme ¢’ < ¢ de dimension 2" et appliquer le

lemme 5.1.4 ¢) et le théoréme 5.2.2. O

5.2.9. Remarque. — Dans 'esprit de ’énoncé du théoreme 5.2.2, signalons le thé-
oréme suivant de Karpenko et Merkurjev (obtenu par des techniques faisant appel
aux cycles algébriques) :
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5.2.10. Théoréme. —
a) Siq=q, alors dimes ¢ < dimeg ¢’
b) Siq =< q et dimes g = dimesq’, alors g~ ¢'.

Voir §E.8.B.

5.3. Voisines

A la fin de la démonstration du théoréme 5.2.2, on a vu intervenir une forme qua-
dratique d’un type particulier : une sous-forme d’une forme de Pfister ¢ de dimension
plus grande que % dim ¢. Ces formes, particulierement importantes, ont été introduites
par Knebusch.

5.8.1. Définition (Knebusch [123, def. 7.4]). — Soient ¢ une forme quadratique
et ¢ une n-forme de Pfister (éventuellement isotropes). La forme ¢ est dite voisine
de ¢ si

(i) dimgq > 2n1

(ii) g est semblable & une sous-forme de ¢.

Une forme ¢’ telle que g L ¢’ < ¢ s’appelle la forme complémentaire de q.
Noter que n est I'unique entier tel que 2"~ < dim ¢ < 2".

5.3.2. Théoréme ([123, p. 3]). — Les formes ¢ et ¢ de la définition 5.3.1 sont
uniquement déterminées par q.

Démonstration. — Soit a € F™* tel que ¢ L ¢ ~ ayp, et soient ¢’ un autre forme de
Pfister et a’ € F* tels que ¢ < a’¢’. Alors

dimay (ap L —d’’) < 2"
et
ap L —a'¢' € I"F.

Par le théoreme 3.3.1, ap ~ d’¢’; par le corollaire 2.1.9, ¢ ~ ¢’. Finalement,
supposons que g L ¢’ ~ ap et que ¢ L ¢ ~ by pour deux formes quadratiques ¢', ¢’
et deux scalaires a,b. Alors (a, —b) ® ¢ € GP(F') est isotrope, donc hyperbolique ; on
en déduit que ap ~ by, donc que ¢’ ~ ¢". O

Le lemme suivant est souvent utile :

5.3.3. Lemme. — Soient q1,q2 deux voisines de codimension 1 d’une méme forme
de Pfister ¢. Alors q1 et qo sont semblables.

Démonstration. — En effet, il existe ay,a2,b1,b2 € F* tels que ¢; L (a;) ~ by
(i=1,2). Alors a;q; L (1) ~ a;b;jp. Comme 1 € D(a;b;p), on a a;b;p ~ ¢ (corollaire
2.1.9), d’ott il résulte que a1q1 ~ asqo. O
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5.3.4. Théoréme. — Soient m une forme de Pfister, q une voisine de w et q' une
forme quadratique anisotrope sur F. Alors,

a) q =~ .

b) ¢’ < q¢& ¢ est semblable d une sous-forme de .

¢) ¢ mq<eq estwvoisine de .

Démonstration. — a) résulte du corollaire 2.1.8 et du lemme 5.1.4 ¢). On en déduit
que ¢ < ¢ si et seulement si ¢ < w. Dans b), la suffisance résulte alors du
lemme 5.1.4 b) ; la nécessité résulte du corollaire 2.1.8 et du théoréme 3.2.4. Dans c),
la suffisance a été vue; pour la nécessité, il suffit de voir que ¢’ ~ 7 implique que ¢’
est voisine de 7. On sait déja que ¢’ est semblable & une sous-forme de 7; d’autre
part, le théoréme 5.2.2 implique que dim ¢’ > %dim . O

On peut démontrer (voir [68], [82]) :

5.3.5. Proposition. — Pour q,n comme dans le corollaire 5.2.8, les conditions sui-
vantes sont équivalentes :
(i) il existe K/F tel que qi soit voisine d’une K-forme de Pfister et h(qx) =
h(q)-

5.3.6. Remarque. — On prendra garde au fait que, dans le théoréme 5.3.4 b), ¢’
n’est pas en général semblable & une sous-forme de ¢. Un exemple avec dimq’ = 3
et dimg = 5 est di & Wadsworth (non publié) : on le trouvera dans l’article de Lam
[145], ainsi que de nombreux autres exemples. Pour des résultats positifs, voir par
contre le §8.2.

5.4. Formes excellentes

5.4.1. Définition. — Soient K/F une extension et ¢ une forme quadratique sur
K. On dit que ¢ est définie sur F' s’il existe une forme quadratique @ sur F telle
que Yg ~ ¢. On dit que @ est définie sur F a équivalence de Witt prés si [p] €
Im(W(F) — W(K)).

Pour toute forme quadratique ¢ sur F, les noyaux supérieurs g; sont évidemment
définis sur F' a équivalence de Witt pres. La question se pose de savoir quand g; est
défini sur F'. On va répondre complétement & cette question dans deux cas :

-—1=1;

— q; est définie sur F' pour tout 7.

Commencgons par un lemme di a Knebusch :
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5.4.2. Lemme ([123, prop. 7.2]). — Soit q une forme quadratique sur F. Notons
(Fi, qi)o<i<h sa tour de déploiement générique, et soit r € [1,h]. Alors l’ensemble

Xr(q) ={le] € W(F) | ¢F, ~ q et dimp < dimg, 1}

a au plus un élément.

Démonstration. — a) Soit [p] € X = X,(g) avec dim ¢ minimal (donc ¢ anisotrope),
soit si possible [¢'] € X avec ¢ # ¢ et posons n = (¢ L —¢')an(# 0). Traitons
d’abord le cas r = 1. On a alors np) ~ 0. En appliquant le théoreme 3.2.4, on
obtient

ne~aq L
pour une forme quadratique 1 et un scalaire a convenables. Notons que [—ay)] € X.
D’autre part, on a

dim ¢ + dim ¢’ > dimn = dim ¢ + dim v
ou
dim ¢ — dim > dimq — dim¢’ > 0
ce qui contredit la minimalité de dim ¢.
Supposons maintenant 7 > 1. On raisonne par récurrence sur r. Soit s € [0,r — 1]
maximal tel que g, % 0. Si s = 0, on raisonne comme dans le cas r = 1 pour obtenir

une contradiction. Si s > 0, on applique I’hypothese de récurrence sur Fij, ce qui
donne de nouveau une contradiction. O

5.4.8. Théoréme (Knebusch, Hoffmann). — On a X1(q) # 0 si et seulement si
q est voisine d’une forme de Pfister ¢ ; Uélément de X1(q) est alors [—1)], ot 1 est la
forme complémentaire de q. Dans ce cas, Y, est anisotrope, autrement dit q1 est
définie sur F'. De plus, on a

deg p > degq + 1.

Démonstration. — Si g est voisine d’une forme de Pfister ¢, on a
qLy=ap

ou v est la forme complémentaire de g. On a dim < dimq et

4r(q) L ¥r(q) = apr(g) ~0

donc [—¢] € X1(q).
Réciproquement, soit ¢ telle que [—v¢] € X1(gq). On a donc

(¢ LY)pg) ~ 0.

Par hypothese, dim(g L v) < 2dim ¢ ; en appliquant le théoréme 4.4.4, on obtient
que g L v est semblable a une forme de Pfister anisotrope ¢. Comme dim ¢ > dim ),
q est voisine de .

Pour voir que ¥ (q) est anisotrope, il suffit maintenant de remarquer que dim et
dim ¢ sont séparés par une puissance de 2 et d’appliquer le théoreme 5.2.2.
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Il reste a voir la derniére inégalité : mais on a 2dega < dim q et
1
dimgq < 3 dim(q L —q;) = 2dce¥~1
d’ou I’énoncé. O

5.4.4. Remarque. — La partie “si” du théoreme 5.4.3 est le théoreme 7.3 de Kne-
busch [123]. La démonstration de Knebusch évitait le théoreme de Fitzgerald 4.4.4
(qui n’était alors pas démontré) mais était nettement plus délicate. Peut-étre Fitzge-
rald a-t-il été inspiré par ce résultat de Knebusch. Il a fallu attendre le théoréeme de
Hoffmann 5.2.2 pour pouvoir démontrer la partie “seulement si”, qui était une ques-
tion posée par Knebusch [123, question 8.3] (Knebusch avait réussi & la démontrer
jusqu’a deg p = 5, [123, prop. 8.1]).

Nous allons maintenant généraliser un autre résultat de Knebusch [123, th. 9.9],
qui concerne le cas j = h — 1 du corollaire ci-dessous (voir aussi [97, prop. 3]).

5.4.5. Corollaire. — Supposons que X;(q) # 0 pour un j €]0,h(q)], et soit q; €
X,(q), anisotrope. Alors dim ¢; = dimg; et

deg(q L —q;) = deg(gj—1 L —G; ®p Fj_1) > degq+ 1.

Démonstration. — La derniere inégalité résulte du théoreme 5.4.3. D’apres le lemme
4.3.2, on a deg(q L —¢;) < deg(gj—1 L —G; ®F Fj_1). Supposons que I'inégalité soit
stricte, et soit 7 la forme dominante de ¢ L —¢; : d’apres le théoréme 4.4.1 et le
théoreme 5.4.3, on a

1 1
dimg < dimTt < 3 diman(gj—1 L —G; ®F Fj—1) < §(dim ¢j—1 +dimg;_1) < dimg

contradiction.

Pour voir que dimg; = dimg;, on applique le théoreme 4.4.4 : par hypothese
dimg; < dimg;_;, donc g¢j—1 L —G; ®F Fj_1 est semblable & une forme de Pfister
anisotrope, et a fortiori §; ®F Fj_; est anisotrope. O

5.4.6. Remarque. — Dans le corollaire 5.4.5, notons simplement ¢; = ¢;; soient
@ =(q L —¢j)an, € = h(p) et (L;)o<i<e la tour de déploiement générique de ¢. De
méme que dans [123, Ex. 9.10], on voit tout de suite que F; est équivalent & L. au
sens qu’il existe des F-places de I'un vers 'autre dans les deux sens, et qu’il existe
une place de L._q vers F;j_; spécialisant ¢._1 en ¢j_1 L —g; (notons que ces deux
formes sont semblables a des formes de Pfister de méme degré d’apres le corollaire
5.4.5).

5.4.7. Proposition. — Soit q une forme quadratique sur F et i € [0,h(q)]. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) q; est définie sur F.
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(ii) Pour toute extension K/F telle que dim,y, (¢x) = dim g;, la forme (g )an est
définie sur F.

Démonstration. — 1l est clair que (ii)=(i). Pour limplication réciproque, notons
K; = KF;, et notons encore ¢; l'unique F-forme quadratique telle que (g;)r, ~ ¢
(cf. lemme 5.4.2). On a évidemment

(¢)r, ~ (aK)K,-
On voit comme dans la démonstration du théoréme 4.1.3 que Uextension K;/K est
transcendante pure. Il en résulte que
(@i)x ~ ax
(cf. lemme 2.4.1). Comme par hypothése dim,,(¢rx) = dimg;, on en déduit que

(Qi)K = (QK)an- O

5.4.8. Théoréme (cf. Knebusch [123, th. 7.14 et rem. 7.15])
Soient q une forme quadratique sur F et i € [0,h(q)]. Les conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) Pour tout j <1, X;(q) # 0.
(ii) Il existe des F-formes de Pfister 11,...,7;, des F-formes q(,...,q, et des

scalaires ai, ..., a; tels que gy = qan et que, pour tout j € [1,i], on ait q;_, L
/ ~Y . .
—q; =~ a;7;.

(iii) ef. [99, prop. 5.1]: 1l existe des F-formes de Pfister 11,...,7;, telles que

7; | Tj—1 pour j € [1,1], des F-formes qp, ..., q, et un scalaire a tels que g = gan

et que, pour tout j € [1,i], on ait ¢j_; L —qj ~ (=1)"*tar;.
Lorsque ces conditions sont vérifiées, on a

[a] = a([na] =[] + -+ (1) [n]) + (-1)"[q]]
dans W (F). De plus, on a h(q,) = h(q) — i, et la suite de déploiement de g} (cf.
définition 4.1.1) est (dimg;,...,dimg,).
Démonstration. — 1l est évident que (iii)=-(ii). Montrons que (ii)=-(i) : il suffit de
prouver que, pour tout j < i, (¢;)r, =~ ¢;. On raisonne par récurrence sur j, le cas
j = 0 étant trivial. Si j > 0, par hypothese on a
(G5—1)r 1 ~ gj—1
d’on
(a;7)F_y ~ g1 L —(d})F;_,-
Comme ¢;_; est voisine de (7;)F,_, , cette forme est anisotrope et il en est donc de

méme de (¢;)r,_,. D’autre part,

(ajTj)Fj ~0
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donc
(q;)Fj ~ qj-

Mais d’apres le théoreme 5.4.3, (q;) F; est anisotrope, ce qui conclut la démonstration
de (ii)=(i).

Montrons maintenant que (i)=-(iii). Grace au lemme 5.4.2 et au corollaire 5.4.5,
notons, pour tout j < i, q} la descente de g; a F. Montrons d’abord que, pour tout
7, q;_l 1 —q§ € GP(F). On raisonne encore par récurrence sur i. Ceci permet de
supposer ’énoncé vrai pour j < i.

Soit p = ¢,_; L —q.. D’apres la proposition 4.2.1, il suffit de montrer que h(p) <
Notons K = F(p) et K; = KF};. D’apres le théoreme 5.4.3, on a pr, , € GP(F;_
Par conséquent, pg, , ~ 0.

Montrons que pg; est hyperbolique pour tout j € [0,7 — 1], par récurrence descen-
dante sur j. On a K; = K;_1(¢gj—1) et d’autre part, toujours par le théoréme 5.4.3,

1.
1)-

v = g1 L —(q})r,_, € GP(Fj-1). Par récurrence px, ~ 0. En appliquant le
théoreme 5.3.4 a), on obtient donc

ij—l(V) ~ 0.

Supposons pg;_, % 0. D’apreés le théoreme 3.2.4, on a alors dim v < dim pg,_,, ou

encore
dimg;_; + dimg; < dimg;—; +dimg;
ce qui est absurde. Ainsi, pr; , ~ 0 et finalement pg ~ 0.

Par récurrence sur ¢ (appliquée a ¢}), il existe a € F* et des 7; € P(F) (j € [2,1])
tels que 7,41 divise 7; et que ¢;_; L —¢q; ~ (—1)*lar; pour j > 1. D’autre part, on
a

qL—q=bn
pour b € F* et 7y € P(F) convenables. Tout d’abord, comme ¢} est voisine de 79, on
a d’apres le théoreme 5.3.4 a),

(Tl)F('rz) ~0

donc 7, divise 71, et en particulier D(72) C D(1). Mais
D(q}) € D(~ar)

donc D(ary) N D(bry) # 0. Par multiplicativité de 71, il en résulte que ab € D(11) =
G(71), et donc que bry ~ ary.

La valeur de [g] € W(F') est claire. Pour démontrer la derniere assertion, il suffit
par récurrence de traiter le cas i = 1. Soit S la suite de déploiement de ¢j. On a

(qll)F1 ~ {1
donc, d’apres le théoreme 4.1.3, S D {dimqy,...,dimgx}, ot h = h(q). D’autre part,

ar(g) ~ —(41)F(q))
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donc S\ {dimg}} C {dimgy,...,dimgs} (noter que dimay gr(g;) < dimg; = dimqy).
Il en résulte que S = {dimgs,...,dimg} et en particulier que h(q}) = h(q) — 1. O

5.4.9. Définition (Knebusch [123, def. 7.7]). — Une forme quadratique q est ex-
cellente si qan vérifie les conditions du théoreme 5.4.8 avec i = h(q).

5.4.10. Exemple. — Pour tout n > 1, la forme n(1) est excellente.

5.4.11. Proposition. — Si q est excellente et anisotrope, sa suite de déploiement
S ne dépend que de n = dimgq. On a

S = {n,c(n), c(c(n)), ...}
oti, pour tout k € N, ¢(k) = 2!%) —k (cf. notation 5.2.1). En particulier, h(q) = h(n)
ne dépend que de n.

Signalons le théoreme récent suivant de Hurrelbrink, Karpenko et Rehmann :

5.4.12. Théoréme ([80]). — Soit ¢ une forme anisotrope de dimension n. Alors
h(q) = h(n).

5.5. Formes de Pfister croisées

5.5.1. Définition (Fitzgerald). — Une forme quadratique est bonne si sa forme
dominante (déf. 4.3.1 b)) est définie sur le corps de base F.

5.5.2. Proposition. — Soit q une forme quadratique sur F, et soit ¢ une forme
quadratique sur F(q). Supposons ¢ définie sur F par une forme 1. Si dim¢ < dimgq
et si o € GP(F(q)), alors ¢ € GP(F). Si ¢ € P(F(q)), alors on peut choisir 1) dans
P(F). Dans ces conditions, v est unique.

Démonstration. — Pour la premiére assertion, il suffit de montrer que h(y)) = 1. On
a

VFg.) = PF(a.e) ~ 0.

Supposons Vg () 7 0. Par le théoreme 3.2.4, qp(y) est alors semblable a une sous-
forme de 9y, ce qui est impossible puisque dim ¢ > dim 9. Finalement, si ¢ est une
forme de Pfister et ¢ ~ at avec a € F* et 7 € P(F), on a aTp(q) = ¥, donc Tpg) = ¢
d’apres le corollaire 2.1.9.

Enfin, soit ¢’ une autre forme telle que 1/’}’(,1) ~ . Par le méme raisonnement que
ci-dessus, on voit que 1/1%(1/)) ~ 0; donc ¢’ o 1 puisque dim ¢’ = dim. Si ¢’ € P(F),
on a donc v’ ~ 1) d’apres le corollaire 2.1.9. O

5.5.3. Corollaire. — Si q est bonne, sa forme dominante est définie sur F' par une
forme de Pfister uniquement déterminée. Cette forme est appelée la descente de la
forme dominante de q.
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Démonstration. — On applique la proposition 5.5.2 de maniere répétée dans la tour
de déploiement générique de gq. O

5.5.4. Définition (Hoffmann [70, déf. 3.4]). — Soit ¢ une forme quadratique sur
F' de dimension 2".

a) On dit que g est une (n,m)-forme de Pfister croisée 8'il existe p € P, (F) et T €
P,,(F) anisotropes, avec 1 < m < n, telles que ¢ = ¢ — 7 dans W (F'). L’ensemble des
(classes d’isométrie de) (n, m)-formes de Pfister croisées est noté P, ,,(F'). L’ensemble
des (classes d’isométrie de) formes semblables & une (n,m)-forme de Pfister croisée
est noté GP,,  (F).

b) On dit que ¢ est une (n,m)-forme de Pfister faiblement croisée s’il existe T €
P,,(F) avec 1 < m < n et une forme 7 de dimension impaire telles que

g=7®n (mod J,(F)).

L’ensemble des (classes d’isométrie) de (n,m)-formes de Pfister faiblement croisées
est noté Py, (F).

5.5.5. Remarque. — La définition donnée ci-dessus est un peu plus large que celle
de Hoffmann, qui ne considere que les formes de Pfister croisées anisotropes.

5.5.6. Lemme. — Une forme q est semblable a une (n, m)-forme de Pfister croisée
si et seulement si g ~n @7 avec ) € GPy_pmi11(F) et m € Py (F).

Démonstration. — Cela résulte facilement du théoreme 2.3.2. O

5.5.7. Proposition

a) On a GP, ,(F) C Py, (F).

b) Soient ¢, comme dans la définition 5.5.4 b). Alors la forme dominante de q est
définie sur F par T ; en particulier, T est unique, ¢ ¢ GP(F'), on a deg(q) = m,
et g est bonne. Sim <n —1, g,_1 est définie sur F', ot h = h(q).

¢) Si o, T sont comme dans la définition 5.5.4 a), la forme ¢ est elle aussi uni-
quement déterminée par q ; les formes ¢ et T sont (m — 1)-liées au sens de la
définition 2.3.1. La forme qa, est excellente si et seulement si q est isotrope.

Démonstration

a) est évident.

b) Par le théoreme 4.3.3, la forme dominante de g est définie sur F' par 7. Par
conséquent, on a deg(q) = m; puisque ¢ est de dimension 2", il en résulte
que ¢ ¢ GP(F). L’unicité de 7 découle du corollaire 5.5.3. Si m < n — 1, on
remarque que, d’aprés le corollaire 6.1.4 ci-dessous), ¢ = ar (mod J,,42(F))
pour un a € F* convenable. Le théoreme 4.3.3 implique alors que q;_1 est

(D1e lecteur vérifiera que la démonstration du corollaire 6.1.4 n’utilise pas la proposition 5.5.7 a).
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définie sur F par ar. La premiére assertion de c) résulte immédiatement de b);
les deux autres résultent du théoreme 2.3.2.

O

5.5.8. Théoréme (cf. [70, prop. 3.6]). — Soit q € Py, (F), et soit T sa forme do-
minante (vue sur F). Supposons q anisotrope. Alors

(i) gp(r) est semblable a une n-forme de Pfister anisotrope.

(i) h(q) =2 sim=mn—1; on a alors i(q) = 2" 2.

(iii) h(q) >3 sim <n—1.

(iv) Sim <n—1 et ¢ =ar (mod J,(F)) pour un a € F*, alors h(q) = 3 et
i(q) =271,

Démonstration. — D’apres le corollaire 4.3.7, qp(ry € GP,(F(7)). Supposons ¢ iso-
trope, donc hyperbolique. Par le corollaire 3.2.5, on a ¢ >~ 7 ® p pour p convenable.
Mais dimp = 2" — 2™ est paire; on a alors ¢ € I™HF, ce qui est absurde. Ceci
démontre (i).

D’apres la proposition 5.5.7 b), on a h(q) > 2. Soit (F;,¢;) la tour de déploiement
générique de g. On a dimg; < 2"; par le théoreme 3.3.1, on a donc (q1)p,(r) ~ 0
et, par le corollaire 3.2.5, ¢ ~ 7p, ® 7. En comparant les dimensions, on obtient
1 < dim~y < 2"™ — 1. De plus, dim~ est impaire (voir ci-dessus).

Supposons m = n — 1. Alors dimvy = 1, d’olt h(q) = 2; on a i1(q) = $(dimgq —
dim q;) = 2"~2. Ceci démontre (ii). Supposons maintenant m < n — 1. Si h(q) = 2, q
est excellente d’apres la proposition 5.5.7 b) ; mais ¢’est impossible, puisque dim ¢ est
une puissance de 2. On a donc h(g) > 3. Ceci démontre (iii).

Supposons enfin m <n —1 et ¢ = ar (mod J,(F)) pour un a € F*. Posons

w=(q L —ar)am
P = TR ® (’7 1 <_a’>) ~ MUFy -

Onapée Jy(F)et 0 < 2™ —2™ < dimp < 2"+ 2™, d’ol deg(n) = n. D’autre
part, ¥ € J,(Fy) et dim(y L (—a)) < 2" ™ d’ou ¢ € GP,(F1) (cf. corollaire 4.3.7).

Si 1 ~ 0, alors en particulier, deg(up(q)) > deg(p) ; par le théoreme 4.4.1 (ii), ceci
entraine que ¢ € GP(F'), ce qui contredit la proposition 5.5.7 b). Par conséquent, ¢
est anisotrope.

Onadoncdimgq; = 2"—2™ > 2"~1 et donc q; est voisine, de forme complémentaire
atp,. Il en résulte que g2 ~ atp,, donc que h(g) = 3. De plus,

) 1, .. . —
Zl(q):§(dlmq—dlmq1):2 L
Ceci démontre (iii). O

5.5.9. Remarque. — On peut montrer que i;(q) = 2™~ ! également dans le cas (iii),
cf. [70, cor. 3.7].
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5.5.10. Corollaire. — Soit ¢ comme dans le théoréme 5.5.8 (ii) ou (iv), et soit
q < q telle que dimq’ > 2™ — 2™, Alors ¢’ = q.

Démonstration. — Cela résulte du théoréeme 5.5.8 et du lemme 5.1.4 ¢). O

5.5.11. Proposition ([70, prop. 5.1]). — Soient 1 < m < n et ¢ € Py, (F), de
forme dominante T € P, (F). Soit ¥ anisotrope de dimension > 2. Supposons que

D(p) N D(y) # 0. Alors pp(y) est isotrope si et seulement si Yp(ry < ©p(r).

La condition D(¢) N D(y) # 0 peut toujours étre réalisée en multipliant ¢ par un
scalaire convenable (ce qui ne change pas son isotropie).

Démonstration. — Supposons ¢y isotrope. D’apres le théoreme 5.5.8 (i), ¢ p(yp ) ~
0; la nécessité résulte alors du théoréme 3.2.4. Réciproquement, si ¥pry < @p(r),
alors op(y ) ~ 0. Si pp(y) était anisotrope, d’une part on aurait ¢» ~ 7 ® p pour
p convenable d’apres le corollaire 3.2.5, d’autre part 7p(y) serait anisotrope. Mais
dim p = 2", d’out deg(pp(y)) > m, d’olt Tp(y) ~ 0, contradiction. O

5.5.12. Corollaire. — Dans la proposition 5.5.11, supposons de plus que @ €
Pom(F). Soit o € P,(F) telle que ¢ = 0 —1 € W(F). Alors op(y) est isotrope si et
seulement si Yp(r) < Op(r)-

Démonstration. — C’est clair, puisque ¢p(r) >~ 0p(r)- O

5.6. Extensions excellentes

La définition suivante est « adjointe »de la définition 5.4.9() :

5.6.1. Définition. — Une extension K/F est excellente si, pour toute forme qua-
dratique ¢ sur F, la partie anisotrope de qx est définie sur F'.

Les extensions excellentes ont la propriété importante suivante :

5.6.2. Proposition ([50, prop. 2.11]). — Soit K/F une extension excellente. Soit
p € P(K), définie sur F. Alors il existe ¢ € P(F) telle que g =~ ¢.

Démonstration. — Soit 1 € P(F) de degré maximal telle que g < ¢. Supposons
dim ¢ < dim ¢. Par la proposition 2.4.11, on peut écrire p ~ g @ 7, avec T € P(K).
Soit 7' la forme pure de 7. On a

V@7 ~ Y L —p € Im(W(F) — W(K)).

(2)Plus précisément, on pourrait introduire la notion suivante : un couple (¢, K) formé d’une F-forme
quadratique anisotrope et d’une extension de F' est excellent si la partie anisotrope de qi est définie
sur F.
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Soit v telle que vk ~ 9 ® 7. Choisissons a € D(v), de sorte que a € D(¢Yx ®
7/) N F*. Par la proposition 2.3.3, on peut écrire ¢ ~ (¥ ® ((a))) k ® p, ce qui contredit
la maximalité de deg(v)). O

Voici quelques exemples d’extensions excellentes et non excellentes :

5.6.3. Exemples

i) Supposons que toute forme quadratique anisotrope sur F' reste anisotrope sur
K. Alors K/F est excellente. Ceci s’applique en particulier aux extensions de degré
impair (théoreme 1.5.1), aux extensions transcendantes pures (lemme 2.4.1) et plus
généralement aux extensions unirationnelles (contenues dans une extension transcen-
dante pure).

ii) Soient K/F, L/F deux extensions réguliéres. Supposons K L/K et KL/L trans-
cendantes pures. Alors K/F est excellente si et seulement si L/F est excellente. Ce
fait est laissé au lecteur en exercice.

iii) Soient ¢,¢" deux formes quadratiques anisotropes sur F. Supposons ¢ =~ ¢'.
Alors F(q)/F est excellente si et seulement si F(¢')/F est excellente. Cela résulte
de ii).

iv) Toute extension quadratique est excellente. Cela résulte de la proposition 3.2.1.

v) Soit ¢ une forme quadratique. Si F(q)/F est excellente, alors ¢ est voisine d’une
forme de Pfister. Cela résulte du théoreme 5.4.3.

Pour quelles formes de Pfister ¢ I'extension F'(p)/F est-elle excellente ? La réponse
est donnée par le théoreme suivant :

5.6.4. Théoréme. — Soit ¢ une n-forme de Pfister anisotrope, avec n > 2. Alors

a) Arason [8]: Sin=2, F(p)/F est excellente.
b) Izhboldin [83], Hoffmann [70]: Supposons n > 2. Alors il existe une exten-
sion K/F telle que K(p)/K ne soit pas excellente.

On va démontrer a) et donner des indications sur la démonstration de b). Pour a),
il suffit de démontrer que F(q)/F est excellente, ou ¢ = (1, —a, —b). Nous suivrons
la méthode de Rost [186] : celle d’Arason utilise la structure des fibrés vectoriels sur
une conique (due essentiellement & Grothendieck). D’autres preuves sont dues & van
Geel [60] et Pfister [180].

Soit R = F[S,T]/(S% — aT? —b), de sorte que K = F(q) est le corps des fractions
de R. On remarque que R est un F[T]-module libre de base (1,.5). Définissons d :
R — NU{—oc0} par

d(P + SQ) = max(deg P, 1 + deg Q)

pour (P, Q) € F[T)? —{(0,0)}, et d(0) = —co. Soit R,, = {r € R|d(r) <n} : R, est
un sous-espace vectoriel de R et on a Ry = F, R, R;, C Rypin-
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Soit (V, ¢) une forme quadratique sur F. Pour v € R, ® p V, écrivons

v =19 + Z(STi_lvi + T'w;), v, w; € V.
i=1
5.6.5. Lemme. — Supposons que og(v) = 0. Alors ¢(vp,wy) = 0 et p(wy,) =
—ap(vy,).

Démonstration. — On a
0 =¢(v)
= S272 Do (v,) + 28T L @(vp, wy) + T2 p(wy)
= T (ap(vy) + ©(wn)) + 28T*" 1 (v,, w,)  (mod R, 1)
et T?" ST?"~1 sont linéairement indépendants dans R/ R, 1. O

5.6.6. Lemme. — Supposons de plus que v ¢ R,_1 Qp V. Alors il existe un sous-
espace L C'V de dimension 2 tel que

(i) ¢ ~c(l,—a) pour unc € F*;

(ii) il eziste © € Ry @p V \ {0} tel que p(0) =0, avec ¢ = by, L ¢|p1.

Démonstration. — Puisque v ¢ R,—1 ®r V, on a v, # 0 ou w, # 0; puisque ¢ est
anisotrope, le lemme 5.6.5 implique que v,, et w,, sont linéairement indépendants sur
F. Soit L le sous-espace vectoriel de V' de base (vn,w,). Alors ¢, ~ c(1, —a) avec
¢ = ¢p(vy). En particulier, o7, est non dégénérée.

Notons E = F[Z]/(Z% — a), et soit a 'image de Z dans E. On peut considérer L
comme un F-espace vectoriel de dimension 1 pour la loi

Uy = Wy, OWy = AUy
Pour cette loi, on a ¢z (vu) = Ng/p(2)e|z(uw), (z,u) € E x L.
Soit W = L+ ; écrivons v =2 +y, 2 € L, y € W. Alors x € T" }(Sv,, + Tw,) +
R, 1®rLetye R, 1 ®r W. Posons
v=b""(S —Ta)r +y.
Alors ¢(0) =0, car
b<P\L(b_1(S —Ta)r) = b_lNE/F(S - TQ)SO\L(CU) = b_l(S2 - aT2)<P|L(33) = <P\L($)-
11 reste & voir que © € R,_1 ®p V. Pour cela, il faut montrer que (S — Ta)z €
R,_1 ®Fr L.
Supposons d’abord n > 2. Ecrivons
n—1
x=T""1(S+ Ta)v, + Z(STF% + T'w)) + vy, v, w) € L.
i=1
On peut écrire

ST vy + Tty = (ST + oI vy + T Hwy g — av)_y)
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de sorte que
z=T"" S+ Ta)v, +T" (S +Ta) v, + T "N+ 7 = (S+Ta)w+T" " Nv, + &

avec M\ EE, w=T""1+T" 2 et T € Ry_>®F L.
Soit A le conjugué de A sous I'action de Gal(E/F). Comme y € R, 1 @ W, on a,
en calculant modulo Rg,_s :

0=(v) = p(z)
= Np/p((S+Ta)w + T N)p(vn)
= (N((S + Ta)w) + Tr((S + Ta)wT™ X)) + N(T"*X\)p(v,)
= (bN(w) + Tr(S + Ta)T?"2X) + 0)p(vy,)
=0+ ST 2Tr(\) + T?" ' Tr(a\))e(v,) (mod R, o).
Il en résulte que Tr(\) = Tr(a\) = 0, donc que A = 0. Finalement,
(S —Ta)r =bwv, + (S —Ta)Z € R,,—1 ®F L.
Supposons maintenant n = 1. Alors = (S +Ta+ A\)v, pour un A € E, et il suffit
de montrer que A = 0. Mais
0=¢) = (b+STr(A) + T Tr(aX) + N(A\)e(vs) + ©(y)
d’olt de nouveau A = 0, puisque p(y) € F. O

5.6.7. Proposition. — Soient ¢ = (1,—a,—b), K = F(q) = Frac(F[S,T]/(5% —
al? — b)) et ¢ une forme quadratique sur F. Alors il existe un entier p, des formes
wi, ¥ (0 <14 <p) et des scalaires ¢; € F* (0 <i<p—1) tels que pg = ¢ et

(i) pi~c(l,—a) L, 0<i<p-—1;

(i) @it1 = eib{l,—a) L, 0<i<p—1;

(ii) ((¢p)an)K est anisotrope.

Démonstration. — Récurrence sur dim ¢. On peut supposer ¢ anisotrope et pg iso-
trope.

Comme K est le corps des fractions de R, il existe n > 0 et v € R, ®p V tels que
©(v) = 0. On raisonne par récurrence sur n. Puisque ¢ est anisotrope, on a n > 0.
On peut supposer que v ¢ R,—1 ®F V. On choisit ¢1 = @, ou ¢ est comme dans le
lemme 5.6.6. Si ¢ est anisotrope, on applique I’hypothese de récurrence pour n — 1;
si ¢ est isotrope, on applique ’hypothese de récurrence pour dim,, () < dim . On

obtient ainsi une suite de formes (po,...,pp) vérifiant les conditions (i)-(iii) de la
proposition 5.6.7 (p est le premier entier — qui existe nécessairement — tel que (¢p)an
reste anisotrope sur K). O
5.6.8. Remarque. — On peut montrer que, dans la démonstration ci-dessus, ’en-

tier n peut étre choisi < dim“’%w, cf. [148]. Cela rend la construction de la suite
(¢4) effective.
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Démonstration du théoréme 5.6.4 a). — On remarque simplement qu’avec les nota-
tions de la proposition 5.6.7, (¢;)k ~ @K pour tout i < p. O

La démonstration de b) repose sur le théoréme suivant :

5.6.9. Théoréme ([70, th. 7.2]). — Soient 1 < m < n et q € P, (F), définie par
(0,7). Soit ¢ € P,(F). Supposons qp () isotrope et (qp(y))an définie sur F. Alors o
et ¢ sont (n — 1)-liées.

(La réciproque est vraie, cf. [70, th. 7.2].)

Démonstration. — On remarque d’abord que

2m sio~p

dim,, =
(qF(W)) {2” —2™ sio % .

En effet, sio >~ ¢, on a qp(,) ~ —7r(y) ; d’autre part, 7p(,,) est anisotrope d’apres le
théoreme 3.2.4. Si o % ¢, 0p(,) est anisotrope et 2" > dima, (¢p(,)) > dimo—dim T =
2" — 2™ Par le théoréme 5.5.8, i1(q) = 2™~1, d’ot1 'assertion.

Supposons (qr(y))an définie sur F' par une forme 7. D’apres ce qui précede, on a
2™m < dimp < 2™ - 2™
d’on
0 < dimg, (g L —n) < 2"
Comme (¢ L —n)p(y) ~ 0, le corollaire 3.2.5 entraine que (¢ L —7)an =~ ap pour
un scalaire a. Par conséquent :
ap~ql-—n~ocl -1l -—n

c’est-a-dire
ol —ap~T1Lln

Mais dim(7 L n) < 2™ + 2" — 2™ = 2" d’olt i(0c L —ap) > 2"~ L. La conclusion
résulte alors du théoreme 2.3.2. O

La démonstration du théoréme 5.6.4 b) consiste alors & fabriquer une extension
convenable K de F, une forme o € P, (K) telle que ¢ et o ne soient pas (n — 1)-lides,
et une forme 7 € P, (K) telle que 7 et o soient (m—1)-liées, telles que ¢ := (00 L —7)an
devienne isotrope sur K (¢). Nous renvoyons a [83] et a [70, §8] pour les détails.

Sivatski a travaillé sur les extensions excellentes, donnant de nombreux contre-
exemples : notamment des exemples d’extensions biquadratiques non excellentes, cf.
[199].
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5.7. Formes de hauteur 2

La classification des formes de hauteur 2 est, a ’heure actuelle, encore un probleme
ouvert. Le terrain a toutefois été bien défriché par Knebusch, Fitzgerald, I’auteur, Hur-
relbrink-Rehmann et Hoffmann. Décrivons ici les résultats connus (voir aussi §E.9.A).

Soit ¢ une forme quadratique de hauteur 2. On peut classifier ¢ selon I'un des trois
types suivants :

Type I : q est excellente.
Type II : g est bonne sans étre excellente.
Type III : ¢ n’est pas bonne.

Les formes excellentes sont considérées comme connues. Pour les autres, on a :

5.7.1. Théoréme. — Si q est de type II,

a) Knebusch [123, lemme 10.1]: qp(r) € GP(F(7)) \ {0}, ot 7 est la descente
de la forme dominante de q; on a dimq = 2", avec N > degq.

b) Hoffmann [71]: On a N = deg(q) + 1. En particulier, ¢ € Py, ,,(F), ot
n = deg(q).

Démonstration

a) On a qp(gr) ~ 0, donc h(gp(r)) < 1. Supposons qp(,) isotrope, donc hy-
perbolique. Par le corollaire 3.2.5, il existe p telle que ¢ ~ 7 ® p. Comme
deg(7) = deg(q), dim p est nécessairement impaire. Mais alors, on a

p=(a) (mod I*F)
pour a € F* convenable (cf. corollaire 6.1.4(3)). Donc
q~ar L

avec degy > degq + 1. D’apres le théoreme 4.3.3, g1 est définie sur F, ce qui
contredit I’hypothese.

b) Ecrivons

T=0® (a)
avec 0 € P,_1(F). Soient k > 1, K = F(Ty,...,T) et n = {(Th,...,Tx)) €
P (K). Alors i est anisotrope par le lemme 2.4.1 et o ® 1 est anisotrope par
le lemme 5.2.6 a). De méme, la forme
Y=ok ®((a) L —n) ~ox@n L -7k
est anisotrope : si 1 = {(T1,...,Tk-1)), on a
Y og® ((a) 1L —’r]ll) 1 —Tyox ®m

et on applique le lemme 5.2.5 et une récurrence sur k. Par conséquent, i €
Piyn—1,(K). Finalement, gx est anisotrope, de hauteur 2 et de type II : les

(3)Le lecteur vérifiera que la démonstration du corollaire 6.1.4 n’utilise pas le théoréme 5.7.1 a).
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deux premieres assertions sont claires, qx est évidemment bonne mais ne peut
pas étre excellente puisque sa dimension est une puissance de 2.
Prenons maintenant kK = N —n + 1. On a

Y1lgg=ox®n Ll —1xk L7k =0 (mod J,41(K))

c’est-a-dire deg(¢¥» L qx) > n. Soit E le corps de déploiement générique de
¥ L qi. Par le théoreme 3.2.4 appliqué de maniére répétée, 7 est anisotrope.
Par ailleurs, g (), Yi(r) € GPn(K (7)) \ {0} : cela résulte de a) pour gx et du
théoreme 5.5.8 (i) pour ¢. En appliquant le lemme 4.3.8, on en déduit que g, et
11, sont anisotropes, ol L est le corps de déploiement générique de (v L qx )k (r)-
Mais I'extension FL/L est transcendante pure ; par conséquent ggy, et ¥z, sont
anisotropes, et donc gg et ¥ g sont anisotropes.

Comme dimy = dimg, on a ¥g ~ —qg. Mais, puisque 7g est anisotrope,
Vg € Pyyn(E). Comme h(gr) < h(g) = 2, le théoréme 5.5.8 entraine alors que
N=n+1.

O

D’apres les théoremes 5.5.8 et 5.7.1, une forme q est de hauteur 2, de type II et de
degré n si et seulement si ¢ € P’ ,,(F). On a

5.7.2. Conjecture ([99, conj. 7 a)], [70, conj. 3.9]). — On a GP,p1,(F) =
PY .y, (F) pour tout n > 1. En d’autres termes (lemme 5.5.6), toute forme q
de hauteur 2, de degré n et de type II est de la forme n @ w, ot dimn = 4 et
e Pnfl(F)

Cette conjecture est vraie pour n < 3 (voir ci-dessous). En général, elle est au
moins vraie « stablement » :

5.7.3. Proposition ([70, cor. 3.13]). — Soient 1 < m < n. Soit ¢ € Py, (F),
anisotrope. Alors il existe une extension K/F telle que qx soit anisotrope et dans
GP, n(K).

Démonstration. — Soient 7 la (descente de la) forme dominante de ¢, de sorte que g =
T7®n (mod J,(F)) pour une forme n de dimension impaire. On se ramene d’abord au
cas ot dimn = 1. Soit L le corps dominant de 7®7. Comme deg(7®mn) = m (corollaire
4.3.10), (T ® )L ~ a7 pour un a € L*. D’autre part, qp-) € GP,(F(7)) — {0}
(théoreme 5.5.8 (i)); par ailleurs, L(7)/F(7) est transcendante pure puisque (7 ®
7) F(r) ~ 0. Par conséquent, q(r) est anisotrope, et donc g1, est anisotrope. Il en
résulte qu’on a encore qr, € GP,, (L), et ¢ = at (mod J,(L)).

Soit maintenant K le corps dominant de ¢ := q;, L —ar. On a ¢ € J,(L) \ {0}
et dimp < 2"*! donc deg(¢) = n. En appliquant le théoréme 5.2.2 de maniere
répétée, on voit que gx et Tx sont anisotropes. De plus,(¢x L Tx)an € GPn(K),
donc gk € GP,, n(K). O
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5.7.4. Conjecture ([99, conj. 8] ; cf. proposition 5.6.2)
Soit ¢ € GP,(F) ; soit p € Poy1(F(q)), définie sur F. Alors il existe 1 € P11 (F)
telle que Yp(q) =~ .

Cette conjecture est vraie sin = 1,2, d’apres 'exemple 5.6.3 (iv), le théoréme 5.6.4 a)
et la proposition 5.6.2. Elle est vraie également pour n = 3 (voir ci-dessous).

5.7.5. Théoréme (][99, th. 4.2]). — Les conjectures 5.7.2 et 5.7.4 sont équivalentes.

5.7.6. Conjecture ([99, conj. 9], [70, conj. 3.10]). — Soit g € J,+1(F)\ {0}, avec
dimg > 271, Alors dim g > 2" *! 4 27,

Cette conjecture est vraie pour n < 1 (trivialement), pour n = 2 (Pfister) et pour
n = 3 (Hoffmann [72]).

Il suffirait de démontrer la conjecture 5.7.6 pour ¢ de hauteur 2. Elle est vraie
pour les formes de type I ou II. En ce qui concerne les formes de type III, on a une
conjecture plus précise. Notons d’abord qu’il n’y a pas de formes de type III et de
degré 1 : en effet, toute forme de degré 1 est bonne (proposition 6.1.6 ci-dessous). Les
formes suivantes sont des exemples de formes de hauteur 2, de type III et de degré 2 :

5.7.7. Définition. — Une forme d’Albert g est une forme de dimension 6 telle
que q € I?F.

5.7.8. Conjecture ([99, conj. 7 b)]). — Soit q de hauteur 2, de type III et de degré
n+1>2. Alors g~y ®m, ot~y est une forme d’Albert et m € P,_1(F).

5.7.9. Théoréme

a) La conjecture 5.7.8 entraine la conjecture 5.7.6.
b) [99, prop. 4.3], [70, prop. 3.11]: La conjecture 5.7.6 entraine les conjectures
5.7.2 et 5.7.4.

Démonstration

a) est évident.

b) Soit ¢ de hauteur 2, de type II et de degré n, de forme dominante 7. Soit
0 = (¢ L —aT)an, ot @ € D(q). Alors ¢ € J,(F)\ {0} et dimyp < 2" +
2", La conjecture 5.7.6 implique donc que dimg,(p) = 2"+, c’est-a-dire ¢ €
GP,+1(F). On conclut par le théoréme 5.7.5.

O
5.7.10. Corollaire. — Les conjectures 5.7.2, 5.7.4 et 5.7.6 sont vraies pour n < 3.

Par contre, la conjecture 5.7.8 n’est pas connue dans ce domaine. Toutefois, nous
verrons plus loin (corollaire 7.2.2) que

5.7.11. Théoréme ([99]). — La conjecture 5.7.8 est vraie pour n = 1.
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Mentionnons également que Vishik a démontré les conséquences « dimension-
nelles »des conjectures 5.7.2 et 5.7.8 :

5.7.12. Théoréme ([212, th. 3.1]). — Soit ¢ une forme anisotrope de hauteur 2 et
de degré n > 0. Alors
a) Sin =0, dimq est de la forme 2¢ —2° +1 et i1(q) est de la forme 2°~1 —20 1
pour a >b>1 (le cas a =b+1 est permis).
b) Sin>0, ona

dimgq € {27 +2n~ 1 2nfl ortl _ony (p > ).

Voir §E.9.A.

5.8. Exercices

5.8.1. — Justifier 'exemple 5.6.3 (ii).

5.8.2%

a) Si ¢ est une sous-forme d’une forme de Pfister ¢, on a G(q) C G(yp).

b) Si ¢ est voisine d'une forme de Pfister ¢, on a D?(q) = D?(p) (voir exercice
2.5.2). En particulier, D?(q) est un sous-groupe de F*.

c) Montrer par un exemple qu’en général, si ¢ est voisine d’une forme de Pfister,
Iinclusion G(g) C D?(q) est stricte.
(On calculera G(q) quand dimq = 3.)

d) Est-il vrai en général que, si ¢ ~ ¢/, alors D?(q) = D?*(¢')?

5.8.3 (Knebusch). — Soit g une forme excellente de hauteur i ; notons ¢; I'unique
F-forme définissant la i-eme forme noyau de ¢q. Notons p la forme de Pfister dont ¢
est voisine, et p; la forme de Pfister dont ¢; est voisine. Soit s € [1, h).

a) Si s est impair, ¢ L (—1)%qs est excellente et voisine de p.

b) Si s est pair, on a ¢ ~ ¢ L (—1)°gs, avec ¢ excellente. Si s = 2 et dimp =
2dim pq, alors ¢ est semblable a p;. Sinon, ¢ est voisine de p.
(Procéder comme dans le cours, qui traite le cas ot s = h et degg = 0.)

5.8.4 (Hoffmann). — Soient n > 0 et ¢ une forme anisotrope de dimension 2" +m,
avec 0 < m < 2". On rappelle que i(gp(g)) < m (corollaire 5.2.8). On dit que ¢ a
déploiement mazimal si i(qp(q)) = m.

a) Si g est voisine d’une forme de Pfister, elle a déploiement maximal.

b) Il existe des formes ayant déploiement maximal qui ne sont pas voisines d’une
forme de Pfister.
(Considérer une sous-forme de dimension 5 d’une forme d’Albert anisotrope.)

c¢) Si g a déploiement maximal et ¢’ < ¢ avec dim¢q > 2", alors ¢’ a également
déploiement maximal et ¢’ ~ ¢. En particulier, ¢’ est voisine si et seulement si g I’est.
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5.8.5%%% — Soient n > 1 et g une forme quadratique anisotrope de dimension
> 2n72,

a) Fitzgerald: Montrer que les n-formes de Pfister anisotropes contenant une
sous-forme semblable & ¢ forment les éléments # 0 d’un sous-groupe additif de W (F).

b) Hoffmann: On suppose dimgq < 2"~1. Montrer qu’il existe une extension
K/F et une n-forme de Pfister anisotrope 7 sur K telles que I'extension K (7)/F soit
transcendante pure et que 7w contienne une sous-forme isomorphe a qg .
(Raisonner comme dans la démonstration du théoréme 5.2.2.)

¢) Hoffmann: On suppose dimg = 2"~! + 1. Montrer que la conclusion de b)
reste vraie a condition de ne pas exiger que K(7)/F soit transcendante pure.
(Appliguer b) & une sous-forme ¢’ de q de dimension 2" : avec les notations de b),
onaq=~gqg L {a)etm~qy L q aveca € F* et dimq” = 2"~ 1. Considérer
K(¢" L (~a)).)

d) On suppose que 2"~! < dimg < 2". Montrer que ¢ a déploiement maximal
(exercice 5.8.4) si et seulement §'il existe une extension L/F telle que

— qr, soit voisine d’une n-forme de Pfister anisotrope;

= h(qr) = h(q).

(Utiliser Uexercice 5.8.4, reprendre la construction de c) et utiliser le théoréme 5.2.2.)






CHAPITRE 6

INVARIANTS ELEMENTAIRES

A une forme quadratique sont associés des invariants de grande importance. Le
premier que nous avons considéré est la dimension modulo 2 introduite dans la section
2.1; bien qu’assez trivial, il sert & définir I'idéal I F' et ses puissances. Apres celui-ci,
le plus connu est le discriminant, étudié au §6.1. Mais il existe aussi I'invariant de
Clifford, introduit au §6.2, et les invariants cohomologiques supérieurs, intimement
liés a la K-théorie algébrique, qui apparaitront au chapitre 9.

6.1. Le discriminant

6.1.1. Définition. — Soit ¢ une forme quadratique de dimension n. Soient V' 1’es-
pace sous-jacent a q, e = (e1, ..., e,) une base de V et @) la matrice de ¢ dans la base
e (¢ij = q(ei, e5)). Le discriminant de ¢ (appelé signed discriminant dans Lam [146])
est

n(n—1)

dig=(—-1)"2 detQ € F*/F*2.

Il est indépendant de la base e.

La derniere affirmation est claire, puisque si €’ est autre base de V et P est la
matrice de passage de e & ¢/, la matrice de ¢ dans la base €’ est

Q/ — tPQP
et det Q" = det Q(det P)?.

Il paraitrait plus naturel de définir le discriminant de ¢ comme det () ; mais celui-ci
ne dépend pas que de la classe de ¢ dans W (F'). C’est au contraire le cas de d+q. Plus
précisément :

6.1.2. Proposition

a) Siqg=/{a,...,an), on adyq= (—1)wa1...an.

b) di(g L q)=digdsq' (—1)™ sin' =dimq'.
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c) di(qg L H) =dygq. ,
d) di(g®q') = (deq)" (dxq')".

Démonstration. — a) est clair, b) et d) résultent respectivement des identités
n+n"\ _[n n n’ 4o nn"\ _ (n' e (™) 4o n'
2 )7 \2 2 ) T 2 )~ "\2) "2 2)\2)
c) résulte de b). O
6.1.3. Théoréme. — L’invariant d+ induit un isomorphisme IF/I?F = F*/F*2.

Démonstration. — La proposition 6.1.2 b) montre que d4|;r est un homomorphisme,
et d) montre que dy|;2p = 1. Ainsi di induit un homomorphisme d: IF/I’F —
F*/F*2) qui est surjectif puisque d+ ({1, —a)) = a pour a € F*/F*2.

Pour démontrer que d est injectif, il faut montrer que ¢ € I?F si g € IF est tel
que d+g = 1. On procede par récurrence sur dim g. Ecrivons ¢ = (aq, ..., a2,). Alors
aon = (71)“(11 .. Qop—1 € F“k/l‘?)'<2 et
qn~ <a'17 --5A2n—3, (_1)n71a1 e a‘27l—3>

L((=1)"a1...am—3,a2n—2, 02,1, (—1)"a1 ... a2,—1).

Par récurrence, le premier facteur est dans I2F, et le second peut s’écrire

(—1)”@1 ce a2n73<17 (—1)"a1 R a2n73a2n,2> & <1, (—1)"0,1 R a2n73a2n71> e I’F.

O
6.1.4. Corollaire
a) Pour toute forme quadratique q de dimension impaire, on a q¢ = (d+q)
(mod I%F).
b) Pour toute forme quadratique q de dimension paire, on a q¢ = (1,—d+q)
(mod I?F).

Démonstration. — Cela résulte de la proposition 6.1.2 b) et du théoreme 6.1.3. O

On peut décrire explicitement l'extension de Z/2 par F*/F*? définie par
W(F)/I?F wvia le théoréme 6.1.3. Notons Q(F) lensemble Z/2 x F*/F*? muni
de la loi de composition suivante :

(a,u) + (b,v) = (a+ b, (—1)Puv).
6.1.5. Proposition. — L’application q — (dim q,d+q) induit un isomorphisme
W(F)/I’F = Q(F).
Démonstration. — D’apres le théoreme 6.1.3, il suffit de vérifier que ’application

en question est un homomorphisme, ce qui résulte immédiatement de la proposi-
tion 6.1.2 b). O
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6.1.6. Proposition. — Toute forme de degré 1 est bonne.
Démonstration. — Soit ¢ de degré 1, de hauteur h et de forme dominante 7. On a
évidemment dyq = dygn—1 = da7, dout 7 =~ {(di 7)) = (d+q)). O

6.1.7. Lemme. — Soit dimq > 3. Alors F*/F*? — F(q)*/F(q)*? est injectif.
Démonstration. — Cela résulte de la proposition 3.1.4. O

6.1.8. Proposition

a) degq =1 si et seulement si g € IF et deq # 1.
b) Jo(F) = I*F.

Démonstration. — On sait déja que Jo(F) D I*F (corollaire 4.3.6). Réciproquement,
le lemme 6.1.7 montre que q € Jo(F) = diqn—1 = 1 = diqg = 1, ce qui implique
q € I’F par le théoreme 6.1.3. O

6.2. L’algebre de Clifford

6.2.1. Définition. — Soit ¢ une forme quadratique sur F (éventuellement dégé-
nérée), d’espace vectoriel sous-jacent V. L’algébre de Clifford de ¢, notée C(q), est
le quotient de l'algebre tensorielle T(V) de V par l'idéal bilatére engendré par les
vu—q(v)l,veV.

Si on écrit ¢ = (a,...,a,) sur une base orthogonale (ey,...,e,) de V, on peut
décrire C'(¢q) comme D'algebre définie par des générateurs e; (de degré 1) soumis aux
relations

2
€

eiej +eje; = 0 ifs 7é 7

:ai

6.2.2. Proposition (propriété universelle de C(q)). — Si A est une F-algebre
et f:V — A un homomorphisme de F-espaces vectoriels tel que f(v)? = q(v) pour
tout v, alors f se prolonge de maniére unique en un homomorphisme de F-algébres

f:0(V)— A.

Comme T'(V) est une algebre graduée et que les relations de C(¢) ont des parties
homogenes de degré pair, I'algebre C(q) hérite d’une Z/2-graduation. On note Cy(q)
(resp. C1(q)) sa partie de degré pair (resp. impair).

6.2.3. Définition. — On appelle superalgébre une algebre Z/2-graduée.

6.2.4. Définition. — Soient A, B deux F-superalgebres. Le produit tensoriel gradué
de A et B est la superalgébre AQrB définie comme suit :
— l'espace vectoriel sous-jacent & AQpB est AQpB ;
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— si (a,a’,b,b") € A% x B? sont homogenes, on a
(a@b)(a' &) = (1)1 IPlag’ &bl .
— pour a € A, b € B homogenes de degrés 4, j, ab est homogene de degré i + j.

6.2.5. Proposition. — Si dimq = n, alors dimp C(q) = 2".

Démonstration

a) ¢ =0 : dans ce cas, C(q) est canoniquement isomorphe & 1'algébre extérieure de
V, A(V), qui est de dimension 2.

b) En général, la filtration canonique de T'(V) induit une filtration Fil‘C(V), telle
que Fil'Fil’? C Fil"™J. Posons gr* = @,sq Fil'/Fil'™" : gr*C(V) est une
algebre graduée. L’homomorphisme naturel

THV) =V® — Fil'C(V) — gr'C(V)
se factorise & travers un isomorphisme A (V) = gr*C(V), puisque les relations
de C(V) se réduisent & celles de A(V') dans le gradué gr*C(V).
O

Si q1,q2 sont deux formes quadratiques sur F', d’espaces sous-jacents Vi, Vb, les
inclusions V; — Vi @ Vo — C(q1 L g2) et la propriété universelle de lalgebre de
Clifford induisent des homomorphismes d’algebres

Clgi) — Clar L ¢2)
qui sont des homomorphismes de superalgebres.

Dans C(¢q1 L g2), on a v1vg = —vvy pour (v1,v2) € V3 X Vo : ces homomorphismes
se prolongent donc en un homomorphisme de superalgebres

(6.2.1) C(01)®rC(g2) — Cla1 L q2).

6.2.6. Théoréme. — L’homomorphisme (6.2.1) est un isomorphisme de superalge-
bres.

Démonstration. — 1l est clairement surjectif, et il est injectif par la proposition 6.2.5.

O
On aura besoin plus loin du corollaire suivant :

6.2.7. Corollaire. — Soient q une forme quadratique, a € F* et ¢ = (—a) L q.
Alors C(aq) est isomorphe (en tant qu’algébre non graduée) da Cy(q’).

Démonstration. — On a C(¢') ~ C({—a))®rC(q), d’ott un isomorphisme d’espaces
vectoriels

C(q) ~ Co((—a))&rC(q) ® C1({(—a))&rC(q) = C(q) ® 2C(q)
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2

ol z est le générateur canonique de C;({—a}) tel que z° = —a. On en déduit :

Co(q') ~ Co(q) ® 2C1(q).

11 reste & identifier le membre de droite & C(aq). Mais z commute a Cp(q) et
anticommute & C1(q) ; en particulier,

(2v)? = zvzv = —2%0% = aq(v)

pour v € V, ol V est espace vectoriel sous-jacent & ¢. Il en résulte (proposition 6.2.2)
que 'application linéaire

V — Co(q) ® 2C1(q)

V> 20
se prolonge en un homomorphisme d’algebres
Claq) — Co(q) ® 2C1(q).

Comme zV engendre évidemment Cy(q)®2C1(q), cet homomorphisme est surjectif,
et il est bijectif pour des raisons de dimension. O

6.2.8. Corollaire. — Pour toute forme quadratique q de dimension n, on a
dim Cy(q) = dim Cy(¢q) = 2L

6.3. Le groupe de Brauer-Wall

Rappelons (appendice A) que le groupe de Brauer B(F') de F est défini comme
le groupe des classes de similitudes de F-algebres centrales simples, la loi de groupe
étant induite par le produit tensoriel des algebres. Si A est une F-algebre centrale
simple, on note [A] sa classe dans B(F); l'inverse de [A] est la classe de algebre
opposée A”; le groupe B(F) est commutatif.

Nous allons décrire ici un analogue du groupe de Brauer pour les F-superalgebres :
le groupe de Brauer-Wall.

Soit A une F-superalgebre. Commencons par rappeler quelques notions sur A :

6.3.1. Définition. — La superalgebre A est simple si ses seuls idéaux gradués bi-
lateres sont 0 et A.

6.3.2. Définition

a) Le centre (gradué) d’une superalgebre A est Z(A) = Zy(A) @ Z1(A), ot Z;(A) =
{a€ A; |Vx € Aj,ax = (—1)¥za,j = 0,1}

b) La F-superalgtbre A est centrale si Z(A) = (F,0).

6.3.3. Exemples
i) Soit A une F-algebre. On définit une superalgebre i(A) par i(A)p = 4, i(A); = 0.
Si A est centrale simple, i(A) est centrale simple (comme superalgebre).
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ii) Soit V = V&V, un F-superespace vectoriel de dimension finie. L’algeébre
Endp (V) admet une graduation naturelle, ot un endomorphisme u est pair si u(V;) C
V; et impair si u(V;) = V11 (i € Z/2). Cette superalgebre est centrale simple [146,
ex. IV.2.6].

ili) Soit @ € F*. La superalgebre C'({(a)) est isomorphe, comme algebre non graduée,
a F[t]/(t*> — a). Sa graduation est I'unique graduation telle que |t| = 1. Il est facile de
voir que cette superalgebre est centrale simple [146, ex. IV.2.4].

6.3.4. Proposition ([146, th. IV.2.3]). — Si A, B sont deuzr F-superalgébres cen-
trales et simples, il en est de méme de AQpB.

6.3.5. Théoréme. — Pour toute forme quadratique q non dégénérée, la F-superal-
gébre C(q) est centrale simple.

Démonstration. — Par le théoreme 1.2.1, le théoreme 6.2.6 et la proposition 6.3.4,
on se réduit au cas dimg = 1, qui est traité dans exemple 6.3.3 (iii). O

6.3.6. Définition

a) Deux F-superalgebres A, B sont semblables s'il existe deux F-superespaces vec-
toriels V, W tels que l'on ait AQEndr(V) ~ BEndr(W) (cf. exemple 6.3.3). Nota-
tion : A ~ B.

b) Soit A une superalgebre. La superalgébre opposée A* est définie comme suit :
son espace vectoriel sous-jacent est {a* | a € A}, sa graduation est donnée par
Ar = {a* | |a| = i} et son produit est donné par a*b* = (—1)I*/I’lb*a* pour a,b
homogenes.

6.3.7. Théoréme ([222], [146, IV.4.1]). — La relation de similitude est une rela-
tion d’équivalence entre F-superalgebres centrales simples, compatible avec le produit
tensoriel gradué. Le semi-groupe des classes d’équivalence est un groupe commutatif,
appelé groupe de Brauer-Wall de F' et noté BW(F). Si A est une F-superalgébre cen-
trale simple, de classe (A) en BW(F), un représentant de —(A) est l’algébre A* de la
définition 6.5.6 b).

Pour vérifier que BW(F) est commutatif, on observe que, si A et B sont deux
F-superalgebres, on a un isomorphisme de F-superalgebres
A®B -~ B&A
donné par

a®b — (=1)l9llblp&q

pour a,b homogenes.

a b

Pour a,b € F*, notons (F

(cf. appendice A.3.A).

) l'algebre de quaternions déterminée par (a,b)
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6.3.8. Proposition
a) On a un isomorphisme
C(H) ~ Endp(FOF).
b) Pour a,b,c € F*, on a des isomorphismes et similitudes
(i) C({ac, be))®i(*") ~ C((a,0))@i(*") ;
(i) C(a, b)) ~i(%") ;
(iii) C({a,b,c)) ~ 1.

Démonstration. — Remarquons que les superalgebres intervenant sont toutes cen-
trales simples. Pour montrer que deux d’entre elles sont isomorphes, il suffit donc de
vérifier qu’elles ont méme dimension et de produire un homomorphisme de 'une vers
lautre. En effet, cet homomorphisme sera injectif par simplicité, et surjectif pour des
raisons de dimension.

a) Soit (e1,e2) la base canonique de H = (1,—1). Alors C(H) a pour base

(1,e1,e2,e1€2), avec le1] = lea] = 1 et €2 = 1, €2 = —1, ejea = —egey.
De méme, Endp(F&F) a pour base (Ejj); jefoa1} avec |Egl = |Eu| = 0,
|Eo1| = |F10] = 1. On vérifie que Iisomorphisme cherché est induit par

1+—— Ego + E11
er — Eo1 + Eqo

ex — Eo1 — Eqo

(cf. démonstration du théoréme A.3.3).
b) Notons que (i) se réduit formellement & son cas particulier ac = 1. Il suffit donc
de définir un homomorphisme (de superalgebres)

C({1, ab))&i(Ma(F)) =5 C((a, b))&i (an>'

Rappelons que Ms(F') peut étre décrit comme ’algébre de quaternions de
base (1,i,7,4j), avec i? = a, j2 = 1, ij = —ji. Soit de méme (1,7, j',4'j) la
base canonique de Valgébre (%), avec i'* = a, j'* = b, i'j’ = —j'i’". Soit enfin
(e1,e2) (resp. (e],¢e5)) la base orthogonale canonique de la forme (1,ab) (resp.

(a, by), de sorte que C((1,ab)) (resp. C({a,b))) a pour base
(1,e1,€e2,e1€2) avec e% = 1,6% =ab,e1es = —eqeq

(resp.

VA, ’2 12 ’r ’ ol
(1,e7,e5,e1e5) avec ey =a,es,” =b,ejes = —eqeq).
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On vérifie alors que ’homomorphisme cherché est induit par

X A -1
e1®1 — e &’

ea®1 — eh&i’
1®i — 17’
16) — erer®(i's') 7"
Enfin, (ii) et (iii) se déduisent facilement de (i) ((ii) est équivalent au cas
particulier juste démontré).

O

6.3.9. Corollaire. — Le foncteur g — C(q) induit un homomorphisme
C:W(F)/I?F — BW(F).

Démonstration. — Le théoreme 6.3.5 dit que, pour toute forme g non dégénérée,
C(q) définit un élément (C(q)) de BW(F), et le théoreme 6.2.6 dit que (C(¢ L ¢')) =
(C(q)) + {C(q")). La conclusion résulte de la proposition 6.3.8. O

6.4. Une filtration sur BW(F); un théoréme de Merkurjev

Soit A = Ay ® A; une F-superalgebre centrale simple. D’apres [222], [146, ch. IV,
th. 3.6 et 3.8], deux cas se présentent :
— La F-algebre A est simple centrale en tant qu’algebre non graduée.
— A n’est pas centrale. Alors A est semi-simple et son centre Z(A) est une F-algebre
étale de rang 2.
Dans le premier (resp. second) cas, on dit que A est de type pair (resp. de type
impair). De plus (ibid.) :
— Dans le cas pair, Ay est semi-simple et son centre est une F-algebre étale de
rang 2.
— Dans le cas impair, Ay est centrale simple sur F'. De plus, le Ap-module A7 est
isomorphe & Ay (donc de méme dimension).
Définissons une application

¢ :BW(F) — Z/2 x F*/F*? x B(F)
(A) — ((A),0(A),b(A))
de la maniere suivante :
) = 1 si A est de type impair
0 si A est de type pair.
(A) = d(Z(A)) si A est de type impair
d(Z(Ap)) si A est de type pair
ol, pour toute F-algebre étale E, d(E) est son discriminant.
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Cb(d) = {[Ao] si A est de type impair
[A]  si A est de type pair.
6.4.1. Théoréme
a) L’application ¢ est une bijection.
b) e est un homomorphisme.
¢) Soit BWW(F) le noyau de e. Alors la restriction de 6 ¢ BWW(F) est un
homomorphisme.

d) Soit BW®(F) le noyau de 8. Alors BW® (F) = i(B(F)) et la restriction de b
a BW®(F) est Uinverse de i.
e) L’application (A) — (e(A),0(A)) induit un isomorphisme
BW(F)/BW®/(F) — Q(F)
ot Q(F) est le groupe défini avant la proposition 6.1.5.

f) La loi d’addition induite sur Z/2 x F*/F*? x B(F) par transport de structure
via @ est donnée par
(m,a,z) + (n,b,y) = (m +n, (=1)""ab,z +y + ((-1)""Va, (=1)"+"p))
ot (u,v) désigne la classe de l'algébre de quaternions (“,") dans B(F).

Démonstration
a)-e) Voir [222], [146, ch. IV, th. 3.11 et 4.4].
f) Voir [146, p. 117-119).

6.4.2. Proposition. — Soit q une forme quadratique sur F. Alors on a :
e(C(q)) = dimg
6(C(q)) = dq.
Démonstration. — Considérons les deux homomorphismes
(dim,d+), (,0) o C : W(F)/I*F = Q(F).

Pour démontrer qu’ils coincident, il suffit de le vérifier sur un systeme de
générateurs de W (F), par exemple les (a) pour a € F*, auquel cas c’est trivial. [

6.4.3. Corollaire. — Awvec les notations du corollaire 6.3.9 et du théoréme 6.4.1,
on a, pourn =1,2,3 :
CUI"F) c BW™(F).

On aura besoin plus loin du lemme suivant :
6.4.4. Lemme. — Soit ¢ € I?F. On a alors

Colg) ~ A x A
C(q) =~ Mz(A)
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pour une algebre centrale simple A convenable.

Démonstration. — D’apres la proposition 6.4.2, C(q) est de type pair et 6(C(q))
= 1. D’apres le théoreme 6.4.1, C(q) est donc semblable & i(Ag) pour une algebre
centrale simple Ay convenable. En d’autres termes, il existe un superespace vectoriel
V =V, & V; tel que
C(q) ~i(Ag)@rEndr (V).
Comme dim Cy(¢q) = dim C1(q), on a dimVj = dim V4. En identifiant V3 & V4, on
peut donc encore écrire

Z(Ao)@pETLdF(V) =~ Z(Ao RF EndF(VQ))®FM2(F)
ce qui donne le lemme avec A = Ay @ Endr(Vp). O
Pour la commodité du lecteur, nous reproduisons la table de [146, p. 111] donnant
la structure de l'algebre de Clifford d’une forme quadratique, cas par cas. Pour les

démonstrations nous renvoyons & Lam [146]. On fixe une forme quadratique ¢; on
note dim ¢ = n, d+q = d. Pour toute F-algebre A, on note Z(A) le centre de A.

[ n | d [ z(C) ] C(q) [Z(Co(a)) | Cole)  [deg(q) |
impair | ¢ F*? | F(vd) simple F centrale simple 0
EF*2| FxF | Colg) xColq)
pair ¢ F*2 F centrale simple | F(vd) simple 1
€ F*? My (A) FxF | AxA, Acs. >2

6.4.5. Définition. — Pour toute forme quadratique, on note ¢(q) I’élément b(C(q))
de B(F); on l'appelle V'invariant de Clifford de q.

On a donc
@ [Co(q)] sidim g est impaire
C =
[C(q)] sidimg est paire.

6.4.6. Remarque. — Dans [146], 'invariant c¢(q) est appelé 'invariant de Witt de
q; le terme invariant de Clifford y désigne la classe de C(q) dans BW(F). Bien que
cette terminologie soit plus logique et historiquement plus correcte, celle ci-dessus
s’est progressivement imposée. C’est donc celle que nous adopterons ici.

Le théoreme 6.4.1 f) fournit la loi d’addition suivante pour l'invariant c :
6.4.7. Proposition. — Soient q,q' deux formes quadratiques. Alors
cla Ld')=cla) +e(d) + ()" Vdig, (-1)"V"dq)
oum =dimg, n =dimg¢'.
On aura aussi besoin plus loin des formules suivantes :

6.4.8. Proposition
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a) Soient v, € IF. Alors c(p @) = (drp, dL1)).
b) Soient ¢ une forme quadratique et a € F*. Alors
c(q) + (a,d1q) sidimgq est paire
c(aq) = . o
c(q) st dim ¢ est impaire.

Démonstration
a) Soient @ = diyp, b = dytp. Alors ¢ = (1,—a) (mod I?°F) et ¢ = (1,-b)
(mod I?F) (corollaire 6.2.7 b)). Il en résulte que ¢ ® ¥ = {(a,b)) (mod I*F).
D’apres la proposition 6.4.7, la restriction de ¢ & I?F est un homomorphisme

de noyau contenant I2F. Par conséquent,
e @) = c({a, b)) = (a,b)
d’apres la proposition 6.3.8 (ii).
b) Supposons d’abord ¢ € TF. On a
c(qg L aq) = c(q) + c(aq) + (d+q,ds(aqg)) (proposition 6.4.7)
= ¢(q) + c¢(aq) + (d+gq,d+q) (proposition 6.1.2 d))
=c(q) + c(aq) + (—1,d+q) (lemme A.3.5).
D’autre part, ¢(q L aq) = ¢({1,a) ® q¢) = (—a,d+q), d’ou I"énoncé.
Supposons maintenant dimg impaire. Soit ¢t € F*. D’apres la proposi-
tion 6.4.7 et la proposition 6.1.2 d), on a
(g L (1)) = c(q) + (d+q, )
c(bg L (bt)) = c(bq) + (bdq, bt).
D’autre part, d’apres le cas précédent, on a
clag L {at)) = c(q L (t)) + (a,d+(q L (t))) = c(q L (t)) + (a, —td+q).
Il en résulte :
c(aq) + (ad+q, at) = c(q) + (d+q,t) + (a, —td+q)
soit
c(aq) = c(q) + (dxq, t) + (ad+q, at) + (—td+q, a)
=c(q) + (d+q, 1) + (a,at) + (d+q, at) + (—t,a) + (d+q,a)
=¢(q) + (a,—a) = ¢(q).
O

6.4.9. Proposition. — Soit q € I*F, avec indc(q) = 2" > 1 (cf. déf. A.2.8 D)).
Alors dim,, ¢ > 2r + 2.

Démonstration. — On peut supposer ¢ anisotrope; 1’énoncé résulte alors du

lemme 6.4.4. O
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6.4.10. Lemme

a) Soient a,b € F*. Alors la forme {(a,b)) est hyperbolique si et seulement si
({fa, b)) = 0.

b) Soient a,b,c,d € F*. Alors {a,b)) =~ ((c,d)) si et seulement si (a,b) = (¢, d).

c) Soient o,7 € GP2(F). Alors o et T sont semblables si et seulement si ¢(o) =

e(T).
Démonstration
a) En effet, on a c¢({(a,b))) = (an) d’apres la proposition 6.3.8 b) (ii). Les deux
conditions sont chacune équivalente au fait que b soit une norme dans I’extension
F(va)/F.
b) Supposons d’abord que b = d. Alors (ac,b) = 0, donc {(ac,b)) ~ 0 d’apres a),
d’ot
{(a, b)) L —((c,d)) ~ c{ac,b) ~ 0
d ot I’énoncé. En général, d’apres le lemme A.3.6, il existe e tel que (a,b) =
(a,e) = (c,e) = (¢,d), d’ou
{a, b)) ~ {a, €)) ~ {c,e)) ~ (c,d)).
c¢) Posons o = aoy, T = by avec g9, 79 € Po(F). Alors c(o) = ¢(00), ¢(T) = c(10).
L’énoncé résulte donc de b).
O

D’apres la proposition 6.4.7, la restriction de Iinvariant de Clifford & I?F est un
homomorphisme, prenant ses valeurs dans le sous-groupe de 2-torsion o B(F') de B(F).
Merkurjev a démontré le remarquable résultat suivant, qui englobe le lemme 6.4.10
a) et b) :

6.4.11. Théoréme (Merkurjev, [157]). — L’homomorphisme induit
c:I’F/I’F — ,B(F)
est un isomorphisme.
La démonstration de [157] repose sur un résultat de Suslin utilisant la K-théorie de

Quillen. Voir [11] et [221] pour des démonstrations élémentaires (la deuxieme étant
due & Merkurjev lui-méme!). Nous reviendrons sur ce résultat dans Uappendice A.

Notons BWy(F) le sous-ensemble de BW(F') formé des x tels que b(z) € o B(F).
On vérifie facilement que BW(F) est un sous-groupe de BW(F') contenant (2 B(F'))
(ce n’est pas le sous-groupe de 2-torsion de BW(F)!). On déduit du théoreéme 6.4.11 :

6.4.12. Corollaire. — L’homomorphisme C du corollaire 6.3.9 induit un isomor-
phisme
C:W(F)/I?’F =5 BW,(F).
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6.4.13. Proposition (Arason [9, p. 469]). — Soit ¢ une forme quadratique aniso-
trope de dimension > 2. Alors B(F) — B(F(q)) est injectif, sauf si q est semblable
a une sous-forme d’une 2-forme de Pfister. Dans ce cas, Ker(B(F) — B(F(q))) =
{c(7) | 7 € Py(F),q est semblable a une sous-forme de T}. En particulier,

(i) Pourd € F*\ F*2, on a Ker(B(F) — B(F(va))) = {(a,d) | a € F*}.

(ii) Si q est voisine d’une 2-forme de Pfister, on a Ker(B(F) — B(F(q))) =

{0,¢(a)}-

Cette proposition est due & Witt [223] dans le cas dim ¢ = 3.

Démonstration. — Ecrivons F(q) comme extension quadratique d’une exten-
sion transcendante pure L de F. Soit A une F-algebre centrale simple telle que
[A] € Ker(B(F) — B(F(q))). On peut supposer A & division. D’aprés la proposi-
tion A.2.10 c) ci-dessous, Ay, est toujours & division ; d’apres la proposition A.2.10 b),
Ajp est soit triviale, soit un corps de quaternions. Il en est donc de méme de A.
Supposons que A soit un corps de quaternions (apb), et soit ¢ := ((a,b)). D’apres le
lemme 6.4.10, on a @p(g) ~ 0. Mais alors, d’apres le théoreme 3.2.4, ¢ est semblable
a une sous-forme de ¢, ce qui démontre la premiere assertion. Le reste se vérifie alors
facilement. O

6.4.14. Proposition

a) degq =2 si et seulement si dim g est paire, doq =1 et c(q) # 0.
b) J3(F)=I3F.

Démonstration

a) La nécessité résulte de la proposition 6.1.8 et du lemme 6.4.10 ; pour la suffisance,
soit (g;) la famille des noyaux supérieurs de ¢. La proposition 6.4.14 montre que
c(q) # 0= c(gn—1) # 0, ou h est la hauteur de g. En effet, pour tout ¢ < h — 1,
dimg; > 4.

b) D’apres le corollaire 4.3.6 et la proposition 6.1.8, on a I3F C J3(F) C I*F.
D’apres a), J3(F) C Kerc. La conclusion résulte donc du théoréme 6.4.11.

O

6.5. Exercices

6.5.1. — Soient g, ¢’ deux formes quadratiques de dimension impaire. Supposons que
q et ¢’ soient semblables et que d+q = diq’. Montrer que g et ¢’ sont équivalentes.
Montrer par un exemple que la conclusion est fausse si la dimension est paire.

6.5.2. — a) Soit ¢ € I’F de dimension 2n. Montrer (en raisonnant par récurrence
sur n) que C(q) ~ Ms(E(q)), ot E(q) est produit tensoriel de n — 1 algébres de
quaternions. En particulier, I’algebre C(q) n’est pas a division.
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b) Soit E un produit tensoriel de n—1 algebres de quaternions. Montrer qu’il existe
q € I?’F, de dimension 2n, telle que E(q) ~ E.



CHAPITRE 7

LE THEOREME DE REDUCTION D’INDICE ET SES
APPLICATIONS

7.1. Le théoréme de réduction d’indice

Soit A une F-algebre centrale simple d’indice ind A = e. On s’intéresse ici au com-
portement de e par extension des scalaires. Plus précisément, soit K/F une extension.
Que peut-on dire de ind(Ag) ?

Cette question est analogue a celle du chapitre IV. Nous allons donner une réponse
complete, due & A.S. Merkurjev, quand K est le corps des fonctions d’une quadrique.

Soit ¢ une forme quadratique sur F', de dimension > 2 et de corps des fonctions
K. Si dimq = 2, supposons ¢ anisotrope. Alors K est extension quadratique d’une
extension transcendante pure de F' (cf. début de la section 3.1). D’apres la proposition
A.2.10, on a donc ind(A k) = ind(A) ou ind(A)/2. Le théoréme suivant dit exactement
quand ces deux cas se produisent :

7.1.1. Théoréme (théoréme de réduction d’indice, Merkurjev [159])
On aind(Ak) = ind(A)/2 si et seulement s’il existe un homomorphisme non trivial
(d’algébres ordinaires) de Co(q) vers A.

En termes plus détaillés :

Variante. — On a ind(Ag) = ind(A)/2 si et seulement si

(1) dimgq est impaire et A est de la forme Co(q) ® B ;

(2) dimgq est paire, d = diq # 1 et Ap(q) est de la forme My(Co(q)) ® B (noter
que Co(q) est alors centrale sur F(vVd));

(3) dimgq est paire, drq =1 et A est de la forme C' ® B, ot Cy(q) ~ C' x C".

Démonstration. — En effet, (1) et (3) sont équivalents au théoreme 7.1.1 d’apres la
structure de Cy(q) (voir table dans la section précédente) et le théoréme A.1.5 b) (iv).
Le cas (2) résulte de la proposition A.2.12. O



82 CHAPITRE 7. LE THEOREME DE REDUCTION D’INDICE ET SES APPLICATIONS

D’apreés la proposition 6.1.8 a) et la proposition 6.4.14 a), on peut remplacer les
conditions (1), (2), (3) de la variante respectivement par deg(q) = 0, deg(q) = 1,
deg(q) > 2.

La démonstration initiale du théoreme 7.1.1 par Merkurjev utilise la K-théorie
algébrique. La formulation ci-dessus est due a J.-P. Tignol. Nous allons donner une
esquisse de sa démonstration, qui est élémentaire ; pour les détails, nous renvoyons a
[208].

7.1.2. Définition. — Soit A une algebre centrale simple sur le corps des fonctions
rationnelles F(T'). Un ordre de A est une sous-F[T]-algebre B de A, de type fini en
tant que F[T]-module.

(On exige souvent que A soit de plus engendrée par B et F(T); nous ne voulons pas
de cette condition ici.)

7.1.3. Lemme ([208, th. 2]). — Soit D un corps gauche de centre F et de dimen-
sion finie sur F. Alors tout ordre de D(T) est conjugué & un sous anneau de DI[T].

Démonstration. — On observe d’abord que D[T] est euclidien & gauche et & droite,
donc principal & gauche et a droite (méme raisonnement que dans le cas commutatif).
Soit A un ordre de D(T), et soit

M = D[TIA = {) _wiy; | z: € D[T],y; € A}.

Le F[T]-module M est clairement de type fini, car il est engendré par I’ensemble
des produits e; f; ou (e;) (resp. (f;)) parcourt une base de D[T] (resp. A) sur F[T].
Si (gm) est une base de D sur F' (donc aussi de D(T') sur F'(T)), on peut écrire

eifj = Zaijmgm
pour certains coefficients a;;,, € F'(T'), non tous nuls. Sid € F[T] est un dénominateur
commun de ces coefficients, alors

dM C D[T].
Vu la définition de M, I'ensemble dM est un idéal & gauche non nul de D[T7]; il
existe donc = € D[T] \ {0} tel que
dM = D[T]z.
Considérons alors
N ={2eD(T)|dMz C dM};
La définition de M montre que A’ D A; par ailleurs, comme dM = D[T]z, on a
pour tout z € A’ :
xz € D|T)x
d’ou
A Cc x7 ' D[Tx.
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O

Démonstration du théoréme 7.1.1. — On peut supposer que A est un corps. On rai-
sonne par récurrence sur n = dim ¢q. Sin = 2, cela résulte du lemme A.2.11. Supposons
n > 3. Sans perte de généralité, on peut supposer que ¢ ~ (—1,a1,...,a,-1) = (—=1) L
q1, avec q; = (ai,...,an—1). D’apreés le corollaire 6.2.7, on a Cy(q) ~ C(q1). 1l existe
donc un homomorphisme de Cy(q) vers A si et seulement si A contient des éléments
di,...,dy_1 vérifiant

Cl? = a;
(7.1.1) o
didj = 7djdi (’L 7é ])

Soit ¢/ = (—1,a1,...,an_3,an_2T? + a,_1) (définie sur F(T)). On remarque que

F(q) = F(T)(¢)
comme extensions de F'. Pour démontrer le théoréeme 7.1.1, il suffit donc de prouver
que les conditions suivantes sont équivalentes :
— A contient des éléments dy, . ..d,—1 vérifiant (7.1.1).
— A(T) contient des éléments ey, ..., e,_; vérifiant les relations

(7.1.2) {62 =a; (i<n—=2)er y=a,2T"+an 1

eie; = —eje; (1 # j).

Si les relations (7.1.2) sont satisfaites, la sous-F[T]-algebre A de A(T') engendrée
par ey, ...,e,_o est un ordre de D(T); d’aprés le lemme 7.1.3, quitte a conjuguer (ce
qui ne change pas (7.1.2)), on peut supposer A C D[T]. Pour i = 1,...,n— 3, on a
alors e; € D puisque deg(a;) = 0. Par ailleurs, comme e2_, est de degré 2, on doit
avoir

en—o =zl +y
pour certains éléments z,y € D. Ces éléments anticommutent avec eq,...,e,_3. De
plus, la relation eiﬂ = ap_ot? + a,,_1 donne
22 = Ap—2,TY +Yyr = O,y2 = Qp_1-
Les éléments
e; sit<n—2
di=<x sii=n-—2
y sit=n-—1
satisfont donc les relations (7.1.1).
Réciproquement, si dy, ..., d,_; satisfont (7.1.1), alors les éléments e1, ..., e,_o de

D(T) définis par
{di sii<n—2
€, =

dn,QT-Fdn,l sit=n—2
satisfont la relation (7.1.2). O
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7.1.4. Corollaire. — Il n’y a pas réduction d’indice dans les cas suivants (n =
dimg) :

(i) deg(q) =0 et 277 J[lnd( ).

(ii) deg(q) =1 et 2% find(A).

(iii) deg(q) et 22~ 4ind(A).

(iv) deg(q)

I\/ ||

Démonstration. — Cela résulte de la variante du théoréme 7.1.1. O

7.2. Application I : déploiement générique

7.2.1. Théoréme. — Soit q une forme quadratique de degré 2, et soit 2" l'indice de

C(q). Soit (F;, gi)o<i<h la tour de déploiement générique de q. Alors on a
a) dimgq > 2r + 2.
b) dimg=2r+2etr>2=dimq¢ =2r;dimg=4 etr=1= h(q) =
¢) dimgpn—; = 2i + 2 pour tout i € [1,7].

)

d) h>r.

Démonstration. — a) résulte du lemme 6.4.4. Si dimq = 2r + 2, on a diman(qp(q))
< 2r,donc ind(Dp(q)) = 27=1 d’apres les propositions 6.4.9 et A.2.10; si de plus r > 1,
on a alors diman(qp(q)) = 2r, encore d’apres la proposition 6.4.9. Si dimgq > 2r+2, le
corollaire 7.1.4 (iii) implique que Dp(q) est un corps. D’olt b), c) et d) par récurrence
sur h et . O

7.2.2. Corollaire ([99]). — Toute forme de hauteur 2, de degré 2 et de type III est
une forme d’Albert.

Démonstration. — Soit 2" lindice de C(q). D’apres la proposition 6.4.14 a) et le
théoreme 7.2.1 d), on a1l < r < 2. Sir =1, ¢(q) est la classe d’une algebre de
quaternions. On a donc ¢(q) = ¢(7) pour 7 € Po(F'); alors c¢(q1) = ¢(Tp(q)), ce qui
montre que ¢ est bonne. On a donc r = 2. Il ne reste plus qu’a appliquer le théoreme

7.2.1 ¢) pour i = 0. O
On a les variantes suivantes du théoreme 7.2.1, dont la démonstration est laissée

au lecteur :

7.2.3. Théoréme. — Soit q une forme quadratique de degré 1 et de discriminant d ;

soit E = F(vad) et soit 2" l'indice de c¢(qg). Soient (F;, ¢;)o<i<n la tour de déploiement
générique de q et E; = F;(va). Alors on a
a) dimgq > 2r 4 2.
b) dimg =2r+2 et r > 2 = dimq; = dim(q1)p, = 2r; dimg=4 et r =1 =
dimg¢; =2, h(q) =2, h(qe) = 1.
¢) dimgp—; = dim(qn—i)g,_, = 2i pour tout i € [2,r + 1].
d) h>r+1.
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e) La tour de déploiement générique de (qh—r—1)E,_,_, €St (Ep—r_1,...,Epn_1).

7.2.4. Théoréme. — Soit q une forme quadratique de degré 0 et soit 2" l'indice de
c(q). Soit (Fy, q;)o<i<n la tour de déploiement générique de q. Alors on a
a) dimg > 2r + 1.
b) dimg=2r+1etr>1=dimg =2r — 1.
¢) dimgp—; = 2i + 1 pour tout i € [0,r].
)

d) h>r.

7.3. Application II : le u-invariant des corps

7.3.A. Généralités
7.3.1. Définition. — Le u-invariant de F est

u(F) = sup{diman q | ¢ € W(F)} < +o0.

7.3.2. Exemples

1) Pour tout corps F, on a u(F') > s(F'), ou s(F) est le niveau de F' (section 2.2).

2) 1l existe des corps F' de niveau 1 tels que u(F) = +oo:si F = C(T1,..., Ty, ... ),
pour tout n > 1 la forme quadratique (77, ...,T,) est anisotrope sur F'.

3) Si F est algébriquement clos, u(F') = 1.

4) Si F est un corps fini (de caractéristique # 2), u(F) = 2. En effet, un argument
de comptage classique montre que toute forme quadratique en trois variables sur F'
représente zéro.

5) u(F) = 2 si et seulement si IF # 0 et [?°F = 0 (ceci est laissé au lecteur en
exercice).

6) Si F' est un corps local ou un corps global qui n’est pas totalement imaginaire,
u(F) = 4. Cela résulte des théorémes de Meyer et de Hasse-Minkowski.

Quelles sont les valeurs possibles du u-invariant d’un corps? A Theure actuelle,
cette question est toujours ouverte. Le premier progres important a été fait par A.S.
Merkurjev en 1989, comme application du théoréme 7.1.1. Donnons pour commencer
quelques restrictions sur I’ensemble de ces valeurs :

7.8.3. Proposition. — Si I°F =0, u(F) est pair, égal a 1 ou égal a +oo.

Démonstration. — Supposons que 1 < u(F) < +o0o et que u(F) soit impair. Soit ¢
une forme quadratique anisotrope telle que dim ¢ = u(F’). D’apres le corollaire 6.1.4,
on a

q=(d) (mod I*F)
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ot d = d+q. Par hypothese, ¢ L (—d) est isotrope, donc ¢ ~ ¢’ L (d), avec ¢’ € I*F.
Comme I?F =0, on a

aq ~dq
pour tout a € F*. Ceci implique que D(q') = F*. En particulier, —d € D(q’) ; mais
alors ¢ est isotrope, contradiction. O

7.3.4. Proposition. — Si u(F) < 2", alors I"F = 0.

Démonstration. — En effet, toute n-forme de Pfister est alors isotrope, donc hyper-
bolique. 0

7.8.5. Corollaire. — u(F) ne peut pas étre égal ¢ 3,5 ou 7.

Démonstration. — En effet, on aurait alors IF = 0 d’apres la proposition 7.3.4,
donc une contradiction d’apres la proposition 7.3.3. O
7.83.6. Proposition. — Soit A un anneau de valuation discréte (cf. appendice C),

de corps des fractions E et dont le corps résiduel F' est de caractéristique # 2. Alors
u(E) > 2u(F).

Démonstration. — Soient ¢ = {(a1,...,an), g2 = (b1,...,b,) deux formes quadra-

tiques anisotropes sur F'. Soient @;,b; des éléments de A relevant les a; et les b;, et
posons

(11:<&1,...,&n>
52:<617"';Bn>
q=q1 L mg

ou 7 est une uniformisante de A. Alors ¢ est anisotrope sur E. En effet, soit x =
(z1,22) tel que g(z) = Gi(x1) + mg2(x2) = 0. Sans perte de généralité, on peut
supposer que x1 et xo ont toutes leurs composantes dans A et que (x1,x2) Z (0,0)
(mod 7A). En réduisant modulo 7 A, on obtient

71(Z1) =0
donc x1 = my; ou y; a toutes ses composantes entieres. Alors
71 (y1) + Gz2(22) = 0.
En réduisant de nouveau modulo 7, on obtient une contradiction. O

7.3.7. Remarque. — Si A est complet, on a u(F) = 2u(F) : cela se déduit facile-
ment du théoreme de Springer C.1.15 e).

7.8.8. Corollaire. — Soit K/F une extension de type fini de F, de degré de trans-
cendance d. Alors u(K) > 2%u(E) pour une extension finie E/F convenable.
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Démonstration. — Par récurrence, on se ramene au cas d = 1. On écrit K comme
extension finie de F(T); la valuation discrete de F(T) donnée par idéal (T) de
F[T] peut se prolonger en une valuation discrete de K, dont le corps résiduel est une
extension finie de F'. On peut alors appliquer la proposition 7.3.6. O

7.3.B. Corps C,

7.8.9. Définition. — Soient n > 0 et d > 1. On dit qu’un corps F est C,,(d) si tout
polynéme homogene sur F', de degré d, en au moins d"™ + 1 variables, a un zéro non
trivial. On dit que F' est C), s’il est Cy,(d) pour tout d.

Il est clair que F' est C(2) si et seulement si u(F) < 2"; en particulier, si F' est
Chp, alors u(F) < 2™, Une bonne référence pour la théorie des corps C, est le livre de
M. Greenberg [62]. Nous nous bornerons a citer :

7.3.10. Théoréme (Tsen-Lang, Chevalley). — Les corps suivants sont C,, :

(i) Un corps de degré de transcendance n sur un corps algébriquement clos ;
(ii) un corps de degré de transcendance n — 1 sur un corps fini.

On déduit de ce théoreme, du corollaire 7.3.8 et des exemples 7.3.2 (3), (4) :

7.8.11. Théoréme. — On a u(F) = 2" dans les cas suivants :

(i) F est de degré de transcendance n sur un corps algébriqguement clos ;
(ii) F est de degré de transcendance n — 1 sur un corps fini.

7.3.C. Valeurs du u-invariant. — Guidé par les exemples ci-dessus, I. Kaplansky
a conjecturé que, pour tout corps F, u(F) est une puissance de 2. Cette conjecture
est restée ouverte une trentaine d’années avant d’étre réfutée spectaculairement par
Merkurjev, qui a montré que u(F') peut prendre toute valeur paire. Plus précisément,
le théoreme de Merkurjev est le suivant :

7.8.12. Théoréme ([159]). — Soient n un entier > 2 et k un corps de ca-
ractéristique # 2. 1l existe un corps F' contenant k tel que

(i) I3F=0;
(ii) u(F) = 2n.
(D’apres la proposition 6.2.2, la condition I?F = 0 force la parité de u(F).)

Démonstration. — On commence par remplacer le corps k& par un sur-corps ki tel
qu’il existe une forme quadratique ¢ € I?k; telle que dim g = 2n et ind C(q) = 2"~ L.
Pour cela, on pose

kl = k‘(Tl, . ,Tgn,Q)

T, T: Ton—3 Ton—
p= (T2 g g, (T Tonz
ky ky
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et on choisit une forme quadratique ¢ € I?k;, de dimension 2n et telle que C(q) soit
semblable & D. On prend pour ¢ la partie anisotrope de

a1 {(Th, To)) L -+ L an{(Ton—3,Ton—2))

ou les a; sont convenablement choisis. Plus précisément, supposons a1, ...,a; (i <
n — 1) choisis tels que la forme a; (Th,T%)) L --- L a;{(T2i—1,T2;)) soit de dimension
anisotrope < 2i + 2, et soit ¢; sa partie anisotrope. On choisit a;11 € D(—g;); alors
qi L a;p1{Toiy1, Toit2)) est isotrope, donc de dimension anisotrope < 2i 4+ 4. On a :

7.83.13. Lemme. — L’algébre D est a division.

La démonstration est étonnamment difficile ; nous renvoyons a [207] et en particu-
lier & son corollaire 2.13. Voir toutefois aussi [182, §19.9].

On va maintenant construire F' par un procédé transfini. Soit ky C ko C --- C k; C
... la suite d’extensions de k; obtenue de la maniere suivante : soient X ’ensemble
des classes d’isométrie de formes quadratiques sur k; de dimension > 2n, Y I’ensemble
des classes d’isométrie de 3-formes de Pfister et Z = X UY. On pose

Fivr = lim k([T Xo)
qeT
ou 1" décrit les sous-ensembles finis de Z.

On pose alors F' = h_H)lkl Le corps F' a les propriétés suivantes :

- u(F) < 2n.

- I3F =0.

— Dy est a division.

Les deux premieres propriétés résultent immédiatement de la construction de F';
la troisieme également, via le théoreme 7.1.1 : en effet, D reste a division par passage
au corps des fonctions de toute quadrique correspondant a une forme quadratique de
dimension > 2n ou a une 3-forme de Pfister, d’apres le corollaire 7.1.4.

Tl résulte alors de la proposition 6.4.9 que g est anisotrope, et donc que u(F') = 2n.

O

7.3.14. Remarques. — 1. La méme construction permet de fabriquer un corps
F tel que I3°F = 0 et u(F) = +oo. On remplace le corps k; par le corps
des fonctions rationnelles en une infinité dénombrable d’indéterminées, et on
construit les corps k; en n’utilisant que les 3-formes de Pfister.

2. Une variante de cette construction consiste & remplacer h;;; par une exten-
sion algébrique parfaite de h;y1 déterminée par un 2-sous-groupe de Sylow du
groupe de Galois absolu de h;11. Le corps F’ obtenu est alors de dimension
cohomologique 2, cf. §B.8.

La question suivante est restée ouverte plusieurs années apres le théoreme de Mer-
kurjev :
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7.8.15. Question. — Existe-t-il un corps de u-invariant impair > 17
Le meilleur résultat dans cette direction est di & Izhboldin, puis a Vishik :

7.3.16. Théoréme ([86] pour n = 3, [214] en général)
Pour tout n > 3, il existe un corps de u-invariant 2™ 4+ 1.

Pour une autre application du théoreme de réduction d’indice, voir I'exercice 8.3.3.

7.4. Exercices

7.4.1 (d’aprés [97, lemme 4]). — Soient ¢ une forme anisotrope, K = F(q) et C
une F-algebre centrale simple. Supposons que Ck soit semblable a algebre de quater-
nions. En utilisant le théoreme de réduction d’indice, montrer qu’il en est de méme
de C dans les cas suivants :

— dim ¢ impaire et > 7.

— dim ¢ paire et > 8.

— dimqg=6 et diq # 1.

— dimg =6, drqg =1 mais C(q)x # Ck.

Les exercices 7.4.2 & 7.4.10 sont inspirés de [102]. Soit J un idéal de W (F'). Pour
toute forme quadratique g, on note

dimy ¢ = inf{dim¢’ | ¢ =¢ (mod J)}.

C’est la J-dimension ou la dimension modulo J de ¢q. Pour J = I"*'F, on note
dimyq = dim, ¢q. On dit que ¢ est anisotrope modulo J si dimyq = dimgq : cela
implique que ¢ est anisotrope.

7.4.2. — Montrer que, pour deux formes (q,¢') € W(F) x I"F non triviales, on a :
dim, (¢ L ¢') < dim,, ¢ + dim,, ¢’ — 2.

En particulier, si ¢ est anisotrope modulo It F, ses seules sous-formes appartenant
a I"F sont 0 et peut-étre gq.

7.4.3. — Calculer dimg g et dim; ¢ en fonction de dimq et d+gq.
7.4.4. — La suite (dim,, ¢) est croissante; si 2" > dim,, ¢, on a dim,, ¢ = dim,,, g.

Pour n >0 et x € I"F/I""1F, on note
A(z) = inf{r |  est somme de r classes de n-formes de Pfister}.

Si ¢ € I"F, on note \(q) = \(z), ol z est 'image de ¢ dans I"F/I""1F.
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7.4.5. — Montrer que, pour ¢ € I"F — ["t1F,
2" < dimy,, ¢ < (2" — 2)A(q) + 2

et que, pour g ¢ I"F,

dim, ¢ < (2" = 2)A(¢) + dim,-1 ¢
pour une forme ¢’ € I"*1F convenable.
7.4.6. — Montrer que, pour ¢ € I’F — I3F, on a

dims g = 2A(q) + 2.
On note
un(F) = sup{dimy(q) [ ¢ € W(F)}
NY(F) = sup{\(z) |z € ["F/T""'F}.

7.4.7. — Lasuite u,(F) est croissante; sup,,>q un(F) = u(F); uo(F) = 1.
7.4.8. — SiIF #0,u(F)=2;si I?F #0, ug(F) = 2A2(F) + 2.
7.4.9. — Pourn > 2, 0n a

un (F) < (2" = 2)A"(F) 4+ up—1(F).
7.4.10. — Calculer les u,,(F) pour F =R.



CHAPITRE 8

FORMES DE BASSE DIMENSION

8.1. Formes de basse dimension

Dans cette section, nous rassemblons quelques résultats sur les formes de basse
dimension.

8.1.A. Classification par invariants

8.1.1. Théoréme (Pfister [178, Satz 14]). — Soit ¢ une forme quadratique de di-
mension paire, avec d+q =1 et ¢(q) = 0. Alors :
a) Sidimg <8, g~ 0.
b) Sidimg =8, ¢ € GP3(F).
¢) Sidimg = 10, g est isotrope.
d) Sidimgq =12, il existe a,b € F* et 0,7 € Py(F) tels que ¢ ~ a{(b) @ (¢/ L —7'),
ou o', 7" sont les parties pures de o, T.

8.1.2. Remarque. — En particulier, le théoreme 8.1.1 implique qu’une forme de
dimension < 12 d’invariants triviaux est dans I3 F, cas particulier du théoreme 6.4.11.
La démonstration (élémentaire) de Pfister date de 1966 !

Démonstration. — Elle procede cas par cas :

(i) dimg =2. On a g ~ a{1, —d+q) ~ 0.

(ii) dimg = 4. On a ¢ € I*F, donc q ~ a{(b,c)). Le lemme 6.4.10 a) implique alors
que q ~ 0.

(iii) dim ¢ = 6. Si ¢ est isotrope, ¢ ~ 0 d’apres (ii) ; supposons donc ¢ anisotrope.
On écrit ¢ ~ a(l,—b) L ¢, avec b # 1. Alors qp(5) ~ ¢r(vs) ~ 0 d’apres (ii). Donc
g ~ (1,-b) ® ¢ (proposition 3.2.1). Mais alors dy+q = b # 1, contradiction.

(iv) On a besoin d’un lemme :

8.1.3. Lemme. — Soit q de dimension 6, avec dyq =1 et indc(q) = 2. Alors q est
1sotrope.
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Démonstration. — En effet, supposons ¢ anisotrope. Soit E = F( /a) une extension
quadratique telle que ¢(¢)g = 0. Alors gg ~ 0 d’aprés (iii). Mais alors on obtient la
méme contradiction que dans la démonstration de (iii). O

(v) dim g = 8. On peut supposer ¢ anisotrope (sinon g ~ 0 d’apres (iii)). On écrit
q=a(l,—b) L . On a qp(ss) ~ 0 d’apres (iii), donc pp(5 ~ 0 et ¢ ~c(1,-b) L ¢,
d’onu

g~ {(a,¢) @ (1,—=b) L ¢.

Mais alors dy1) =1 et ¢(¢) = ¢({a,c) ® (1,—b)); d’apres le lemme 6.4.10 c), 9 est
isométrique a (a,c) ® (1,—b), ce qui donne ’énoncé.

(vi) dim ¢ = 10. Supposons ¢ anisotrope. Toute forme de dimension 4 peut s’écrire
c(d, —a, —b,ab) pour a,b,c,d convenables. On écrit donc q = ¢(d, —a, —b,ab) L .
Soit E = F(vd). On a dy(vg) = di(c{d, —a,—b,ab)g) = 1 et c(pg) = (a,b), donc
g est isotrope d’aprés le lemme 8.1.3. Donc ¢ ~ e(1,—d) L ¢ avec doyp = 1, d’on
¥ € GPy(F). Mais alors, la forme p = ¢(d, —a, —b,ab) L e(l,—d) vérifie d1p = 1,
ind ¢(p) < 2; d’apres (iii) et (iv), elle est isotrope. Comme p est une sous-forme de ¢,
on a une contradiction.

(vii) dim ¢ = 12. On a besoin d’un autre lemme sur les formes de dimension 6 :

8.1.4. Lemme. — Soit q de dimension 6 avec d1q = 1. Alors il existe A € F* et
0,7 € Py(F) tels que ¢ = Mo’ L —7'), ot o', 7" sont les parties pures de o,T.

Démonstration. — En effet, écrivons ¢ ~ (a,b,c,d, e, f) avec abedef = —1. Soit A =
abe. Alors

Aq =~ (be, ac, ab, abed, abee, —de) ~ ((abed, abee))’ 1 —{(—be, —ca))’.
O

Soit maintenant ¢ comme dans le théoreme 8.1.1 d). Si ¢ est isotrope, I’énoncé
résulte de (v) et (vi) (avec o ~ 0, c’est-a-dire ¢ ~ a((b)) ® 7). Supposons maintenant
¢ anisotrope. Ecrivons ¢ ~ ao(l,—b) L . Par (vi), ¢p(,5) est isotrope, donc ¢ =~
a1 (l,=b) L g et g ~m L, avec 1 = (ag,a1) @ (1, —b) € GP(F) et donc dpyp =
1, inde(yp) = 2. Ecrivons ¢ ~ ax(1,—V) L p. Soit E = F(v#). Alors dipg =
1, indc(pg) = 2, donc pg est isotrope par le lemme 8.1.4. Par conséquent, p =~
az(l,=b') L 73 et donc ¢ ~ (ag,a3) ® (1,—b") L 73, d’ott 73 € GP(F'). On a donc
écrit

q~11 L1791l T3

avec Ty, To, T3 € GPQ(F)
Soit ¢ € F* tel que 7, L c7o soit isotrope. Alors ¢/ =71 L e L 73 est isotrope et
d’invariants triviaux; par (v) et (vi), on a donc ¢’ € I3F. D’autre part,

gL —q¢ ~{1,—c)@m e I’F
d’o ¢ € I*F.
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Ecrivons 7; ~ ¢;ioi, avec b; € F* et 0; € GPy(F). D’apres ce qui précéde, on a
o1 Loyg=03 (mod I3F).

En appliquant le corollaire 3.3.3, on en déduit qu'il existe d,e, f tels que o7 ~
{d,e)), o2 = {d, f)), o3 ~ {(d,ef)). Alors ¢ ~ {(d)) ® ™ avec

m=c{l,—e) L co(l,—f) L cs(1,—ef).

On a dim7 = 6, dom = 1. En appliquant le lemme 8.1.4, on en déduit m ~ A\(u} L
wh) avec X € F* et py, pus € Po(F). D’ou I’énoncé. O

8.1.5. Corollaire. — Une forme q de dimension < 3 est déterminée a isométrie
pres par son rang, son discriminant et son invariant de Clifford.

Démonstration. — Soit ¢’ ayant les mémes invariants; alors ¢ L —¢ ~ 0 d’apres le
théoréme 8.1.1 a). O

8.1.6. Corollaire. — Soit q une forme d’Albert. Alors,
— q est anisotrope si et seulement si indc(q) =4 ;
— q est isotrope mais non hyperbolique si et seulement si ind ¢(q) = 2 ;
— q est hyperbolique si et seulement si ¢(q) = 0.

Démonstration. — Sic(q) = 0,0ona g ~ 0 d’apreés le théoréme 8.1.1 a). Siind ¢(q) = 2,
alors g ¢ 0, mais ¢ est isotrope d’apres le lemme 8.1.3. Enfin, si ind ¢(q) = 4, ¢ est
anisotrope d’apres le lemme 6.4.4. O

En complément du théoreme 8.1.1, nous nous devons d’indiquer :

8.1.7. Théoréme. — a) Rost [185]: Soit ¢ une forme quadratique de dimen-
sion 14 telle que d1q = 1, ¢(q) = 0. Alors il existe a € F* et une 3-forme
de Pfister ¢ sur E = F[t]/(t? — a) telle que q ~ as.¢’, ou s, est le « trans-
fert de Scharlau »pour E/F (cf. remarque 1.5.8) défini par la forme linéaire
z— Trpp(z/a) avec o € E\ F tel que o* = a, et ¢’ est la partie pure de .

b) Hoffmann-Tignol [78, prop. 2.3], Izhboldin-Karpenko [90, prop. 17.2]: ¢
est somme dans I°F de classes de trois 3-formes de Pfister.

¢) Hoffmann-Tignol [78, cor. 6.2 (v) et ex. 6.3]: Il existe un corps F et une
forme q € IPF, de dimension 14, telle que q ne soit pas équivalente d la
différence de deux 3-formes de Pfister.

8.1.8. Remarque. — Daus le cas particulier de a) olt a est un carré, ona E = F'X F.
Une 3-forme de Pfister sur E s’identifie alors & un couple ¢ = (¢1, ¢2) de 3-formes de
Pfister sur F' et s.¢’ = ¢} L —¢h. Clest ce qui a inspiré b) et ¢). La démonstration
de Rost utilise la théorie des groupes algébriques linéaires, qui dépasse le cadre de ce
cours; voir aussi le mémoire & paraitre de Skip Garibaldi [59].

Dans cette direction, on peut aussi signaler :



94 CHAPITRE 8. FORMES DE BASSE DIMENSION

8.1.9. Théoréme (Parimala-Suresh [174, dém. du th. 3.4], Kahn [102, cor. 2.1])

Pour tout entier (pair) n > 8, il existe une constante universelle c¢(n) telle que,
pour tout corps F et toute forme q € I3F de dimension n, q soit somme de c(n)
classes de 3-formes de Pfister dans I3F.

8.1.10. Proposition (Wadsworth [220, th. 7]). — Soient q,q" deuz formes de di-
mension 4 telles que doq = diq’ = d # 1. Soit E = F(va). Alors q et ¢ sont
semblables si et seulement si qg et ¢ sont semblables.

Démonstration. — La nécessité est claire. Pour la suffisance, quitte & multiplier ¢ et
¢’ par un scalaire, on peut supposer que ces deux formes représentent 1. On a donc

q~ (1) L q, q ~ (1) Lq.

Soit ¢ = ¢1 L —q}. Alors ¢ € I?F. Les formes qg et ¢j sont de dimension 4, de
discriminant 1 et représentent 1 : ce sont donc des 2-formes de Pfister. Comme par
hypothese gg et ¢f sont semblables, elles sont isométriques par le corollaire 2.1.9 et
wr ~ 0. Si ¢ était anisotrope, on aurait ¢ ~ (1,—d) ® p avec dimp = 3 (proposi-
tion 3.2.1), donc d+ ¢ = d, ce qui contredirait ¢ € I2F. Donc ¢ est isotrope et il existe
a € D(q1) N D(q}). Autrement dit, on a

q~{1,a,b,abd), q ~(1,a,b',ab'd)

pour b, b’ convenables.
Posons maintenant ¢ = (1, a, —bb’, —abb'd). On a

0~ ¢r =~ {(a,—a,b,abd, —b", —ab'd) ~ b(1,ad, —bb', —abl'd) ~ bpg

donc Y ~ 0. Si 7 était anisotrope, en réappliquant la proposition 3.2.1 on aurait
Y ~ (1, —d)®T avec dim 7 = 2, donc ¢ € I*F ; mais c’est impossible puisque d+1) = d.
Donc ¢ est isotrope et il existe t € D((1,a)) N D((bY, abb'd)). Mais alors t € G((1,a))
et tht' € G((1,ad)). En particulier,

t(1,a) ~ (1,a), t(b, abd) ~ (b', ab'd)
et tq ~¢'. O

8.1.11. Corollaire. — Soient q,q deux formes de dimension 4 ayant méme discri-
minant et méme invariant de Clifford. Alors q et q' sont semblables.

Démonstration. — On distingue deux cas :

a) deqg =dyq = 1. Alors q,¢' € GP2(F), soit ¢ ~ ar, ¢ ~ d'7’ avec a,a’ € F* et
7,7 € Py(F). Mais ¢(q) = c(¢') = ¢(1) = (7)) = 7~ 7.

b) dig=diq =d #1. Soit E = F(vd). D’apres a), qg et ¢ sont semblables; la
conclusion résulte maintenant de la proposition 8.1.10. O

8.1.12. Remarque. — La réciproque du corollaire 8.1.11 n’est pas vraie, comme le
montre la proposition 6.4.8 b). De méme, il n’est pas vrai en général que ¢ ~ ¢’ dans
le corollaire 8.1.11 (considérer le cas d1q = 1).
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8.1.13. Théoréme (Jacobson [93]). — Soient q,q deuz formes d’Albert . Alors
q et q' sont semblables si et seulement si c(q) = ¢(q’).

Démonstration. — Nous suivrons celle de Mammone-Shapiro [154]. Tout d’abord,
il est clair que si ¢ et ¢’ sont semblables, alors ¢(q) = ¢(¢’) (proposition 6.4.8 b)).
Réciproquement, soit a € F* tel que ¢ = ¢’ L. —aq soit isotrope. Comme d4p = 1 et
c(p) =0, on ai(p) > 2 d’apres le théoreme 8.1.1 ¢). On peut donc écrire

ag=vy Lp, ¢ =9 Lp

avec dimvy = dimvy’ = 4. On a deyp = diy’ et c(vb) = c(¢¥'), done d’apres le
corollaire 8.1.11, il existe b tel que ¥’ ~ bi.
Onad=dyyp =dit) =dypet

c(by) = c(¢) + (b, d)

d’apres la proposition 6.4.8 b). On a donc (b,d) = 0, d’ou b € G((1,—d)) = G(p) et
donc ¢’ ~ bq. O

8.1.14. Remarque. — Soit X ’ensemble des classes de similitude de formes d’Al-
bert et soit Y I’ensemble des classes d’isomorphisme d’algebres centrales simples de
degré 4 et d’exposant 2. L’invariant de Clifford définit une application

c: X —Y.

Le théoreme 8.1.13 dit que ¢ est injective. D’autre part, le théoreme d’Al-
bert A.3.8 dit que ¢ est surjective : en effet, si a,b,c,d € F*, la forme d’Albert
(a,b, —ab, —c, —d, cd) a pour invariant de Clifford (a,b) + (¢, d).

8.1.15. Remarque. — Il n’est pas vrai en général que deux formes de dimen-
sion 5 ayant méme discriminant et méme invariant de Clifford soient semblables.
Par exemple, soit ¢ une forme de dimension 4 et de discriminant d; choisissons
a € D((1,—-d)),be F*, et soient g =¢ L (b), ¢ =ap L (b). On a

dirq=db=diq (proposition 6.1.2)

c(q) = c¢(p) + (d,—b) (proposition 6.4.7)

c(q') = c(ap) + (d, —b) = c(q).

Pour la derniére égalité, on utilise que c(ap) = ¢(¢) + (a,d) (proposition 6.4.8 b))

et que (a,d) = 0 d’apres le choix de a. Soit t tel que ¢’ ~ tq. On a alors

(t,—a) @ ¢ ~ b(1,—t).

Comme le premier membre est dans I?F, cela impose t = 1, soit ¢’ ~ goua € G(p).
Il suffit donc d’exhiber ¢ et a € D((1, —di)) tels que a ¢ G(y).

Pour cela, choisissons F = Fy(A, B,C) ou Fy est un corps donné et A, B, C' sont
des indéterminées. Soit ¢ = ((B,C)). D’apres le lemme 5.2.6, la forme de Pfister
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{(A, B,C)) est anisotrope ; par conséquent, A ¢ D(1)). Posons alors
p=(-A,—-B,—-C,BC) ~¢ L (—1,—A).
Onadip=—-Aet Ac D((1,A)) = G((1,A)), mais alors A ¢ G(¢p) = A ¢ G(y).

8.1.B. Formes excellentes de petite dimension

8.1.16. Proposition (Knebusch [123, cor. 7.19]). — Soit ¢ une forme excellente
de dimension impaire n > 3 ; soient p la forme de Pfister dont q est voisine et p1 la
forme de Pfister dont la forme complémentaire de q est voisine. Soit d = d+q.

a) Si h(q) est impair, ¢ L (—d) est encore excellente, et est une voisine de p.
b) Si h(q) est pair, on a ¢ ~ {(d) L ¢ avec ¢ excellente. Sin est de la forme 2" +1,
alors @ est semblable a p1. Sinon, @ est voisine de p.

Démonstration. — Récurrence sur h = h(q). Si h = 0, on a ¢ ~ (d) et I"énoncé est
trivial. Supposons h > 0 et soit —g; la forme complémentaire de q. On a d+q, = d.

a) Si h(q) est impair, alors h(q1) est pair; par récurrence, on a ¢; ~ (d) L @1, avec

(1 excellente. D’autre part, il existe a € F'* tel que

qL—q >ap
Par conséquent, ¢ L (—d) est excellente, voisine de p et de forme complémentaire
—P1-

b) Si h(q) est pair, alors h(g1) est impair. Par récurrence, ¢/ = ¢1 L (—d) est ex-
cellente et voisine de p;. Par conséquent, —q¢’ 1 ¢ ~ bp pour ¢ et b € F* conve-
nables, puisque p; < p. On en déduit ¢ ~ ¢ L (d) comme dans la démonstration
du théoreme 5.3.2.

On a dim¢ < dimp; < %dim p, donc dim¢ > %dim p. Supposons d’abord que
dim¢ > %dim p. Alors ¢ est voisine de p, de forme complémentaire —¢’, donc est
excellente. De plus, on a %dimp + 1{dim ¢ + 1 = dim ¢ < dim p, donc n n’est pas de
la forme 2" + 1. Supposons maintenant que dim ¢ = %dim p. Ceci est équivalent a
dimq = dimp; = %dim p, doutn=dimgqg = %dimp—k 1. Alors ¢’ est semblable & p; ;
il en est donc de méme de ¢, qui est encore excellente. O

8.1.17. Théoréme (Knebusch [123, p. 10-11]). — Soit ¢ une forme quadratique
anisotrope sur F, de dimension > 3, de discriminant d et d’invariant de Clifford c.
Pour que q soit excellente, il faut et il suffit que les conditions équivalentes suivantes
soient remplies :

a) dimg = 3 : aucune condition.
b) dimg=14 :
(i) d=1;
(i) h(g) =1;
(iii) deg(q) = 2.
¢) dimg=>5 :
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(i) d € D(q);
(i) ind(c) = 2.
dimg =6 :
(i) d# 1 et q est divisible par (1,—d) ;
(ii) g est divisible par une forme binaire ;
(iil) d#1 et crva) =05
(iv) ir(q) = 2.
dimg=7:¢c=0.
dimg =8 :
(i) d=1,c=0;
(ii) h(q) =1;
(iii) deg(q) = 3.
dimg=9 :d € D(q) et c=0.
dim g = 10 : g est divisible par (1, —d) et ¢ > ¢, ou @ est unique forme binaire
telle que drp = d et c(p) = c.
dimg =11 : ¢ L (—d) est anisotrope et excellente.
dimq = 12 : q est divisible par T € Py(F) telle que ¢(7) = c.

Démonstration

a)

b)

Si ¢ ~ {(a,b,c), q est voisine de la 2-forme de Pfister ((—ab, —ac)). Comme la
forme complémentaire est de dimension 1, elle est excellente.
C’est clair, puisqu’une forme de dimension 2" est excellente si et seulement si
elle est semblable a une n-forme de Pfister.

Pour 5 < dimq < 8, notons que q est excellente si et seulement si elle est
voisine de Pfister, d’apres les cas précédents.
Supposons ¢ excellente. Alors (i) est vrai par la proposition 8.1.16. Si (i) est
vrai, on a ¢ ~ ¢ L (d) avec ¢ € GPy(F'), donc c(q) = ¢(p) est d’indice < 2.
Enfin, si (ii) est vrai, soit 7 € P2(F') telle que ¢(q) = ¢(7) et posons ¢ = ¢ L d7’
olt 7/ est la forme pure de 7. Alors 1 est de dimension 8 et d’invariants triviaux,
donc ¢ € GP3(F) par le théoréme 8.1.1 et g est voisine.
Si ¢ est excellente, sa forme complémentaire est de dimension 2 ; donc deg(q) =
1 et (i) résulte du théoreme 5.4.8. Les implications (i)=-(ii) et (i)=-(iii) sont
triviales.

Montrons que non-(iv)=-non-(iii). On a i;(q) = 1 ou 2. Sii1(q) = 1, (q1) p, (va)
7 0 d’apres la proposition 8.1.10. En particulier, c¢p, () # 0 et donc cp(,q) # 0.

Montrons que (iv)=-(ii). Comme dimg; = 2, on a ¢; ~ a(l,—d) et d # 1.
Par conséquent, qp, (ya) ~ 0. La forme gp(,z) ne peut pas étre anisotrope (sans
quoi elle serait de hauteur 1), puisque sa dimension n’est pas une puissance de
2. Par conséquent, Pextension F}(vd)/F(vd) est transcendante pure ; mais alors

dr(va) ~ 0.
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Enfin, si (ii) est vrai, alors ¢ est produit tensoriel d’une forme de dimension 3
et d’une forme binaire, donc est excellente puisque toute forme de dimension 3
est excellente.
Si g est voisine, on a évidemment ¢(q) = 0. Réciproquement, si ¢(g) = 0, alors
g L (—d) est de dimension 8 et d’invariants triviaux, donc semblable & une
3-forme de Pfister d’apres le théoreme 8.1.1.
q est excellente si et seulement si elle est semblable & une 3-forme de Pfister.
L’équivalence avec (i) résulte alors du théoreme 8.1.1; I’équivalence avec (ii)
résulte de la proposition 4.2.1, et I’équivalence avec (iii) du corollaire 4.3.7.
Si g est excellente, alors ¢ ~ ¢ L (d) d’apres la proposition 8.1.16. Comme la
forme complémentaire de ¢ est excellente, son invariant de Clifford est nul et
donc aussi celui de ¢. Réciproquement, si ¢(q) = 0, on a ¢(¢) = 0, donc ¢ ~ ar
avec 7 € P3(F') (théoreme 8.1.1). Par conséquent, ¢ est voisine de 7 ® {(—ad)) et
sa forme complémentaire est voisine de 7.
11 résulte du théoréme 5.4.8 que ¢ est excellente si et seulement si g ~ (1, —d) @
avec ¢ excellente. L’énoncé résulte alors du cas c).
Si g est excellente, sa forme complémentaire est de la forme ar avec 7 €
Py(F); par conséquent, c(q) = c(7) et gp(r) ~ 0, donc ¢ est divisible par 7.
Réciproquement, si ¢ >~ 7 ® ¢, on a dim ¢ = 3, donc ¢ est excellente, ainsi que
q.
Si g est excellente, alors ¢ = ¢ L (—d) est anisotrope et excellente d’apres la
proposition 8.1.16. Réciproquement, si ¢ est anisotrope et excellente, on peut
écrire p ~ ¢ Q@ o’ avec 0,7 € Po(F) et ¢(p) = ¢(7). Alors g est une voisine de
7 ® o, de forme complémentaire ar L (—d).

O

8.1.C. « Classification »des formes de petite dimension. — Pour les besoins
du probleme d’isotropie, on se propose de décomposer ’ensemble des formes quadra-

tiques anisotropes ¢ d’une dimension n < 7 donnée en « classes »ayant des comporte-
ments différents. Notons d = d+q, ¢ = ¢(q) ; E = F(vd) (lorsque d # 1).

1) n = 1. Une seule classe.

2) n = 2. Une seule classe.

3) n = 3. Une seule classe.

On a

- 41 d#1.

4) n = 4. Deux classes : { ATL d=1.
q €4l < deg(q) =1 <= h(g) =2
g €41l = deg(q) =2 < h(g) =1
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5-1.
5-11.

d ¢ D(q).

5) n = 5. Deux classes : { de D).

On a

q € 51 <= ¢ L (—d) est une forme d’Albert anisotrope.
q € 5-11 < ¢ est excellente.

On notera que les classes 5-1 et 5-II ne sont pas distinguées par leur suite de déploie-
ment.

6-1. d# 1, ind cg = 4.
-11. 1,1 =2
6) n = 6. Quatre classes : 2-111. Zi 1: lcr;diEO_
6-IV. d=1.

On a:

q € 6-1 < d # 1 et qg est anisotrope.
€61l <= d#1eti(qgg) =1 < q~ar Lb(l,—d) pour a,b € F* et 7 € Po(F).
1.

q € 6-IV <= ¢ est une forme d’Albert anisotrope <= h(q) = 2, deg(q) =

q € 6-II1 < q est excellente < qp ~ 0 < h(q) =2, deg(q) =
2.

On notera que les classes 6-11 et 6-1II ne sont pas distinguées par leur suite de
déploiement.

7) En dimension 7, la classification devient plus hasardeuse. En premiere approxi-
mation, on a cinq classes :

7-1.  d¢ D(q),indc= 8
7-1I.  d ¢ D(q), indc =
7-III. d ¢ D(q), 1ndc = 2
%W.d%D(Lc

7-V. ~~ 1 (d).

Toutefois, on sait que la classe 7-V doit étre au moins subdivisée en deux sous-
classes : les formes contenant une voisine de Pfister de dimension 5 et celles qui n’en
contiennent pas (cf. corollaire 8.2.16). Il est possible que les autres classes doivent
également étre raffinées.

2. Retour au chapitre 5 pour les formes de basse dimension

Dans cette section, nous revenons au probléeme de l'isotropie d’une forme quadra-
tique ¢ sur le corps des fonction d’une quadrique : nous allons énoncer les résultats
connus lorsque dim ¢ < 8, et en démontrer quelques uns. On note d = d+q, ¢ = ¢(q)
et E = F(vd) si d # 1. D’apres le théoreme 5.3.4, on peut supposer que g n’est pas
voisine d’une forme de Pfister. On cherche les formes ¢’ telles que ¢’ < ¢ : par la
proposition 3.2.1, on peut supposer dim g’ > 3.
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8.2.1. Théoréme (D. Shapiro, D. Leep [198], [147]). — Supposons dimq = 4,
d # 1. Soit ¢ ¢ GPy(F). Alors ¢ < q si et seulement si ¢' est semblable & une
sous-forme de q.

Démonstration. — Par la proposition 8.1.10, on a qg € GPy(E) \ {0}. D’apres le
théoréme 5.3.4, ¢ est donc semblable & une sous forme de ¢g ; en particulier, dim ¢’ <
4.

Sidim¢q’ =4, ¢f; est semblable & ¢ ; en particulier, doq’ € {1,d}. Le cas d = 1 est
exclu par hypothese, donc d4+q¢' = d et ¢’ < q d’apres la proposition 8.1.10.

Si dim ¢’ = 3, on peut plonger ¢’ dans une (unique) forme ¢” de dimension 4 et de
discriminant d. Alors qg, qf, € GP2(F); comme ¢g et ¢ ont en commun la voisine
qlz, elles sont semblables et donc ¢” o« ¢ en réappliquant la proposition 8.1.10. En
particulier, ¢’ est semblable & une sous-forme de q. O

8.2.2. Théoréme (Merkurjev, Leep [158], [147]). — Supposons que q soit une
forme d’Albert. Soit ¢ ¢ GPa(F). Alors ¢ < q si et seulement si ¢' est semblable &
une sous-forme de q.

Démonstration. — Nous suivrons celle de A. Laghribi [131]. D’apres le corollaire
8.1.6, qr(q) est isotrope si et seulement si ind(cp(q)) < 2; d’apres le corollaire 7.1.4,
ceci entraine pour commencer deg(q’) < 2 et

— dim¢q’ <6 si deg(q’) = 2;

— dim¢q’ < 4sideg(q) =1;

— dim¢’ <5 sideg(q’) = 0.

Supposons d’abord deg(q’) = 2, et soit ¢/ = ¢(¢’). On a dim ¢’ = 6, le cas dim ¢’ = 4
étant exclu par hypothese. Soient D un corps gauche de classe ¢ et D’ un corps gauche
de classe . Par le théoreme de réduction d’indice, ind(cp(y)) < 2 si et seulement si
D’ est isomorphe a un sous-corps de D. Alors D’ ~ D, donc ¢’ = c et ¢’ o< g par le
théoreme 8.1.13.

Supposons maintenant deg(q’) = 1, donc dim ¢’ = 4. Soient d’' = d+¢’, ¢ = ¢(¢’) et
E' = F(va@). Soient D un corps gauche de classe ¢ et D’ un corps gauche de centre
E’ tel que Cy(q') ~ D’ : alors ¢, = [D']. D’apres le théoréme de réduction d’indice,
ind(cp(q)) < 2 si et seulement si My(D") se plonge, donc est isomorphe a, Dgr. Il en
résulte que ¢ est isotrope. On a donc ¢(¢’) + ¢(q) € Ker(B(F) — B(E')). Par la
proposition 6.4.13 (i), cela implique

c=c + (a,d)

pour a € F* convenable. Soit ¢’ = ¢ L —a(l,—d). Alors ¢" est une forme d’Albert de
discriminant ¢; par le théoréme 8.1.13, on a ¢” ¢ et ¢ contient donc une sous-forme
semblable & ¢'.

Supposons enfin deg(q’) = 0, donc dim¢’ = 3 ou 5. Alors ind(cp(g)) < 2 si et
seulement si D ~ Cy(q) ® D”. Si dimq’ = 3, Cy(q) est une algebre de quaternions,
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donc aussi D”. Choisissons ¢’ de dimension 3 telle que dim¢” = dim ¢’ et Cy(¢”) =
D" : alors ¢ 1 —q"” est de dimension 6, de discriminant trivial et d’invariant de
Clifford ¢, donc est semblable & ¢. Si dim¢’ = 5, Co(¢’) ~ D, d’ou ¢(q¢') = ¢(q).
Alors ¢" = ¢’ L {(—d+q’) est une forme d’Albert anisotrope telle que ¢(¢') = ¢(¢”). Le
théoreéme 8.1.13 entraine alors ¢ o< ¢, et ¢ contient une sous-forme semblable & ¢’. [

8.2.3. Corollaire. — Supposons dimq =6, d # 1 et qg anisotrope. Alors ¢ < q=
dim ¢’ <6.

Démonstration. — En effet, ¢f; est semblable a4 une sous-forme de g d’aprés le
théoreme 8.2.2. O

8.2.4. Théoréme (Hoffmann [67]). — Supposons que dimq = 5. Soit ¢ ¢
GPy(F). Alors ¢ < q si et seulement si ¢’ est semblable o une sous-forme de q.
(Rappelons que dans toute cette sous-section, q est supposée ne pas étre une voisine.)

Démonstration. — Nous suivons celle de Hoffmann, avec quelques variantes. Par hy-
potheése, ¢ n’est pas une voisine de Pfister; par conséquent, v = ¢ L (—d) est une
forme d’Albert anisotrope. Par le théoreme 8.2.2, ¢’ est semblable & une sous-forme
de 7.

Supposons d’abord dim ¢’ = 3. On a alors v ~ aq’ L ¢” pour a,q” convenables. I
existe (un unique) b € F* tel que d1 (¢ L bg”") =1 : on a alors

clqg Lbg") = c(q) +c(q") = c(v) + e(d”) = e(d).

En particulier, c¢(¢ L bg")p(gy = 0. Comme (¢ L bg"”)p(q est isotrope, elle est
hyperbolique d’aprés le théoréme 8.1.1. Par le corollaire 3.2.5, on a (¢ L bg”)an =~
o ® p, ot o est la 2-forme de Pfister associée a ¢’ et dimp = 1 ou 2. Mais 1’égalité
c(q L bg") = ¢(0) entraine dim p = 1; par conséquent, on a so ~ ¢ L (r) pour p < g,
r et s convenables. Le lemme 5.3.3 montre que ¢ et ¢’ sont semblables.

Supposons maintenant dim ¢’ = 4. Le cas d+q’ = 1 se ramene au précédent par
le théoréme 5.3.4. Supposons d’ = d+q’ # 1. On a besoin d’un lemme, di & Fitzge-
rald [55] :

8.2.5. Lemme. — Soit 7 € GP3(F). Alors Tp(gy ~ 0 si et seulement si 7 =~
(1,-z) ® ¢, oux e D((1,-d)).

Démonstration. — Notons que, pour © € D((1,—d')), on a (z,d’) = 0 donc 7, :=
(1,—2) ® ¢ € GP5(F). De plus, 7, devient isotrope, donc hyperbolique sur F(¢').
Réciproquement, soit 7 € GP3(F) telle que Tp(gy ~ 0. Par le théoreme 3.2.4, il existe
a € F* et ¢ de dimension 4 tels que 7 ~ aq’ L ¢. En particulier, ¢ et ¢’ ont les mémes
invariants donc sont semblables par le corollaire 8.1.11. O

Soit ¢" une sous-forme de ¢’ de dimension 3. Alors gp (4 est isotrope, donc ¢” est
semblable & une sous-forme de g d’apres le cas précédent. Par ailleurs, ¢’ est semblable
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a une sous-forme de «y par le théoreme 8.2.2. On a donc des isométries :
vy=qLl{-d) ¢ =q" L{a)
g~cqd’ Lo v~bg L
avec a,b,c € F* et dim ¢ = dimvy = 2.
En particulier, on a
(8.2.1) vy~cq” Lo L (=d)>=bg" L {ab) L 1.

La forme (b, —c) ®~ est dans I*F et de dimension anisotrope < 6 : par le Hauptsatz
(ou le théoreme 8.1.1), elle est donc hyperbolique et by ~ ¢y. Il en résulte que

v = bey = cq L beyp.
Quitte a changer 1 en bcy, on peut donc supposer que b = c¢; quitte a remplacer
q par bq, d par bd et v par by, on peut aussi supposer que b = 1. De plus, quitte a

multiplier ¢’ par un scalaire, on peut supposer que a = d’ et donc que d+¢” = 1. Les
isométries ci-dessus deviennent alors :

y=ql{-d) ¢ ~q¢" L)

g=q" Ly yq L.
L’équation (8.2.1) donne alors ¢ L —1ip ~ (d’,d); on peut donc écrire ¢ ~ (e, f),
1 ~ (e, g) pour e, f, g convenables. Une comparaison de discriminants donne g = —d’e.

On a alors
(f,—d) ~d'(1,—e).
En prenant les discriminants, on en déduit df = e, d’ou (de, —d) ~ (d’, —d'e), soit
encore (de, —d') ~ (d, —d'e), ou
e € D((1,—dd'e)).
On a alors
v L —ddey~q 1l (=d) L —dd'e(q L (e,—d'e))
~ql —ddeq L (—dd)
~q" 1 (e,de) L —dd'eq" L (—de,—dd")
~(1,—dd'e) ® ¢" L (e,—dd")
~ (1,—dd'e) ® (¢" L {e))
~ (1,—dd'e) ® (¢" L (1)) € P3(F).
Comme gp(q et q;,(q,) sont isotropes, on a
diman (v L —dd'ey)p(q) < 6
donc (y L —dd'ey)p(gy ~ 0. Par le lemme 8.2.5, on a donc
(1,—dd'e) ® (¢" L (1)) ~ h(1,—z) ® ¢’ ~ h(1,—z) ® (¢" L (d'))
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avec h € F*, x € D({1,—d’)). Le membre de droite peut donc aussi s’écrire h{l, —2) ®
(¢" L (1)) € GP5(F); ceci montre qu'on peut choisir A = 1 (corollaire 2.1.8). On a
alors
((dd'ex)) @ (¢" L (1)) ~0
d’ou
{dd'ex,z)) @ ¢ ~ 0
ou
(1,—z,dd'e) ® ¢ ~ dd' exq'.
Il résulte alors de ’équivalence ¢ L —dd'eq’ L (—dd') ~ (1,—z) ® ¢’ :
g~ {dd) L (1,—z,dd'e) ® ¢ ~ (dd') L dd'exq

et ¢’ est semblable & une sous-forme de q.

Supposons maintenant dim g’ = 5. Par le théoréme 8.2.2, ¢’ est semblable & une
sous-forme de v, donc ¢ L (—d’) est semblable & +, ou d’ = di¢’. En particulier,
¢’ n’est pas voisine d’une 3-forme de Pfister. Choisissons une sous-forme ¢” < ¢’ de
dimension 4 : par le cas précédent, ¢’ est semblable & une sous-forme de ¢ ; quitte &
multiplier ¢ par un scalaire, on peut supposer ¢” < ¢, soit ¢ ~ ¢" L (a), ¢’ ~¢" L (b).
Soit p = ¢’ L —abg ~ (1, —ab) ® ¢"". Comme ¢(q) = ¢(¢’) = ¢(v), on a

drp = 1’0(()0) =0
donc (1, —ab) ® ¢ € GP3(F). Par ailleurs, pp(y) ~ q%(q,) L —abgp(qy est d’indice
< 25 il en résulte que ({1, —ab) ® ¢")p(g) ~ 0. Mais alors (1, —ab) ® ¢" ~ 0, sans
quoi ¢ en serait une sous-forme (théoreme 3.2.4) et ¢’ serait voisine d’une 3-forme de
Pfister. Donc ¢’ ~ abgq.

Montrons enfin que dimq > 6 est impossible : il suffit de le faire dans le cas
dim ¢’ = 6. Supposons le contraire : par le théoréme 8.2.2, ¢’ est semblable & . De
plus, par le cas précédent, toute sous-forme ¢” < ¢’ de dimension 5 est semblable & q.
Ceci reste vrai sur le corps K = F(t). Mais c’est impossible : soit ¢ une sous-forme
de dimension 4 de ¢’ (définie sur F'), et écrivons ¢’ ~ ¢ L (a,b), avec a,b € F*. Soit
c=aTl?+be D({(a,b)). Alors px L (a) est semblable & px L {c) si et seulement
si acpx ~ prc. Ecrivons ¢ ~ v L (d) : ceci implique

T? + ab € D(dpk).
Par le théoréme 2.4.4, ceci implique ab € D(dy). On a donc ¢ ~ 7 L (abd), d’olt
vy ~71 1 (abd,d,a,b).
Mais (abd, d,a,b) € I?F : on a donc 7 € I’F et 7 ~ 0, ce qui contredit I’anisotropie
de 7. O

8.2.6. Remarque. — En particulier, si g est une forme de dimension 5 non voisine,
de forme d’Albert associée v, gp(+) est une voisine de Pfister anisotrope. Ce phénoméne
est parfois dénommé déploiement anisotrope (anisotropic splitting, Rehmann).
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Mentionnons sans démonstration :

8.2.7. Théoréme (Laghribi [131], Izhboldin-Karpenko [89])
Supposons dimq = 6 et qg anisotrope. Soit ¢ ¢ GPy(F). Alors ¢ < q si et
seulement si ¢’ est semblable a une sous-forme de q.

8.2.8. Théoréme. — Supposons ¢ =0 L —7, avec 0 € Po(F) et 7 € GP(F).
a) Hoffmann [75]: Soit ¢ une forme de dimension # 4. Alors ¢’ < q si et
seulement si
— soit q' est semblable a une sous-forme de q;
— soit il existe x € D(7) tel que ¢’ soit semblable ¢ une sous-forme de c@{(z)).
b) Izhboldin-Karpenko [87]: Soit ¢ une forme de dimension 4 et de discrimi-
nant d' # 1. Alors la conclusion de a) reste vraie, sauf peut-étre dans le cas
suwant : d # d', ind((c(q) + ¢(¢')) k) =2, ot K = F(Vd,V@).
¢) Izhboldin-Karpenko [90]: Il existe un couple ¢ < q comme dans le cas ex-
ceptionnel de b) tel que ¢’ ne vérifie aucune des deux conditions de a).

Montrons seulement que, dans a), on a ¢ := 0 ® {(z)) < ¢ si x € D(7). En effet, ¢
est une 3-forme de Pfister, donc elle devient hyperbolique sur F'(¢). Autrement dit

OF(p) = LOF(p)
d’ot
AF(p) = OF(p) L —TF(p) = T0R(p) L —Tr(y)

et xo L —7 est évidemment isotrope.
Pour énoncer le théoréeme suivant, on a besoin de la notion de formes conjuguées :

8.2.9. Proposition. — Soient n > 1 et q1,q2 deux formes de dimension 2™. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) @1 L —q2 € Jpy1(F).

(i) ¢1 L —q2 € GPpya (F).

(iii) (ql)F(q1) = (Q2)F(q1)'

(iv) (41)F(grL—g2) = (42) F(qs L —g2)-

Si ces conditions sont vérifiées, on a ¢ ~ qo.

Démonstration. — (1)=-(ii) résulte du corollaire 4.3.7; (ii)=(iv) résulte du corol-
laire 2.1.8; (iv)=-(iii) résulte du fait que ¢1 < ¢1 L —go2. Montrons enfin que (iii)=-(i).
Soit m = deg(q1 L —¢2) < n + 1. L’inégalité m < n est impossible par le théoreme
3.2.4 (i). Si m = n, le théoréme 4.4.1 (ii) implique que g; est semblable & une forme
de Pfister; alors (q1)p(q,) ~ 0, donc (g2)p(g,) ~ 0 et g2 est semblable a ¢; par le
théoreme 3.2.4; alors ¢; L —g» € I F, contradiction. On a donc m = n + 1. Enfin,
la derniere assertion résulte trivialement de la condition (iii). O
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8.2.10. Définition. — Deux formes ¢q; et g2 de dimension 2" sont strictement
conjuguées si elles vérifient les conditions équivalentes de la proposition 8.2.9. Elles
sont conjuguées s'il existe a € F* tel que ¢ et ags soient strictement conjuguées.

8.2.11. Théoréme. — Supposons q de dimension 8 et de discriminant 1. Soit ¢’ ¢
GPy(F).

a) Laghribi [129], Hoffmann [69]: Siindc =2, ¢’ < q si et seulement si ¢’ est
contenue dans une forme ¢ de dimension 8 telle que ¢ < ¢q. Si dimq¢’ =8, on
aq < q si et seulement si

(i) soit ¢’ est semblable a q ;
(ii) soit ¢’ est semblable a une 3-forme de Pfister dont q contient une voisine.

b) Laghribi [129]: Siindc =4, la conclusion de b) est vraie en remplagant dans
(i) « semblable » par « conjuguée », & condition que dim¢q’ > 5.

c) Laghribi [130]: Siindc = 8 et dimq’ > 5, ¢’ < q si et seulement si ¢’ est
contenue dans une conjuguée de q.

d) Izhboldin-Karpenko [89]: La conclusion de c) reste vraie si dimq’ = 4 et
q ¢ GP(F).

e) Izhboldin-Karpenko [88]: La conclusion de b) reste vraie si dimq’ = 4, sauf
peut-étre si q contient une sous-forme ¢ € GPy(F') et ind((c(q) + ¢(¢'))r) =4,
ou B' = F(\/d+q').

f) Ibid.: II existe des exemples ¢’ < q dans le cas exceptionnel de e) ot la conclu-
sion de b) n'est pas vraie.

La partie a) de ce théoréme sera démontrée plus tard (voir p. 123).

8.2.12. Corollaire. — Soit q de dimension 8 et de discriminant 1. Supposons que
ind(c(q)) = 2. Alors toute forme q' conjuguée a q lui est semblable.

Notons que les formes de a) sont les formes de hauteur 2, de degré 2 et de type
IT au sens de la section 5.7. Si dim ¢’ = 3 dans b) ou ¢), Laghribi [129], [130] donne
également une condition nécessaire et suffisante pour que ¢’ < ¢, mais celle-ci est plus
technique et fait intervenir une 3-forme de Pfister auxiliaire. Izhboldin et Karpenko
donnent une autre condition nécessaire et suffisante, un peu plus agréable, sans méme
supposer d =1 :

8.2.13. Théoréme (Izhboldin-Karpenko [88]). — Supposons dimgq = 8, et soit
q' de dimension 3. Notons 7 une forme de GPy(F) contenant q'. Alors ¢’ < q si et
seulement si :

(i) soitq est semblable d une sous-forme d’une 3-forme de Pfister dont q contient
une voisine ;

(ii) soit il existe une forme q* de dimension 10 telle que 7 < ¢* et sq = ¢*
(mod I*F) pour s € F* convenable.



106 CHAPITRE 8. FORMES DE BASSE DIMENSION

On remarquera que, dans (ii), la forme sq L —¢’ est isotrope (cf. commentaire
apres la conjecture 5.7.6). Montrons seulement que, dans ce cas (ii), on a bien ¢’ < q.
On a 7p(g) ~ 0, donc dimay 3,y < 6 et diman(sq L —¢*)p(gy < 14. Le Hauptsatz
implique alors que (sq L —¢*)p(q) ~ 0, d’olt dimay, sqp(g) < 6.

8.2.14. Remarque. — Soit ¢ une forme anisotrope de dimension 7 telle que
ind(c(q)) = 2, et soit d = diq. Alors ¢ = ¢ L {—d) est anisotrope et ¢ = ¢ : cela
résulte du lemme 5.1.4 ¢), car si ¢ est isotrope, son indice est > 2. Il en résulte que
I’isotropie de g sur le corps des fonctions d’une quadrique est la méme que celle de q.

Mentionnons enfin un théoréme d’Izhboldin [85] :

8.2.15. Théoréme. — Soient q,q' deuxr formes quadratiques anisotropes sur F.
Supposons que q ne contienne pas de sous-forme de dimension 4 et de discriminant
trivial, et que dimq < 8. Alors, si ¢ < q, il existe un homomorphisme d’algébres
Co(q") = Colq)-

8.2.16. Corollaire. — Soit q une forme quadratique anisotrope de dimension < 8.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe une 3-forme de Pfister ¢ telle que ¢’ < q.

(ii) dimq > 4 et q contient une sous-forme de dimension 4 et de discriminant
trivial.

(iii) ¢ contient une voisine d’une 3-forme de Pfister.

Quelles sont les formes quadratiques ¢ de dimension < 8, non voisines de Pfister, qui
contiennent une voisine d’une 3-forme de Pfister 7 Il n’en existe pas en dimension 5 ; en
dimension 6, il faut et il suffit que ¢ soit du type 6-11 de la section 8.1.C. Si dim ¢ = 8§,
d = 1, ¢ ne peut pas étre d’indice 8 : cela résulte d’un calcul simple d’invariant de
Clifford. Si ind ¢ = 2, q est de hauteur 2, de degré 2 et de type II, donc est divisible
par une forme binaire (corollaire 5.7.10). Il en résulte qu’elle contient une telle voisine
(et méme un grand nombre d’entre elles). Si ind ¢ = 4, ¢ contient une telle voisine si
et seulement si on peut écrire ¢ ~ o L 7 ou 0,7 € GP,(F). Izhboldin et Karpenko
ont récemment démontré que ce n’est pas toujours possible [90]; toutefois, une telle
forme peut toujours s’écrire s,o, ou s, est le transfert de Scharlau correspondant a
une F-algebre étale E de rang 2 et 7 € GP,(FE) (ibid.).

En dimension 7, ¢ ne peut pas étre de type 7-I : en effet, ¢ L (—d) est alors
de discriminant 1 et d’invariant de Clifford d’indice 8. Si g est de type 7-1II, ¢ est
« équivalente »a g L (—d) (cf. remarque 8.2.14), donc contient des voisines d’apres
ce qui précede. Si g est de type 7-II, pour qu’elle contienne une voisine il faut que
g L (—d) soit somme de deux formes de GP:(F); jignore si cette condition est
également suffisante. Enfin, si ¢ est de type 7-V, les deux cas peuvent se produire.
En fait :
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8.2.17. Proposition. — Soient vy une forme d’Albert et d € F* tels que ¢ = v L (d)
soit anisotrope. Alors q contient une voisine de Pfister de dimension 5 si et seulement
st —d est produit de trois valeurs de ~y.

Démonstration
Suffisance : écrivons —d = aa’a” avec a,a’,a” € D(y), et soit ¢ = L ady. Alors :
—q¢=q;
— @ est isotrope.
La premiere assertion provient du fait que d € D(ady) ; la deuxiéme provient
de 'hypothese sur d. Par le théoréeme 8.1.1 b) et ¢), ¢ ~ 7 pour un 7 € GP5(F).
Ecrivons G~q Ll —q. 1l existe donc @, 1, p, avec dim1p = 2, tels que

q=p Ly, d=ply, Txpl-p
et ¢ est une voisine de Pfister de dimension 5 contenue dans gq.
Nécessité : soit ¢ une voisine de Pfister de dimension 5 contenue dans g, et soit
7€ GP3(F) tel que ¢ < 7. Ecrivons ¢ ~ ¢ L 1), T~ L —p, et soit ¢ = p L 1.
Alors § = ¢ L —¢’ est équivalente & 7; en écrivant

G~y L{d)L—¢

onadi({d) L —¢') =1, c({(d) L —¢') = c(), donc {d) L —¢' ~ ey pour e € F*
convenable (théoreme de Jacobson). De plus, I'isotropie de v L ey implique que
—e est produit de deux valeurs de . Comme de € D(7), —d est produit de trois

valeurs de ~.
O

8.3. Exercices

8.3.1. — Montrer qu'une forme d’Albert anisotrope ne contient pas de sous-forme
de dimension 4 et de discriminant trivial.

8.3.2. — On suppose que I3F = 0. Montrer que deux sous-formes de dimension 5
d’une méme forme d’Albert sont semblables.

8.3.3* (d’apres [98]). — Soit ¢ une forme d’Albert anisotrope; notons K = F(q)
son corps dominant et 7 sa forme dominante.

a) Montrer que 7 L —g; est une 3-forme de Pfister anisotrope. (Si elle est isotrope,
q1 représente 1; considérer ¢ = q L (—1). Si ¢’ est isotrope, tirer une contradic-
tion du théoréme 8.2.4. Si q' est anisotrope, de corps des fonctions E, alors qp est
nécessairement isotrope ; tirer une contradiction cette fois-ci du théoréme 8.2.2.)

b) Montrer que 7 L —q; ¢ Im (I*F/I'F — I’K/I'K)). (Soit si possible ¢ €
IBF/I*F telle que vx =7 L —q; (mod I*K). Ecrire ) = 61 + -+ + Gy, 0l 0; €
P;(F). Raisonner par récurrence sur n : en passant au corps des fonctions de oy,
tirer une contradiction & 'aide du théoréme 7.1.1 et du corollaire 3.3.2.)
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c¢) En déduire que 7 ¢ Im(W (F)/I*F — W(K)/I*K). (De maniére équivalente,
7 1Lq ¢ Im(W(F)/I*F — W(K)/I*K) ; se ramener a b) en utilisant la proposition
6.4.13.)



CHAPITRE 9

INVARIANTS SUPERIEURS

9.1. Invariants élémentaires et cohomologie galoisienne

Pour tout n > 0, on note H™F' le groupe de cohomologie galoisienne H"(F,Z/2).
Vu le théoreme B.6.1 (voir la remarque le suivant), les invariants dim, dy et ¢ du
chapitre précédent peuvent se réinterpréter comme des invariants

e":W(F)— H"F

pour n = 0,1,2. Le but de ce chapitre est de discuter l'existence d’invariants e”,
généralisant les précédents, pour n > 3. Commencons par quelques propriétés de e”

pour n < 2:

9.1.1. Théoréme. — Pour n < 2, linvariant e™ induit un isomorphisme
en - ITLF/ITL-‘,—lF -~ H"F

tel que

ei(ay) = e’ (x) - e(y)

pour p+q <2 et (z,y) € IPF/IPYLF x [1F/I9T1F.

Démonstration. — La premieére assertion n’est autre qu’une reformulation des
théoremes 6.1.3 et 6.4.11. Il suffit de vérifier la deuxiéme pour p = ¢ = 1; dans ce
cas, elle résulte des propositions 6.4.8 a) et B.6.2. O

9.2. K-théorie de Milnor

La K-théorie de Milnor de F est 'anneau gradué KM (F) défini par générateurs
et relations de la maniere suivante :

— Générateurs : {a}, a € F*.

— Relations : {ab} = {a} + {b} (a,b € F*), {a}- {1 —a} =0 (a € F* — {1}).
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En d’autres termes, KM (F) est le quotient de 'algébre tensorielle du Z-module
F* par l'idéal bilatere engendré par les a ® (1 — a) pour a # 1. On a Ky(F) = Z,

Ki(F) = F*. Pour ay,...,a, € F*, le produit {a1}---- - {a,} € KM(F) est noté
{a1,...,a,}. Pour a # 1, les relations
{a,1—a}=0

{a™'1-a"'} =0
et la bilinéarité entrainent
{a,—a} =0
d’otli, encore par bilinéarité
{a,b} = —{b,a} poura,be F*.

L’anneau gradué KM (F) est donc commutatif.

Les groupes KM (F) ont été introduits dans [162] par Milnor, qui était motivé par
le fait que K2 (F) = K3(F) (théoreme de Matsumoto). Il est clair que, si K/F est
une extension, on a un homomorphisme naturel d’anneaux gradués

Resg,p : K)(F) — KM (K).

Nous aurons besoin également du fait suivant, analogue a la situation en cohomo-
logie (cf. section C.2) :

9.2.1. Proposition (Bass-Tate [29, §5], Kato [117, §1.7])

Soit E/F une extension finie. Il existe un homomorphisme de groupes abéliens
gradués

Ng/p: KM(E) — KY(F)
qui s’identifie a la norme sur Ky et vérifiant, pour tout (z,y) € KM(E) x KM(F), la
formule de projection
N(z-Resy) = N(z) - y.

En particulier, N oRes = [E : F|. Si E/K/F est une chaine d’extensions, on a

Ng/r = Ng/roNg/g.

9.3. Le triangle incomplet de Milnor

9.3.1. Proposition. — Il existe, pour tout n > 0, un triangle incomplet d’homo-
morphismes
. I"F/I"FF
a/
KM(F)/2_ »

\
H"F
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a"({a1,...,an}) = {a1,...,an)
b"({a1,...,an}) = (a1) -+ (an) =: (a1,...,an).

L’homomorphisme a™ est surjectif.

Démonstration. — Pour voir que a™ et b™ sont bien définis, il suffit de vérifier que

1. Les applications (ai,...,a,) — {a1,...,a,) et (a1,...,a,) — (a1) -+ (an)

sont multilinéaires.

2. 2I"F/I"IF =0 et 2H"F = 0.

3. Ona ((a,1 —a)) ~0et (a) (1 —a)=0.

L’assertion (1) résulte de la remarque 2.1.3 pour les formes quadratiques et est
triviale pour la cohomologie. L’assertion (2) résulte du fait que 2 = (1,1) € IF pour les
formes quadratiques, et est triviale pour la cohomologie. Enfin, 'assertion (3) résulte
du fait que la forme (1, —a, a—1) représente zéro dans le cas des formes quadratiques ;
pour la cohomologie elle résulte du lemme A.3.5 et de la proposition B.6.2. Enfin, la
surjectivité de b™ résulte du fait que I"F/I""1F est engendré par les classes de n-
formes de Pfister. O

9.3.2. Proposition (Milnor [162]). — Il existe une application
w: W(F) — KM(F)/2
(définition 1.5.4) ayant les propriétés suivantes :
(i) Pour q,q' € W(F), w(g L ¢') = w(q)w(q).
(i) w({a)) =1+ {a}.
De plus,
w(((1) = (a)) ®--- @ ((1) = {an))) = L+ {-1}*"" ""{ar,...,an}.

Pour ¢ € W(F), on a w(q) = > >0 Wn(q), avec wy(q) € KM(F)/2; les classes
wy,(q) sont appelées classes de Stiefel- Whitney-Delzant-Milnor de q.

Démonstration. — Pour démontrer 'existence de w, il suffit d’apres la proposi-
tion 1.3.5 de vérifier que

w({a, b)) = w({a + b,ab(a+b)))
pour a,b € F* avec a +b# 0. On a
w((a,b)) = (1+{a})(1 +{b}) = 1+ {ab} + {a,b};
w({a+b,abla+5))) = (1+{a+b})(1L+ {abla+b)}) = 1+ {ab} + {a+ b, abla + b)}.
Mais
{a +b,abla+b)} ={a+b,—ab} = {a,—ab} + {1 + b/a, —ab}
={a,b} +{1+b/a,—b/a} = {a,b}.
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Posons ((a1,...,an) = ((1) = {a1)) ®--- ® ({1) — {a,)). Pour démontrer la formule
donnant w({a1,...,a,)), on raisonne par récurrence sur n. On a

(a1, ..., an) = (a1, ..., an—1)) — anf{ar, ..., an-1)
d’olt
w({{a, ... an)) = w({a1,...,an_1Nw(anlar,. .. an_1)) "

On vérifie facilement que, pour tout ¢ € W(F ) de dimension n et tout a € F*,
on a

w(ag) =Y (1+ {a})" "wi(q).

>0
Posons X,, = {—1}2"" ~"{ay,...,a,}. On en déduit :
w(an{ar,...,an—1)) =14+ (14 {an})_2n72Xn,1
d’ou
w((ar, ... an)) = (1 + Xno1)(1+ (14 {an )™ Xpm) ™!
= (1+ Xom )@+ {an D (A + {an ) + Xpor) ™
= (4 Xno1 4 {an "+ X1 {0} )0+ {a T+ X )7

277.—2

En remarquant que {a,}?" = = {—1}2" "~1{a,}, on obtient
Xn—l{an}ykz =X,
d’ou
wllar, ... an)) =1+ Xn(1+{an}?" " + Xp_1)~.

Mais, en posant {a,}2" = A, X,_1 =B, ona

Xp({an}? "+ Xn1) = A2B+ AB2 = {-1}2" "AB+{-1}¥" 4B =0

d’ot le lemme 9.3.2. O
9.3.3. Corollaire (cf. proposition 2.1.4). — Pour tout n > 1, il existe un homo-
morphisme

" I"F/T"T'F — KM F/2
tel que
e((ar, - an)) = {=13*"""ax,..., a0}

pour toute n-forme de Pfister {a1,...,a,). Pour n <2, on a b™ o™ = &".
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9.3.4. Théoréme. — Supposons n < 2. Alors le triangle

I"F/I"HF
KM(F)/2 en
K
H"F

est commutatif, et ses trois cotés sont des isomorphismes.

Démonstration. — La commutativité résulte immédiatement de la définition de e” et
du théoreme 9.1.1. Comme e est bijectif et a™ surjectif, b est surjectif et Kera™ =
Ker b™. 1l suffit donc de démontrer que a™ est injectif. Mais le corollaire 9.3.3 montre
que a™ a un inverse. O

9.4. Invariants cohomologiques supérieurs

Dans [162], Milnor conjecture que les homomorphismes a™ et b" de la proposition
9.3.1 sont bijectifs(!) . Il en résulterait existence, pour tout n > 3, d’homomorphismes

(9.4.1) " I"F/I""'F — H"F

faisant commuter le triangle du théoréme 9.3.4; de plus, €™ serait alors bijectif.
Le corollaire 9.3.3 implique que e existe « stablement ». En général, si e” existe,
il doit vérifier
" ((a,...,an)) = (a1,...,a,)

pour toute n-forme de Pfister ((a1,...,ay)). En particulier, le symbole cohomologique
(ai,...,ay) ne doit dépendre que de la forme ((aq,...,a,)). On a un peu mieux :

9.4.1. Proposition (Elman-Lam [49, prop. 2.1], Arason [9, Satz 1.6 et rem.
p. 455])
Le symbole modulo 2 {ay,...,an,} ne dépend que de la n-forme de Pfister

<<a1,...,an>>.

Démonstration. — On a besoin du

9.4.2. Lemme. — Soient ay,...,a,,b1,...,b, € F*. Supposons que l'on ait

{ar,. . an) = {br,...,bn)).
Alors il existe c € F* tel que

{at,. .. an) =~ {ar,...;an—1,¢) = {b1,...,bp_1,¢) = {b1,...,bn)).

(D Milnor fait preuve de prudence et ne formule pas ces conjectures explicitement. Cf. (162, Question
4.3 et commentaire aprés remarque p. 340].
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Démonstration (Arason). — Solent o = {(a1,...,an-1)), 7= {b1,...,bn_1) et o', 7’
les formes pures de o et 7. Ona o’ L apo ~7 L b,7, dou

o L -7 ~b,m L —a,o.

En comptant les dimensions, on voit que b, 7 1. —a,0 est isotrope. Soit ¢ € D(b,7)N
D(ano). Alors 0 ® (1, —a,) ~o® (1,—c) et 7® (1, -b,) ~7® (1, —c). O

Montrons maintenant la proposition 9.4.1. Il faut voir que

(a1, ... an) = {b1,..., b)) = {a1,...,an} = {b1,...,bn}.

On raisonne par récurrence sur n. Le lemme 9.4.2 montre qu’on peut « passer »de
(a1, ...,an) & {(b1,...,b,)) en changeant un terme a la fois. On peut donc supposer
que a; = b; pour i € {1,...,n—1}. On a alors

{at,. . an_1,apby)) ~0

d’ott anby, € D({a1,...,an—1))).
Posons ¢ = ({a1,...,an_2)) : alors ayb, = ¢ — a,—1y, avec z,y € D(p) U {0}. Si

y=0,ona {ay,...,an_2,a,b,) ~0,dou{ay,...,an_2,a,b,} =0 par récurrence et
donc {ai,...,an—1,a,b,} =0.Siz =0, 0n a
<<a1, vy Ap—2, an—lanbn>> ~ 0;
d’olt {ala sy An_2, _anflanbn} =0, soit
{al, feay an_g,an_l} = {al, ey Qp_9, —anbn}
d’ol
{alv vy p—2,0np—1, anbn} = {alv ey Op—2, anbna _anbn} =0.

Supposons enfin z,y # 0. Alors on peut écrire
anby, = (1l —ap_12)

avec z € D(p). Il en résulte

{al, -eoy Qn—2,0n-1, anbn} = {ah sy On—2, an—lal‘(l - an—lz)}
= {al, L) an727a’n717x} + {a17 <oy n—2,0n1, 1- anflz}
={a1,...,ap—9,an_1,2} +{a1,...,an—2,2,1 —ap_12}

en utilisant la relation de Steinberg. Comme on I’a vu ci-dessus,

{a1,...,an—9,2} ={a1,...,a4p-2,2} =0
et donc de nouveau {aq,...,an—2,0n_1,a,b,} = 0. Il en résulte que
{a1, ceey A2, anflvan} = {alv ceeynp—2,0n-1, bn}a

ce qu’on voulait. O
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9.4.3. Définition. — Pour ¢ ~ a{{ay,...,a,)) € GP,(F), on note
én(@) = {a’17 s 7an} € Kéw(F)/2
cet élément ne dépend que de ¢ d’apres la proposition 9.4.1 et le corollaire 2.1.9. On
note e"(p) =b"(€"(p)) € H"F.
Si e” se prolonge en un homomorphisme e” : I"F — H™F, on dit que €™ existe.

9.4.4. Lemme. — Sie” existe, il induit un homomorphisme

e": I"F/I""'F — H"F.

Démonstration. — En effet, si a1,...,a,41 € F*, 0on a
(a1, .. sans1) = (ar, ... an) L —anpiar, ... an)
d’ot €™ ({{a1,...,ant1))) = 0. O

9.4.5. Proposition (Arason [9, Satz 1.8]). — Soient ¢1,p2,903 € GP,(F) tels
que 1 L o = p3 (mod I"TLF). Alors é"(p1) + €™ (p2) = €"(p3).

Démonstration. — Cela résulte facilement du corollaire 3.3.3. O

Comme é" : P,(F) — KM(F)/2 est une section partielle de a™, cette application
est injective. En ce qui concerne 'injectivité de e™, on a :

9.4.6. Proposition. — Soit n > 0. Supposons que e” : P,(F) — H"F soit injectif

et que, pour toute extension K/F et toute n-forme de Pfister ¢ sur K, on ait
Ker(H"K — H"K(p)) = (¢"(©))-

Alors Uinvariant e de (9.4.1) ewiste.

Démonstration. — Soient @1, ..., € P, (F) des formes de Pfister distinctes telles

que o1 L -+ L op =0 (mod I F). 1l faut montrer que e™(p1) + - -+ + e"(px) = 0.

On procede par récurrence sur k, le cas k = 0 étant trivial. Supposons 1’énoncé
démontré pour k—1 facteurs. Soit L = K (¢). Comme (@) ~ 0, on a par récurrence

(€"(e1) + - +e"(r-1))L = (" (1) + -+ €" ()L = 0.

Par hypothese, ¢ (p1)+- - -+€™(¢r) = ae™(px) pour a € {0, 1}. En faisant le méme
raisonnement avec @p_1, on obtient de méme e"(p1)+-- -+ e™(px) = be"™ (pr—1) pour
be {0,1}. Sia=0oub=0, la démonstration est terminée. Sinon, on a

" (k) = €"(Pr-1)
ce qui, par hypothese, implique que @r_1 =~ @, contradiction. O

On a aussi la variante suivante de la proposition 9.4.6 :

9.4.77. Proposition. — Soit n > 0. Supposons que, pour toute extension K/F et

toute forme ¢ sur K de dimension > 2™, ’homomorphisme H"K — H"K(p) soit
ingectif. Alors Uinvariant €" de (9.4.1) existe.
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Démonstration. — On raisonne comme dans celle de la proposition précédente, mais
cette fois-ci en montant dans la tour de déploiement générique de @1 L @p. O

9.4.8. Proposition. — Supposons b"~ 1 bijectif pour toute extension de F. Alors
e": P,(F) — H"F est injectif.

Démonstration. — 11 suffit de voir que b"™ est injectif sur les symboles.

1) Montrons d’abord que (b™)~1(0) = 0. Soient ay, . ..,a, € F* tels que (ay,...,a,)
=0 € H"F. Soit E = F(ya.). Par le théoréme B.7.1, il existe « € H"E tel que
(a1,...,an—1) = Corg/p . Par hypothese, il existe & € K} | (E)/2 tel que b" (&) =
x. Alors {ay,...,a,_1} — Corg,px € Ker "1 =0, donc

{a1,...,a,} = Corzx - {a,} = Cor(x - Res{a,}) =0

par la proposition 9.2.1.

2) En général, soient ay, ..., an,b1,...,b, € F* tels que (a1,...,a,) = (b1,...,by).
On peut supposer ces deux symboles # 0. Soit K le corps de fonctions F'({(b1,...,bn)).
D’apres lexistence de e™ sur les formes de Pfister, on a (a1,...,a,)xk = 0, donc,
d’apreés 1), {a1,...,an}x = 0 et donc {ai,...,a,)k ~ 0; par le Hauptsatz, on
a ((a1,...,an) ~ e{by,...,b,) pour un e € {0,1}. En appliquant €, on obtient
{a1,...,a,} = e{b1,...,b,}. En appliquant b™, on voit que e = 1. O

9.4.9. Proposition. — Supposons que b" soit bijectif et que e™ existe. Alors a™, b"
et €™ sont bijectifs.

Démonstration. — Cela résulte d’une chasse aux diagrammes évidente, puisque a”
est surjectif. O

9.5. Le noyau de H"F — H"F(q)

9.5.1. Lemme. — Soient q,q' deuz formes quadratiques telles que q < q'. Alors,
pour tout n > 0, Ker(H"F — H"F(q')) C Ker(H"F — H"F(q)).

Démonstration. — Soit K = F(q,q’) : alors K/F(q) est transcendante pure. En uti-
lisant le lemme C.2.3, on a donc

Ker(H"F — H"F(¢')) C Ker(H"F — H"K) = Ker(H"F — H"F(q)).
O

On appelle symbole un élément de KM (F) de la forme {ai,...,a,}, et aussi un
élément de H™F de la forme b™(z), ot  est un symbole. On dit qu’un sous-groupe A
de KM (F) (ou de H"F) est engendré par ses symboles si le plus petit sous-groupe de
A contenant tous les symboles contenus dans A est égal a A. La question principale
concernant Ker(H"F — H"F(q)) est la suivante :
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9.5.2. Question. — Est-il vrai que, pour tout n > 0 et toute forme quadratique ¢,
Ker(H"F — H"F(q)) est engendré par ses symboles ?

La réponse est positive pour n = 1 : si dimg = 2, c’est évident et si dimg > 2
cela résulte du lemme 6.1.7 et du théoreme B.6.1. Pour n = 2, cela résulte de méme
de la proposition 6.4.13 et du théoreme B.6.1. Pour n = 3, la réponse est également
positive : si dimg > 2, c’est dit & Arason [9] (voir ci-dessous), et si dimg = 2 c’est
une conséquence immédiate des théoremes 9.1.1 et B.7.1. Pour n = 4, la réponse est
encore positive : si dimg > 4 c’est dt & Jacob-Rost [92], Szyjewski [205] et Kahn-
Rost-Sujatha [104] ; si dim ¢ = 3,4 c’est dii & Merkurjev [160], Kahn-Sujatha [106] et
Vishik [211]; enfin, si dim ¢ = 2, cela résulte du théoréme B.7.1 et de la surjectivité de
b3 (voir plus loin). On ne connait aucun contre-exemple & la question 9.5.2 & I’heure
actuelle.

9.5.3. Remarque. — Cette question est tout a fait analogue a celle étudiée aux
§83.2 et 4.4, qui concerne Ker(W(F) — W(K)). Ici aussi, il est conjecturé que si
K est le corps des fonctions d’'une quadrique, ce noyau est engendré par des formes
de Pfister. Les deux questions sont évidemment reliées par la conjecture de Milnor
(maintenant démontrée par Orlov-Vishik-Voevodsky).

9.5.4. Lemme. — Soient n > 2, q une forme quadratique de dimension > 2""2 41
et p, 1 € Ker(W(F) — W(F(q))) deux n-formes de Pfister. Alors ¢ et ¢ sont liées,
donc ¢ L —1 est équivalente o une troisiéme n-forme de Pfister (4 similitude pres).

Démonstration (cf. [55, dém. du th. 2.1]). — Par le corollaire 2.1.8 et le théoreme
3.2.4, il existe des scalaires a,b tels que g < ap et ¢ < . Par suite, i(ap L —by) >
dim ¢ > 2"~2. La conclusion résulte maintenant du théoréme 2.3.2. O

9.5.5. Lemme. — Supposons que " : P,(K) — H"K soit injectif pour toute exten-
sion K/F. Alors, pour ai,...,a, € F*, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) (a1,...,a,) € Ker(H"F — H"F(q)).
(i) (a1,...,an) € Ker(W(F) — W(F(q))).
(iii) ¢ est semblable & une sous-forme de {(ay,...,an)).

Démonstration. — Cela résulte du corollaire 2.1.8 et du théoreme 3.2.4. O

9.5.6. Proposition. — Supposons que e : P,(K) — H"K soit injectif pour
toute extension K/F. Alors, pour dimq > 2"72 + 1, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Ker(H"F — H"™F(q)) est engendré par ses symboles.

(ii) Ker(H™F — H™F(q)) est formé de symboles.

Démonstration. — Cela résulte des lemmes 9.5.4 et 9.5.5. O
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9.5.77. Proposition. — Supposons que e : P,,(K) — H"K soit injectif pour toute
extension K/F. Soit q¢ une forme quadratique de dimension 22 + 1. Supposons que
Ker(H"F — H"F(q)) soit formé de symboles. Soit ¢ > q. Alors :
- Ker(H™"F — H"F(q')) est formé de symboles.
— |Ker(H"F — H"F(q'))| = 2 si dimq’ > 2"71 et ¢’ est voisine d’une n-forme
de Pfister.
~ Ker(H"F — H"F(q')) = 0 sidim ¢’ > 2"~ et ¢’ n’est pas voisine d’une n-forme
de Pfister (par exemple si dim¢q’ > 2™ ).

Démonstration. — Cela résulte des lemmes 9.5.1 et 9.5.5. O

9.6. Le théoréme d’Arason

9.6.1. Théoréme (Arason [9, Satz 5.4]). — Soit ¢ une forme quadratique de di-
mension 3. Alors Ker(H*F — H?*F(q)) est formé de symboles.

Notons tout de suite les corollaires suivants au théoreme 9.6.1 :

9.6.2. Corollaire. — La question 9.5.2 a une réponse positive pour n = 3. Pour
toute forme quadratique q de dimension > 3, Ker(H®F — H®F(q)) est formé de
symboles. On a |Ker(H3F — H3F(q'))] = 2 si dimq’ > 4 et ¢’ est voisine d’une
3-forme de Pfister, et Ker(H3F — H3F(q')) =0 si dim¢' > 4 et ¢’ n'est pas voisine
d’une 3-forme de Pfister (par exemple si dimq’ > 8).

Démonstration. — Cela résulte de la proposition 9.5.7 pour n > 3 et des théorémes
6.4.11, B.6.1 et B.7.1 pour n = 2. O

9.6.3. Corollaire (Arason [9, Satz 5.7]). — €? existe.
Démonstration. — Cela résulte de la proposition 9.4.7. O

9.6.4. Remarque. — On va démontrer le théoreme 9.6.1 & I’aide du théoreme 9.3.4.
En fait, sa démonstration (ainsi que celle des corollaires 9.6.2 et 9.6.3) est antérieure
au théoréme 9.3.4. Dans [9], Arason n’utilise pas la surjectivité de b? pour montrer
le théoréme 9.6.1, ni I'injectivité de e® sur P3(F) pour déduire le corollaire 9.6.2 du
théoreme 9.6.1. L’utilisation de ces résultats simplifie I’exposition.

Démonstration du théoréme 9.6.1. — On peut supposer ¢ = (1, —a, —b). Posons K =
F(q). Considérons le complexe

F* —*— H’F — H®K.
otl ¢ est b suivi du cup-produit par (a,b). On doit montrer que cette suite est exacte.

La stratégie est de construire une rétraction (mal définie) de ¢. Cela se fait en trois
étapes :
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1) A tout élément o € Ker(H*F — H3K), on associe un élément ¢ € F*. Cela se
fait au moyen d’une chasse aux diagrammes.

2) On montre que, si a = (a, b, ¢), 'élément obtenu est c. Cela se fait en détaillant
la chasse aux diagrammes appliquée a cet élément particulier.

3) Il reste a montrer que, si ax = 0, alors o € Im .

Notons X la conique (quadrique de dimension 1) définie par ¢. Posons E = F(va),
et soit L = EK : l'extension L/E est transcendante pure. Soit a € Ker(H3F —
H3F(q)). Par le lemme C.2.3, on a a € Ker(H?*F — H3E). Considérons le diagramme

L) —2— @ Bz —“— E
r€EXE

-0 | - | - |

KM(E) —— KM(L) —2— P BE(x)* —L— B
zeXgp

v v v|
KM(F) —— KM(K) —2— @ F(2)*
reX

(-(a))obﬂ (-(a))obﬂ
HF —— H3K

Resl

H3E

ou o est le générateur de Gal(E/F). Ce diagramme est commutatif grace aux
théoremes C.3.1, C.3.2 et C.3.3. Les lignes sont des complexes par les propositions
C.6.1 et C.6.3, les deux premieres étant exactes, puisque Xpg est isotrope, donc
isomorphe & PL (suite (C.2.1)). Les colonnes sont également des complexes; la
colonne de gauche est exacte grace au théoréme B.7.1 et & la surjectivité de b?; il
en est de méme pour la deuxiéme colonne & partir de la gauche, sauf peut-étre en
KM(L)®,

Par une chasse aux diagrammes, on associe a o un élément ¢ € F*. Détaillons cette
chasse aux diagrammes. Soit 3 € K2 (F) tel que a = (a) - b*>(3). Comme ax = 0, on
a Bx = N(v) pour v € K} (L) convenable. On a N(dvy) = ON(y) = 98k = 0, donc
0y = (1—0)d pour 6 € P, x, E(x)* convenable. On a (1=9)y(§) = v(8v) = 0, donc
¢ =v(0) € F* : c’est ’élément cherché.

(2)En fait, on a également exactitude en K2 (L) (théoréme 90 de Hilbert pour K2), mais nous n’en
aurons pas besoin.
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Ecrivons le méme diagramme en diminuant tous les degrés de 1. Il vient :

L~ Div(Xp) —5. 7

lfo'l 1—0o 1— o'l

Br — [+ 9, Div(Xg) e .z

Jl Jl Jl

o — K 2 Div(X)

H?E

Faisons une chasse aux diagrammes analogue & celle ci-dessus en partant de (a, b) €
Ker(H*F — H?K). Comme (a,b)x = 0, il existe A € L* tel que Ny g A = b. Il existe
alors comme ci-dessus p € Div(Xg) tel que div(\) = (1 — o) p.

Si deg(u) était pair, on aurait p = 2u’ € Div(Xg) et donc div(\) = div(\'?)
pour un X € L*; alors AV"2 € E¥ et b € Ng/rp(E*); mais alors g serait isotrope.
Par conséquent deg(v) est impair. Ecrivons v = vy + 214 + div(g), avec deg(rg) = 1
et g € L*. Alors (1 —o)v = (1 —o)vg + 2(1 — o)rn + (1 — 0)div(g). D’apres la
proposition C.4.11, on a (1 — o)y = div(h), pour b € L* convenable. Quitte &
remplacer A par A (1=%) g~ h=2 (ce qui ne change pas b & un carré pres), on peut donc
supposer que deg(u) = 1.

Ceci permet de refaire explicitement le premier calcul pour o = (a,b,c), ¢ € F*.
On peut choisir successivement :

- B={b,c}.

- v={\c}.

-d=pu-c

On a alors N(§) = cie¥ = ¢.

Quitte & remplacer o par a — (a,b,c), on peut donc supposer que ¢ = 1. En

appliquant I'exactitude de (C.2.1), on trouve un ¢ € K} (L) tel que 0 = §. Alors
0(1—0)e = 0y, donc y— (1—0)e = (1, ot ¢ € K} (E). Donc Bk = N(y) = N((1) =
N(¢)k. Mais alors b%(8 — N(¢)) € Ker(H?*F — H?K); donc 8 — N( = e(a, b) pour
e € {0,1} convenable (proposition 6.4.13), et « = e(a, a,b), ce qu’on voulait. O

En réalité, ’homomorphisme K2 (F) — KM(K) est injectif (Suslin [202, th. 3.6]),
ce qui rend la démonstration encore plus « propre ».

9.6.5. Théoréme (Arason). — Il n'existe pas d’application b: I’F — H3F, com-
mutant & Uextension des scalaires et dont la restriction ¢ ISF est 3.
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Démonstration. — Supposons qu’'un tel b existe. Considérons, pour tout n, le corps
des séries formelles itérées
L= C((t)) ... ((tn))-

On voit facilement (en utilisant le théoreme de Springer C.1.15) que W(L,) =
Fa[(t1), ..., {t.)]/({t:)2 = 1) et que H*L,, = Fa[(t1),. .., (t,)]/(t;)* = 0 (en utilisant
cette fois-ci le théoréeme C.1.16). En particulier, on a H®Ly = 0, donc b({(t1,%2))) = 0.

Considérons maintenant

¢ = ((t1,t2)) L ({t3,ta)) € W(La).

Sur Ly({(ts,t4))) on a ¢ ~ ((t1,t2)), donc b(p) € Ker(H3Ly — H3Ly({(t3,t4)))). Par
conséquent, b(p) = (t3,t4,u) pour u € L} convenable d’apres le théoreme 9.6.1. De
méme, on a b(p) = (t1,t2,v) pour un v € L}. Mais il en résulte que b(y) = 0.

Considérons enfin

Y= ((t1,t2)) L ({t3,t4)) L ({t5,%6)) € W(Ls)-

Par le méme raisonnement, on a b()) = 0. Mais soit

K = Lg(Viitatsta, Viitsts, Viatsts)-
En écrivant
Lo = C((t1))((t2))((t3))((tatatsta)) ((tatsts))((tatste))

on voit que K = C((t1))((¢2))((¢3))((wa4))((ws))((wg)) avec wyq = irtatsts, w5 =
Viitats et wg = iatste ; en particulier, (t1,to,t3) # 0 € H>K. Mais

Vi =~ (t1,t2)) L (ts, tatats)) L (t1ts, tats)) ~ (t1,t2,t3))

d’ou b(vr,) = (t1, 1o, t3), contradiction. O

9.7. Bijectivité de a”, b" et e

V. Voevodsky a démontré le remarquable théoreme suivant :

9.7.1. Théoréme ([217]). — Pour tout corps F de caractéristique # 2 et tout n >
0, b™ est bijectif.

Le cas n = 3 est dii indépendamment & M. Rost [184] et & Merkurjev-Suslin [161];
le cas n = 4 avait été annoncé par Rost.
Voevodsky en déduit, avec D. Orlov et A. Vishik :

9.7.2. Théoréme ([172]). — Soit p € P,(F). Alors, pour tout i > 0, on a
Ker(H'F — H'F(p)) = e"(¢)H " "F.
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En particulier, H'F — H'F(p) est injectif pour i < n et est engendré par ses
symboles pour tout i. Pour ¢ = 4, n = 3, ce résultat est di indépendamment a
Jacob-Rost [92] et & Szyjewski [205].

La démonstration des théoremes 9.7.1 et 9.7.2 utilise les catégories homologique
et homotopique des motifs, et en particulier 'existence d’opérations de Steenrod en
cohomologie motivique modulo 2. Elle sort largement du cadre de ce cours. On pourra
consulter [100] et les travaux originaux de Voevodsky et Orlov-Vishik-Voevodsky
[217, 172].

Par les propositions 9.4.6, 9.4.8, 9.4.9, on en déduit :

9.7.3. Corollaire. — €™ existe pour tout n > 0; a™, b et €™ sont bijectifs.

Il existe d’autres démonstrations du corollaire 9.7.3. Morel en a donné plusieurs,
dont deux publiées [165, 167]. Kahn et Sujatha en ont esquissé une qui n’utilise que les
techniques de Particle [217] de Voevodsky [105, rem. 3.3]. Toutes ces démonstrations
reposent de maniere essentielle sur le théoreme 9.7.1, et on ne connait aucune autre
démonstration de ce théoreme que celle de [217] & 'heure actuelle.

9.7.4. Corollaire. — On a J,(F)=I"F pour tout n > 1.

Démonstration. — Récurrence sur n. On sait que I"F C J,(F). Soit ¢ de degré
> n. Par récurrence, on a ¢ € I""1F; en particulier, e"(q) est défini. Ecrivons q=
to1t- -t @, 00 Q1,..., 0 € Pp_1(F). On va montrer que g € I™F par récurrence
sur 7. Sir =1, 0on a ¢y € J,(F), dot ¢ = ¢1 = 0. Supposons r > 2. Soit K = F(ip,.).
Alors deg(qx) > deg(q) > n, donc qx € I"K. En particulier, e 1(q)x = 0, donc
e"q) = ee" Hp,), e € {0,1} (théoreme 9.7.2). Alors e" (g — ep,) = 0, donc
q — ep, € I"F. Mais alors ep, € J,(F), donc ep, = 0. O

Le corollaire suivant est tres utile :

9.7.5. Corollaire. — Soit p € P, (F). Alors, pour tout ¢ > 0, on a
Ker(IF/I7'F — [F () /17 F(g)) = oI""F/ """+ F.

9.8. Application a l’isotropie des formes quadratiques

A titre d’exemple d’application des résultats précédents, donnons une démonstration
partielle du théoreme 8.2.11 a) et b), dont nous prenons les notations. Nous avons
besoin du théoreme suivant, diit & Emmanuel Peyre :

9.8.1. Théoréme (Peyre, [175]). — Soit v une forme d’Albert sur F, et soit K
le corps de déploiement générique de ~y. Alors

Ker(H3F — H3K) = ¢(y) - H'F.
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D’apres le corollaire 8.1.6, 'extension K/F est équivalente au corps des fonctions
de la variété de Severi-Brauer X de I'algebre de Clifford de v : Peyre démontre le
théoreme ci-dessus pour ce corps de fonctions. La démonstration utilise le fait que le
deuxieme groupe de Chow C'H?(X) est sans torsion (Karpenko).

9.8.2. Corollaire. — Sous les hypothéses du théoréme 9.8.1, on a
Ker(I*F/I'F — I’K/I'K) = yIF/I*F.

Démonstration. — Cela résulte du théoreme 9.8.1 et du corollaire 9.7.3 (pour n = 3).
O
9.8.3. Lemme. — Soit q une forme anisotrope de dimension 8, de discriminant

trivial et telle que ind ¢(q) < 4. Soit v une forme d’Albert telle que c(y) = c(q) et soit
K le corps de déploiement générique de . Alors qi est anisotrope.

Démonstration. — On a qx € I°K, donc qx € GP3(K). Si qx est isotrope, elle est
donc hyperbolique, ainsi que (¢ L —7)k. Par le corollaire 9.8.2, on a alors ¢ L —y =
{a,—1) ® v (mod I*F) pour a convenable, d'ott ¢ L. —avy € I*F. Mais le Hauptsatz
implique alors que ¢ 1 —a~y ~ 0, ce qui contredit ’anisotropie de q. O

9.8.4. Lemme. — Avec les notations du lemme 9.8.3, soit ¢ € Ker(I*F/I*F —
PPK/I*K). Alors il existe a € F* tel que p = q 1 —aq (mod I*F).

Démonstration. — Par le corollaire 9.8.2, on a ¢ = p® v (mod I*F) pour p conve-
nable. Comme ¢ € I3F, dim p est paire. Soit a = dip. Alors p = (1, —a) (mod I*F)
et ¥ =q (mod I*F). On en déduit :

p@T=(l,—a)®q (mod I'F).
O

Démonstration du théoréme 8.2.11 a). — Soient 7, K comme dans le lemme 9.8.3 et
q" telle que ¢’ < ¢. Quitte & multiplier ¢’ par un scalaire, on peut supposer que
q L —q' est isotrope. Par le lemme 9.8.3 et le théoréme 5.3.4, on a alors ¢f < ¢x.
En particulier, dim ¢’ < 8 (ce qui résulte aussi du théoréme 5.2.2). Si « est isotrope,
lextension K/F est excellente (théoréme 5.6.4), donc il existe ¢’ sur F telle que
g ~ (gL —q)k. Soit ¢ =¢ L ¢":onadimg=S8. Alors gk devient hyperbolique
sur le corps des fonctions de ¢ ~ gx ; par le lemme 9.8.3, qp(4) est donc isotrope,
c’est-a-dire ¢ < ¢ avec ¢ < ¢'. Si v est anisotrope, K/F n’est plus excellente et
Laghribi s’en tire par des arguments délicats.

Supposons maintenant dim ¢’ = 8. Alors d+q’ =1 et ¢(¢') € {0,¢(q)}.

1) Si ¢(¢’) =0, alors ¢’ € GP5(F). La forme ¢ = q L « vérifie dyp = 1, ¢(p) =0,
donc ¢ € I3F. De plus en utilisant le lemme 9.8.4, on obtient

oL —¢d=qL —aq (modI*F)
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pour a € F* convenable, donc
¢ L —aq L —y e I'F.
En passant a F(¢’) et en utilisant le Hauptsatz, cela implique

(aq 1 ’V)F(q/) ~ 0

d’olt (aq L ¥)an ~ 0 ®¢’. En comptant les dimensions, on voit que dim 6 = 1. 1l existe
donc b € F* tel que aqg L —bq' ~ —~. Alors i(aqg L —bq') > 5 et ¢ contient une voisine
de ¢'.

2) Sic(q) =c(r),onaq L —¢ € PFNKer(W(F) — W(K)). En appliquant le
lemme 9.8.4, on a donc

¢l —¢d =ql —aq (mod I*F)
pour un a € F* convenable, d’ou
¢ = —aq (mod I*F)

donc g et ¢’ sont conjuguées (proposition 8.2.9).

Supposons maintenant +y isotrope, soit v ~ ur avec u € F* et 7 € Po(F). Si¢' L aq
est isotrope, elle est hyperbolique et ¢ ~ —aq. Supposons ¢’ L aq anisotrope. On peut
écrire, & un scalaire pres, ¢ = 71 L bty avec 11, 72 € Po(F) liées (cf. discussion apres le
corollaire 8.2.16). Soit m = 71 ® (1,b). Alors m € PsF et ¢ L —w ~b(r2 L —11) ~ T
pour ¢ € F*. En particulier, q%(ﬂ) est isotrope. On a i(mw L cr) > 0, donc il existe
x € F* tel que & € Dp(m) N Dp(—c7). Alors en utilisant la multiplicativité de 7 et
de 7, on obtient

¢ ~mler~ar Ler~an L —ar ~a(n L —7).
Comme q},(ﬂ) est isotrope, la forme de Pfister (¢’ L aq)p(r) est hyperbolique et on
aq Lag~m®(l,e) ~¢ L —ct L em pour un e € F* convenable, ce qui donne
aq ~ —ct L em. En particulier —c7 L er est isotrope. Par le méme raisonnement que

ci-dessus, on montre que —cr L em est semblable & 7 L —7, et donc ¢ ~ y(m L —7)
pour y € F*. Ainsi ¢’ est semblable & q. O

9.9. Exercices

9.9.1 (d’apres Bass-Tate). — Soit E/F une extension quadratique. Montrer que,
pour tout n > 2, KM(E) est engendré par les symboles {z1,...,2,_1,yn} avec z; €
F* et y, € E*. (Se ramener au cas n = 2.)

9.9.2. — Soit E/F une extension finie. Choisissons une forme F-linéaire non nulle
s: E — F, dou un “transfert de Scharlau”

sy : W(E) —» W(F)
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induit par (s.q)(z) = s(¢(z)) (remarque 1.5.3). On se propose de démontrer que
$«(I"E) C I"F (théoréme d’Arason, [9]).

a) A Daide de Dexercice 9.9.1, traiter le cas ot E/F est quadratique. (Utiliser la
proposition 9.8.1.)

b) Traiter le cas ou E/F est radicielle (Utiliser le fait que I"F — I™E est surjectif.)

c) Supposons E/F séparable. Soit L/F une extension de degré impair. Posons
E®p L =[] E;, les E; étant des extensions séparables de L. Si le théoreme est
vrai pour les extensions F;/L, il est vrai pour E/F. (Soit x € I"E. Par récurrence,
s.x € I"YF. Utiliser le fait que I’homomorphisme 1" 'F/I"F — I""1L/I"L est
injectif, cf. remarque 1.5.3.)

d) Conclure. (Grace a b), on peut se ramener au cas ot E/F est séparable. Soit
E'/F wune cloture galoisienne de E/F, de groupe de Galois G ; soit L le corps des
invariants d’un 2-sous-groupe de Sylow S de G. Avec les notations de c¢), observer
que les extensions E;/L sont composées d’extensions quadratiques successives.)

e) Montrer que I'application I"E/I""1E — ["F/I"*1F induite par s, ne dépend
pas du choix de s.






CHAPITRE 10

DESCENTE

Dans tout ce chapitre, F' est un corps de caractéristique # 2. On étudie le pendant
des questions étudiées aux §§3.2, 4.4 et 9.5, a savoir 'image de I’extension des scalaires
(sur anneau de Witt et sur la cohomologie).

10.1. L’anneau de Witt non ramifié et la cohomologie non ramifiée

(L’un des rapporteurs m’a signalé une référence intéressante et peu connue sur ce
sujet : il s’agit d’'une monographie de M. Ojanguren, [170].)

Soit K/F une extension de type fini. Un sous-anneau de valuation discrete A de K
contenant I’ et de corps des fractions K sera appelé un bon sous-anneau de valuation
discréte de K/F. Pour un tel A, il existe (théoreme C.1.15) un homomorphisme résidu

82

T

W(K) — W (k)

ou 7 est une uniformisante de A et k est le corps résiduel de A. L’homomorphisme
02 dépend du choix de 7 mais son noyau n’en dépend pas : c’est un sous-anneau de
W(K) qu’on note Wy, (K, A). Un élément de Wy, (K, A) est dit non ramifié en A.

10.1.1. Définition. — On appelle anneau de Witt non ramifié de K/F le sous-
anneau de W(K)

2
0% x4

Wor (K/F) = (| War (K, A) = Kex(W(F) @ W(k(4))

A

ou A décrit les bons sous-anneaux de valuation discréte de K/F, w4 est une unifor-
misante de A et k(A) est son corps résiduel. Pour n > 1, on note

I" (K/F) = I"K N Wy (K/F).

De méme :
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10.1.2. Définition. — On appelle cohomologie non ramifiée de K/ F le sous-anneau
de H*K

H; (K/F) = (| Hp (K, A)
ot A décrit les bons sous-anneaux de valuation discréte de K/F et ot Hf (K, A) est
le noyau de I’homomorphisme résidu du théoréme C.1.16 a).

On a la méme notion avec des coefficients divisibles, et c’est celle qui est la plus
pertinente en pratique, cf. théoreme 10.2.5.

10.1.3. Proposition. — Soit L une extension de type fini de K. Alors
a) L’application naturelle W(K) — W(L) envoie Wy, (K/F) dans Wy (L/F).
b) Si L/K est transcendante pure, lapplication Wy, (K/F) — Wy (L/F) est un
isomorphisme.

Les mémes énoncés sont vrais en remplacant anneau de Witt non ramifié par co-
homologie non ramifiée.

Démonstration

a) Il suffit de remarquer que toute valuation discréte sur K s’étend en une valuation
discrete sur L (proposition C.1.9 et [34, ch. VI, §10, prop. 2]).

b) 1l suffit de traiter le cas L = K(T'). L’injectivité résulte du lemme 2.4.1. Soit
maintenant ¢ € Wy, (L/F'). Par le théoreme C.2.4, on a ¢ = ¢y, avec ¢ € W(K).
Il reste a voir que ¢ est non ramifiée. Mais soit A un bon sous-anneau de valua-
tion discrete de K/ F. Par [34, ch. VI, §10, prop. 2], il existe un bon sous-anneau
de valuation discréte B de L/F contenant A, tel que I'extension résiduelle soit
transcendante pure. Le résultat provient alors d’une nouvelle application du
lemme 2.4.1 (au résidu de ).

Le cas de la cohomologie se traite de méme. O
Considérons maintenant le cas ou K est le corps des fonctions d’une quadrique.

10.1.4. Théoréme. — Soient q,q' deux formes quadratiques de dimension > 3.
Supposons q < q'. Alors il existe un homomorphisme canonique

War(F(¢')/F) — Wa(F(q)/F).

Cette loi définit un foncteur contravariant de l'ensemble préordonné (W (F), <) vers la
catégorie des W (F')-algébres commutatives unitairesY) . Si ¢ ~ ¢', Uhomomorphisme
Wae (F()/F) — War(F(¢')/F) est bijecti.

Les mémes énoncés valent en remplacant anneau de Witt non ramifié par cohomo-
logie non ramifiée.

(1) Cet énoncé n’est pas tout & fait correct, car le corps des fonctions de la quadrique définie par une
forme anisotrope représentant une classe donnée de W (F') n’est déterminé qu’a isomorphisme pres.
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Démonstration. — Nous ne la faisons que pour I'anneau de Witt non ramifié.
L’hypothese implique que l'extension F'(q,q')/F(q) est transcendante pure (proposi-
tion 3.1.1 b)). Par la proposition 10.1.3, I'application Wy, (F(q)/F) — Wy (F(q,q¢')/F)
est bijective. L’homomorphisme cherché est alors défini comme la composition
de linverse de cet isomorphisme avec ’homomorphisme naturel Wy, (F(q')/F)
— War(F(q,4")/F).

On vérifie facilement la transitivité. Enfin, si ¢ = ¢', F(q,q")/F(q') est aussi trans-
cendante pure, d’ou la bijectivité. O

10.2. Théorémes de surjectivité

10.2.1. Théoréme (Parimala [173, Th. 5.1]). — Soient g une forme quadratique
de dimension 3 et ¢ une forme non ramifiée sur F(q). Alors ¢ est définie sur F. En
particulier, Uapplication W (F) — Wy (F(q)/F) est surjective. (D’apreés le corollaire
3.2.5, son noyau est tW (F'), ot 7 est la 2-forme de Pfister associée a q.)

Démonstration (cf. [44, dém. du lemme 3.1]). — On raisonne par récurrence sur
dim . Cela permet de supposer ¢ anisotrope. Soient X la conique projective
d’équation ¢ = 0, x € X un point fermé et 7 une uniformisante de Ox . Par la
caractérisation du résidu 92, il existe un espace quadratique unimodulaire E, sur
Ox z tel que E; ®oy , F(q) ~ ¢. On peut alors recoller les E, en un fibré quadratique
unimodulaire F sur X.

Comme FE ~ E* on a deg E = 0. Appliquons le théoréeme de Riemann-Roch a F :
on trouve

dimI(X, E) > deg E +rg E(1 — g)

ou g est le genre de X. On a g = 0 (lemme C.4.8), donc dimI'(X,FE) > rg E. La
structure quadratique de F définit une forme quadratique sur le F-espace vectoriel
I'(X, E) qui est évidemment anisotrope. Le morphisme naturel de fibrés

INX,E)® Ox — FE
respecte les structures quadratiques ; comme sa source est unimodulaire, il est injectif,
donc surjectif. O

10.2.2. Remarque. — On retrouve en particulier le théoreme 5.6.4 a).

En utilisant le théoreme 10.2.1, Pfister a donné d’autres descriptions tres explicites
du noyau et du conoyau de ’homomorphisme apparaissant dans la définition 10.1.1 :
en particulier, si ¢ est anisotrope, X est la conique projective associée et U est un
ouvert affine de X obtenu en retirant un point fermé quadratique, la suite

0= W(U) - W(F(q) - @ W(k(x))

zeU
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est exacte [180, th. 5]. Nous renvoyons & son article pour les détails de I’énoncé (voir
aussi ses théorémes 6a et 6b) et pour les démonstrations, qui utilisent la théorie des
réseaux quadratiques.

Le théoréme 10.2.1 est vrai en remplagant anneau de Witt par cohomologie (& coef-
ficients divisibles), mais je ne connais pas de preuve élémentaire, c’est-a-dire n’utilisant
pas la conjecture de Milnor. La situation est tout a fait analogue a celle des noyaux,
ou le calcul de noyaux de Witt est souvent élémentaire alors que celui de noyaux
cohomologiques utilise la conjecture de Milnor (ou est utilisé pour prouver celle-ci...).
On a les résultats suivants :

10.2.3. Théoréme (Kahn-Rost-Sujatha [104, th. 9]). — Soit ¢ anisotrope de
dimension > 3. Alors, pour tout n > 0, le conoyau de I’homomorphisme

I"F/I"F — I(F(q)/F) /L (F(a) [ F)
s’injecte dans le conoyau de I’homomorphisme
H"(F,Q/Z(n —1)) — H(F(q)/F,Q/Z(n —1)).

(Ce théoreme est prouvé pour n < 4 dans [104], mais la démonstration n’utilise que
I’énoncé de la conjecture de Milnor.)

10.2.4. Théoréme. — Soit q anisotrope de dimension > 3. Les homomorphismes
H"(F,Q/Z(n = 1)) — H(F(q)/F,Q/Z(n — 1))
et
W(F)/I" ' F — Wuw(F(q)/F)/ L (F(a)/F)

sont surjectifs lorsque

a) Kahn-Rost-Sujatha [104, th. 4 et cor. 10 (1)]: n < 2.
b) op. cit., th. 5 et cor. 10 (2): n =3, sauf si q est une forme d’Albert.
¢) n=4 pour dimq ¢ [6,12], et plus précisément dans les cas suivants :

(i) Kahn-Rost-Sujatha [104, th. 6 (3) et cor. 10 (3)]: ¢ est une voisine
de Pfister, dimq =8 et drq =1 ou dimgq > 12.

(ii) Kahn-Sujatha [106, th. 3, th. 4]: dimgq < 5; dimg = 6 et ¢ n'est pas
une forme d’Albert ou une « forme d’Albert virtuelle »(cela signifie que
qF(/ara) reste anisotrope).

(iii) Kahn-Sujatha [105, th. 2|, Izhboldin [86]: de nombreuz cas dispara-
tes ou 7 < dimgq < 12.

10.2.5. Théoréme (Kahn-Sujatha, [105, th. 3 et 4]). — Soit ¢ une voisine de
Pfister. Alors, pour tout n > 0, les homomorphismes

H"(F,Q/Z(n —1)) — H(F(q)/F,Q/Z(n — 1))
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et
I"F — I3 (F(q)/F)

sont surjectifs.

(Ce théoreme est donné en caractéristique zéro dans [105], mais la démonstration
publiée de la conjecture de Milnor par Voevodsky et les résultats de Huber-Kahn [79,
prop. 4.11 et §6] étendant ceux de [101] & toute caractéristique valident la preuve de
[105] en toute caractéristique différente de 2.)

Dans le théoreme 10.2.4, la démonstration du second résultat utilise le premier
méme pour n = 0 (dans le cas de 2-dimension cohomologique finie, c’est une récurrence
descendante sur n), ce qui est assez insatisfaisant étant donnée la démonstration
élémentaire du théoreme 10.2.1. On aimerait en avoir une démonstration élémentaire
(au moins pour n = 0).

Au vu du théoreme 10.2.4, on peut conjecturer :

10.2.6. Conjecture (cf. [104, conj. p. 845))
a) Le théoréme 10.2.5 est vrai pour toute forme quadratique q de dimension < 5.
b) L’homomorphisme W (F)/I" T F — Wy(F(q)/F)/ITY(F(q)/F) est surjectif
si dimg > 6- 2773,

En fait, a) est maintenant connu. Les cas non couverts ci-dessus sont : dim g = 4,
d+q # 1 et dimg = 5, ¢ non voisine. Le premier cas peut se démontrer par la méme
méthode que le théoréme 10.2.5 grace aux résultats de Vishik [211, §2.6]. Mais on
peut démontrer a) de maniere uniforme par des méthodes entierement différentes :
d’une part, Paul Balmer et Charles Walter ont montré que si X est une F-variété pro-
jective lisse de dimension < 3 de corps des fonctions K, ’homomorphisme W (X) —
Wi (K/F) est bijectif [28, cor. 10.3]. D’autre part, Charles Walter a démontré (2003,
non publié) que pour toute quadrique projective lisse X de dimension non divisible
par 4, W(F) — W(X) est surjectif.

Le premier cas ot ’homomorphisme W (F) — Wy, (F(q)/F) n’est pas surjectif est
celui ou ¢ est une forme d’Albert :

10.2.7. Théoréme (Kahn-Rost-Sujatha [104, Cor. 10 (2)])
Si q est une forme d’Albert, le groupe

Coker(W (F)/I'F — Wi (F(q)/F)/I,(F(q)/F))
est d’ordre 2, engendré par la classe de T ot T est la forme dominante de q.

La démonstration repose sur le calcul-clé de [98, th. 2 d)] concernant la cohomologie
non ramifiée modulo 2 (cf. exercice 8.3.3).

10.2.8. Question. — Dans le théoreme 10.2.7, on a 72 ~ ¢ ~ 47. Est-il vrai que
le W(F)-module Wy, (F(q)/F) est engendré par 1,77
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10.3. Deux problémes de descente

Soit K/F une extension de type fini, et soit ¢ une forme quadratique sur K.
10.3.1. Question. — A quelle(s) condition(s) ¢ est-elle définie sur F?

Ici, « définie sur F »signifie qu'il existe une F-forme v telle que ¥ ~ ¢ (et pas
seulement i ~ ¢). La question 10.3.1 peut étre vue comme un analogue supérieur
du probleme d’hyperbolicité d’une forme quadratique sur une extension du corps de
base.

Voici une question complémentaire :

10.3.2. Question. — Supposons que ¢ € Im(W(F) — W(K)). Que peut-on dire
de la dimension minimale d’'une F-forme v telle que ¥ ~ ¢ ?

(Une reformulation de cette question est la suivante. Soit I = Ker(W (F) — W (K)) :
si v € W(F), quelle relation y a-t-il entre dimy ¢ et dim,,(¢¥k), ot dim; est défini
dans le §7.47)

Comme d’habitude, nous abordons ces problemes lorsque K est le corps des fonc-
tions d’une quadrique.

Dans la question 10.3.1, la condition ¢ € Wy, (K/F) est évidemment nécessaire.
Si K est le corps des fonctions d’une conique, le théoreme 10.1.4 énonce qu’elle est
suffisante et que la réponse a la question 10.3.2 est « dim,y, ¢ ». En général les deux
questions sont largement ouvertes; pour la premiere, il n’existe probablement pas de
critere général assurant quune forme ¢ € W), (F(¢)/F') est définie sur F. Il est facile,
toutefois, de donner une condition d’unicité :

10.3.3. Proposition. — Soient q une forme quadratique sur F' et ¢ une forme qua-
dratique sur F(q). St dim ¢ < dim g —i1(q), i existe au plus une forme ¢ sur F telle

que Ypg) =2 -

Démonstration. — C’est une variante de celle du lemme 5.4.2. Soient si possible ¥ #

Y’ telles que Ppg) =~ 1/’%((1) ~ . Alors (¢ L =" )p(g ~ 0, dott (¢p L —4)an =~
aq L ¢ pour a,q convenables. On a aq; L —q}(q) ~ 0, donc dim¢ > dimg; et
2dim ¢ = dim(¢p L —¢') > dim g + dim ¢; = 2(dim ¢ — 41 (¢)), contradiction. O

10.4. Une premiere conjecture de descente

La conjecture suivante, qui essaye de répondre a la question 10.3.1, devrait résulter
d’un analogue supérieur du théoréme 3.2.4.

10.4.1. Conjecture ([97, conj. 2]). — Soit ¢ une forme quadratique sur F, et soit
K = F(q). Soit ¢ une forme quadratique sur K. Supposons que ¢ soit non ramifiée.
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Alors, pour que ¢ soit définie sur F, il suffit que
. 1.
dim ¢ < 3 dim q.
Dans [97], on montre :

10.4.2. Théoréme. — La conjecture 10.4.1 est vraie dans les cas suivants :
- dime < 5.
— @ est une forme d’Albert. Alors ¢ est définie sur F' par une forme d’Albert.
- ¢ € GP3(K). Alors ¢ est définie sur F' par une forme de GP3(F).

Les résultats de [97] sont en fait plus précis que le théoréme 10.4.2 :

10.4.3. Théoréme ([97, th. 2]). — Dans la conjecture 10.4.1, pour que ¢ soit dé-
finie sur F' il suffit que

1. dimp=1": dimq > 2.
2. dimp =2 : dimg >4 oudimqg =4, diq ¢ {1,d+p}.
3. dimp=3: dimqg > 6 ou dimqg =6, diq # 1.
4. dimp =14 :
—dip#1: dimg > 6 oudimqg =6, dyq ¢ {1,dsp}.
—dyrp=1: dim g > 6 sauf peut-étre (*).
5. dimp =5 :
— ¢ non voisine :  dimq > 8.
- @ voisine : dim ¢ > 6 sauf peut-étre (*).

6. dimp =6, ¢ d’Albert : dimq > 8 or dim g = 8, sauf peut-étre (**).

Cas exceptionnels pour 4 et 5 :

() dimq = 6,d+q = 1;dimq =7 ou 8,¢(q) k = c().
Cas exceptionnels pour 6 :
(**) dimg = 8,d+q =1,¢(q)x = c(p).

On arrive parfois aussi a obtenir la conclusion de la conjecture 10.4.1 sous une
hypothese différente de dim ¢ < %dim q. Ainsi :

10.4.4. Théoréme
Supposons que dim g > 16, et soit o € Wy (F(q)/F).
a) (97, th. 2]: Si ¢ est une voisine de Pfister de dimension 6, 7 ou 8, alors elle
est définie sur F par une voisine de Pfister.
p est aussi définie sur F' dans les cas suivants :
b) Laghribi [132]:
- dim ¢ <6.

- dimp =7 et ind Cy(p) # 8.
- dimyp =8 et ind C(p) k(s < 2-
—dimy =9 et ind Cy(p) < 2.
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— dimp =10, ¢ € I’K et ind C(p) < 2.
¢) Izhboldin- Vishik [91, th. 3.9]: dimp = 7 et indCy(p) = 8 (donc, en
définitive, dés que dimp < 7).

Tout ceci indique que 1’énoncé de la conjecture 10.4.1 n’est pas optimal. D’apres
le théoreme 10.1.4, la question 10.3.1 ne dépend en fait que de la classe d’équivalence
stable de ¢ (& savoir, si ¢ & ¢, on peut transporter ¢ sur ¢’ € Wy, (F(¢')/F) et alors ¢
est définie sur F' si et seulement si ¢’ lest). Il serait par exemple agréable de remplacer
dans la conjecture 10.4.1 la borne %dimq par une borne meilleure et stablement
invariante. Un candidat naturel est dim g —i1(q) = dimes(q) — 1. Malheureusement la
conjecture correspondante est fausse : prendre pour ¢ une forme d’Albert et ¢ = ¢;.
Cf. les “cas limites” de [97, th. 6].

Les méthodes de démonstration utilisent pratiquement tous les résultats sur les
invariants des formes quadratiques expliqués aux chapitres précédents. Il serait inté-
ressant de parvenir a s’en dispenser.

10.5. Application a la hauteur et au degré

Les résultats de descente ci-dessus permettent de retrouver tous les résultats déja
connus sur les formes de hauteur et de degré < 2 (voir §5.7), et impliquent de plus :

10.5.1. Théoréme

a) Une forme de hauteur 2 et de degré 3 non excellente est de dimension < 16.

b) Soit ¢ une forme de hauteur 3 et de degré 1 qui n’est pas voisine d’une forme
de Pfister. Si dimq > 6, alors q1 est excellente. Si de plus dimgq; = 6, on a
dimg < 16.

c¢) Soit q une forme de hauteur 3 et de degré 2, qui n’est pas bonne. Supposons que
q ne soit pas voisine d’une forme de Pfister. Alors dimq = 8.

Voir [97]. Laghribi a aussi précisé le théoreme 10.5.1. Mais ses résultats sont trop
techniques pour étre reproduits ici et je préfere renvoyer a son article loriginal [133].

10.6. Une deuxiéme conjecture de descente
La conjecture qui suit essaye de répondre a la question 10.3.2 :

10.6.1. Conjecture ([103, conj. 1.4]). — Soient q une forme quadratique anisotro-
pe sur F', K = F(q) et ¢ une forme quadratique anisotrope sur K. Supposons que
v € Im(W(F) — W(K)). Alors il existe une forme quadratique v sur F telle que
Y ~ @ et dimyp < 2dim .

Soit I = Ker(W(F) — W(K)). En termes de la « dimension modulo I »dim;
du §7.4, la conjecture 10.6.1 dit ceci : pour toute » € W (F), dim; ¢ < 2dim,, ¥x.
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Dans [103], on étudie cette conjecture qu’on démontre dans certains cas particu-
liers. Pour énoncer ces résultats, introduisons quelques notations : pour (g, ¢) comme
dans la conjecture 10.6.1, soit

Cr(g,¢) = inf{dime) | € W(F) et @ ~ thp(g)}
(de sorte que Cr(q, ) a la méme parité que dim ¢). De plus, soient

Cr(q,n) =sup{Cr(q, ¢) | dimp < n} < +oo
C(m,n) =sup{Cr(q,n) | F corps et dimg =m} < +oo
C(n) =sup{C(mn,) | m > 2} < +oo.

Une reformulation de la conjecture 10.6.1 est alors : C(n) < 2n pour tout n > 1
(noter que cela implique C(n) < 2n — 1 si n est impair).
Les résultats principaux de [103] sont maintenant :

10.6.2. Théoréeme. — Pour toutn >1, on a

2n st n est pair

2n —1 sin est impair.

C(n) > C(4,n) > {

Ce théoreme dit que la conjecture 10.6.1 est optimale.

10.6.3. Théoréme

a) La conjecture 10.6.1 est vraie si
(i) dimp < 3.
(ii) @ est semblable a une 2-forme de Pfister.
(iii) ¢ est une voisine de Pfister de dimension 5.
b) Pour tout m # 4, C(m,4) <8 et C(m,5) < 9.
c) C(4,4) <10. En particulier, C(4) < 10.

10.6.4. Théoréme. — Soient q, K, comme dans la conjecture 10.6.1; soit D une
F-algébre centrale simple telle que [Di] = c(p). Alors

a) Sidimgq =5 et que ¢ n'est pas une voisine de Pfister, la conjecture 10.6.1 est
vraie, sauf peut-étre si dimqg =4, doq # 1 et ind(D) = ind(D ® Cy(q)) = 4.

b) Sidimp = 6 et que p est une forme d’Albert, la conjecture 10.6.1 est vraie et
on a méme Cr(q, ) < 8, sauf peut-étre dans le méme cas exceptionnel que a).

10.6.5. Remarque. — Le cas le plus difficile, le seul ou nous n’arrivons pas entie-
rement a conclure, est celui ot dimqg =4 et dyq # 1.
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10.7. Exercices

10.7.1 (d’apres [97, lemme 3]). — Pour (¢, ¢) comme dans le théoréme 10.4.3, soit
n le plus petit entier tel que 2 > dim . Supposons qu’il existe ¢ définie sur F telle
que dimy = dimv et ¢ = ¥x (mod I"M1K). Montrer que ¢ ~ . (Utiliser le
Hauptsatz.)

10.7.2. — Démontrer le théoreme 10.4.3 pour dim ¢ = 1.

10.7.3. — Démontrer le théoreme 10.4.3 pour dim ¢ = 2. (Utiliser le théoréme 10.2.4
pour voir que d = dyp et c(p) sont “définis sur F” par des classes d et ¢’. Déduire
de la proposition 6.4.13. que C/F(ﬁ) =0, donc que ¢ est de la forme (a,d). Conclure
que ¢ ~ (a, —ad) en utilisant lezercice 10.7.1.)

10.7.4. — Démontrer le théoreme 10.4.3 pour dim ¢ = 3. (Méme méthode que dans
Uexercice précédent, en utilisant exercice 7.4.1.)

10.7.5 (d’apres [97, cor. 2]). — a) Soit r un entier tel que la conjecture 10.4.1 soit
vraie pour toute forme ¢ de dimension r. Soient n tel que 2™ > r, et soient 7, q
deux formes telles que dim~y = 2"+ — r et que dim ¢ > sup{2",2r}. Alors v est une
voisine de Pfister si et seulement si yp () est une voisine de Pfister. (Pour montrer la
suffisance, observer que la forme complémentaire de yp(q) est définie sur F' et conclure
en utilisant lexercice 4.5.5.)

10.7.6 (d’apres [68], [97] et [91]). — Soit v une forme quadratique & déploiement
maximal (exercice 5.8.4). Supposons que dim~y = 2"*! — r avec r < 2". Montrer que
v est une forme de Pfister dans les cas suivants :

— n < 2, sauf peut-étre dim ¢ = 5 (que se passe-t-il dans ce cas?);

-—n=3etr<5;

-n>4detr<T.
(Utiliser exercice 10.7.5 et le théoréme 10.4.4.)

(Pour des exemples de formes & déploiement maximal de dimension 2" + 2"~2 qui
ne sont pas des formes de Pfister, voir [68, p. 475, ex. 2]. Pour plus de détails sur cet
exercice, voir [91].)

10.7.7 (d’apres [97, cor. 2]). — a) Soient m > 1 et t € [0, (2™ + 2)/3[. Supposons
que la conjecture 10.4.1 soit vraie pour toute forme ¢ de dimension 2" +t. Soit ¢ une
forme anisotrope et (Fj, g;)o<i<n sa suite de déploiement générique. Soit i > 0 tel que
dim g; = 2™ + t. Montrer que, si ¢; est définie sur F;_q, alors elle est définie sur F.
(En utilisant le théoréme 5.4.3, montrer que dim ¢;_o > 2dimg;.)

b) En particulier, la conclusion de a) est toujours vraie si dimg; < 5. Supposons
dimg; = 6. Si g; est une forme d’Albert, a) est encore vrai en utilisant le théoreme
10.4.3 6). ****Que se passe-t-il dans les autres cas?



APPENDICE A

RAPPELS SUR LE GROUPE DE BRAUER

Dans ce chapitre, nous rappelons les bases de la théorie du groupe de Brauer d’un
corps. Pour plus de détails, on se reportera a [32, ch. 8] ou & [30].

A.1. Algebres simples et semi-simples

A.1.1. Définition. — Soit A un anneau. Un A-module M est dit simple si ses seuls
sous-modules sont lui-méme et 0. M est dit semi-simple s’il vérifie les conditions
équivalentes suivantes :

(i) M est somme de ses sous-modules simples.
(ii) M est somme directe de modules simples.
(iii) Tout sous-module de M est facteur direct.

A.1.2. Définition. — Un anneau A est dit semi-simple §’il vérifie les conditions
équivalentes suivantes :

(i) Tout A-module & gauche est simple.

(ii) Le A-module & gauche A est simple.

(iii) Tout idéal de A est facteur direct.
Un anneau semi-simple A est simple s’il n’a pas d’autres idéaux bilateres que lui-méme
et 0.

A.1.3. Théoréme

a) Tout anneau semi-simple est produit direct d’un nombre fini d’anneauz simples.
1l est simple si et seulement si tous ses modules simples sont isomorphes entre
eur.

b) Tout anneau simple est isomorphe a une algébre de matrices sur un corps (non
nécessairement commutatif).

Dans la suite, on fixe un corps commutatif F'. Le terme F'-algébre simple désigne
les F-algebres, simples en tant qu’anneau et de dimension finie sur F'. Une F-algebre
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A est centrale si son centre est réduit a F. On emploiera indifféremment les termes
corps non nécessairement commutatif, corps gauche et algébre a division.

A.1.4. Définition. — Soit A une F-algebre, et soit B une sous-algebre de A. Le
commutant de B est B’ = {a € A| ab=baVa € A}. C'est une sous-algebre de A.

A.1.5. Théoréme

1) Soit K/F une extension. Une F-algébre A est centrale simple si et seulement si
la K-algébre A := K Qp A est centrale simple.
2) Soit A une F-algébre centrale simple.
a) La dimension de A sur F est un carré.
b) Soit B une sous-F-algébre simple de A, et soit B’ son commutant. Alors :
(i) B’ est simple.
(ii) [B: F][B': F]=[A: F].
(iii) Le commutant de B’ est égal d B.
(iv) Si B est centrale, B’ est centrale et ’homomorphisme B&p B’ — A
est un isomorphisme.
c) Soit B une autre F-algébre centrale simple. Alors A @ B est centrale
simple.
d) Soit A° I’algebre opposée a A. Alors on a un isomorphisme canonique

A.2. Le groupe de Brauer

A.2.1. Définition. — Soit F un corps (commutatif). Deux F-algebres simples A, B
de centre F' et de dimension finie sur F' sont semblables si les conditions équivalentes
suivantes sont vérifiées :
(i) Il existe un corps gauche D de centre F et des entiers a, b tels que A ~ M, (D),
B ~ My(D).
(ii) Il existe des entiers a, b tels que My(A) ~ M, (B).
(iii) Les catégories des A-modules & gauche et des B-modules & gauche sont
équivalentes.

On dit que A est neutre si A est semblable a F'.
La condition (iii) montre que la relation de similitude est une relation d’équivalence.

A.2.2. Théoréme
a) La collection des classes de similitude de F-algebres centrales simples est un
ensemble B(F).
b) Le produit tensoriel munit B(F') d’une structure de groupe ; linverse de la classe
d’une algébre A est la classe de l'algébre opposée AV ; ce groupe est commutatif.
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c) Si K/F est une extension, l'extension des scalaires induit un homomorphisme
B(F) — B(K).

A.2.3. Exemples

1) Si F est algébriquement clos, B(F) = 0.

2) B(R) ~ Z/2, engendré par les quaternions d’Hamilton (7' ™") (cf. section A.3
ci-dessous).

3) Si F' est un corps C (cf. sous-section 7.3.B), alors B(F') = 0. Exemples : corps
finis, corps de degré de transcendance 1 sur un corps algébriquement clos.

4) Si F est complet pour une valuation discrete, & corps résiduel fini, alors B(F') ~
/.

5) Si F est un corps de nombres, il existe une suite exacte

0— B(F) = @ B(F,) — Q/Z — 0

ou v décrit les places de F.

A.2.4. Définition. — Soit A une F-algebre centrale simple. Une extension K de F
est un corps neutralisant pour A si Ag est neutre.

A.2.5. Théoréme. — Soient A une F-algébre centrale simple et E/F une exten-
sion finie. Alors E est un corps neutralisant pour A si et seulement s’il existe une
F-algébre centrale simple B, semblable a A, telle que E soit une sous-algébre commu-
tative maximale de B. De plus, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) E est une sous-algébre commutative mazimale de B.
(ii) E est égal & son commutant.
(iii) [B: F]=[E: F)%.
A.2.6. Théoréme (Skolem-Noether). — Soient A wune F-algébre centrale

simple, B,C deux sous-algébres simples de A et f : B — C wun isomorphisme
1

de F-algébres. Alors il existe a € A, inversible, tel que f(xr) = axa™' pour tout
x € B. En particulier, tout automorphisme de A est intérieur.
A.2.7. Théoréme. — Soit D un corps gauche de centre F. Il existe un sous-corps

commutatif mazrimal de D, séparable sur F.

A.2.8. Définition. — Soit A une F-algebre centrale simple. Ecrivons A = M, (D),
ol D est un corps gauche.

a) Le degré de A est entier /[A:F].

b) L’indice de A est l'entier /[D:F].

c) L’exposant de A est ordre de la classe de A dans B(F).

A.2.9. Proposition. — Pour toute F-algébre centrale simple A,

a) L’exposant de A divise son indice, qui divise son degré.
b) L’indice et l’exposant de A ont les mémes facteurs premiers.



140 APPENDICE A. RAPPELS SUR LE GROUPE DE BRAUER

A.2.10. Proposition. — Soient A une F-algébre centrale simple et K/F une ex-
tension.

a) ind(Ag) divise ind(A).

b) Si[K: F]=n < 400, ind(A)/ind(Ag) divise n.

¢) Si K/F est transcendante pure, ind(Ax) = ind(A).

Démonstration. — a) est évident. Pour démontrer b), on peut supposer que A est un
corps. Ecrivons
AK ~ Mh(D) = E'ndD(Dh)

ou D est un corps gauche. On a d’abord :

dimp A= dimK AK = h2 dimK D
d’on

h =1ind(A4)/ind(Ak).
D’autre part, D" est un Agx-module simple, et Ax ~4, (D")". Il en résulte
[K : F] = dimy Ag = hdim(D")

donc h divise n.

Pour démontrer c¢), on peut supposer que A est un corps et que K = F'(T'). Comme
dimg (Ax) < 400, si A n’est pas un corps, il existe a,b € Ax \ {0} tels que ab = 0.
Quitte & les multiplier par un polynéme de F[T], on peut supposer que a,b € A[T].
On obtient alors une contradiction en regardant les coefficients dominants. O

On a besoin dans la section 7.1 du lemme suivant :

A.2.11. Lemme (Albert). — Soient F' un corps de caractéristique # 2, D un
corps gauche de centre F et de dimension finie sur F et a € F*\ F*?. Soit E = F(\/a).

Alors Dg n’est pas un corps si et seulement si D contient un sous-corps isomorphe a
E.

Démonstration. — 1l est équivalent que D contienne un sous corps isomorphe & E ou
un élément x de carré a. Si c’est le cas, alors (1@ —va®1)(1@z+va®1) =0,
donc Dg n’est pas a division. Réciproquement, si Dg n’est pas a division, il existe
s,t,u,v € D, non tous nuls, tels que (1@ s+ vit)(l®u+vdi®v) =0. On a
nécessairement s, u # 0 ; quitte & multiplier & gauche par s~! et & droite par =, on

peut donc supposer s = u = 1. On a alors (en simplifiant I’écriture)
0= (14 tva)(1 4 vvad) = 1 + tvd + (t + v)Va.
On en déduit v = —t et 1 — dt? = 0; il suffit donc de choisir x = ¢t~ 1. O
A.2.12. Proposition. — Soient A une F-algébre centrale simple, E un sous-corps

commutatif de A et B le commutant de E dans A (une E-algébre centrale simple
d’aprés le théoréme A.1.5b)). Alors Ag est semblable o B.
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Démonstration (Tignol). — On fait de A un module & gauche sur Ap = A®p E en
posant

(a ® x)b = abx

pour a,b € A et x € E. Les endomorphismes du A ® E-module A sont les multipli-
cations a droite par les éléments de B. Comme, pour toute algebre simple centrale C'
et pour tout C-module M, l'algébre C est semblable & Endc(M), il en découle que
B est semblable & Ag. O

A.3. Exemples

Dans cette section, on suppose car F' #£ 2.

A.3.A. Quaternions

A.3.1. Définition. — Soient a,b € F*. L’algébre de quaternions définie par (a,b)
est la F-algebre (an) de base (1,4, j, k), avec

i’ =a,j®>=0b,ij = —ji = k.
A.3.2. Remarque. — L’algebre an) n’est autre que (lalgébre sous-jacente & la
superalgebre) C({a, b)) de la section 6.2.

A.3.3. Théoréme. — Pour a,b € F*, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La forme quadratique (1, —a, —b) est isotrope.
(ii) La forme quadratique {(a,b)) est isotrope.
(iii) L’algébre Q = (an) n’est pas un corps.
(iv) L’algébre Q est isomorphe 4 My(F).

En particulier, l’algebre @ est centrale simple sur F', de degré 2.

Démonstration. — L’équivalence entre (i) et (ii) est un cas particulier du théoreme
5.3.4. Pour voir que (ii)<(iii), on remarque que, pour z,y, z,t € F', on a 'identité

(x+yi+ 2zj +th)(x —yi — zj — th) = 2% — ay® — bz* + abt® = q(z,y, 2, 1)

ot ¢ = {(a,b)). Il en résulte que Q) admet des diviseurs de zéro si g est isotrope, et que,
si ¢ est anisotrope, tout élément x + yi + zj + tk € Q \ {0} est inversible, d’inverse
(x —yi—zj —tk)/q(z,y, 2, t).

Il est évident que (iv)=-(iii). Montrons enfin que (iii)=(iv). Supposons d’abord
a =1,b = —1, et construisons un isomorphisme (an) ~ M3(F). Soit (Eij)ije{o,1} la
base canonique de Endp(F OF ), olt E;; est la matrice dont le seul terme non nul est
égal & 1 et est d’indice (i + 1,7 + 1). On vérifie que I'isomorphisme cherché est donné
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par
1— Epo+ E11
i — Eo1 + Eqo
J— Eo1 — Eo
k +—— E11 — Eyo.

2
On remarque que (an) ~ (** Fth) pour tout s,t € F*. Il en résulte que, pour a,b

quelconques, il existe une extension E/F telle que Qg ~ (1 };1) Le théoreme A.1.5 1)
implique alors que (an) est une algebre centrale simple en général, qui est évidemment
de degré 2. Si @ n’est pas un corps, elle est donc isomorphe & My (F) d’apres le

théoreme A.1.3 b). O
Réciproquement :

A.3.4. Proposition (Wedderburn). — Toute F-algébre centrale simple A de
degré 2 est une algébre de quaternions.

Démonstration. — On peut supposer que A est un corps. Soit £ C A un sous-corps
commutatif maximal de A. On a E = F(va) pour a € F* convenable. Soit i € F
tel que i? = a. Considérons I'automorphisme intérieur o de A défini par i : on a
0% = 1. Comme i n’est pas central, o # 1; il existe donc j € A tel que o(j) = —j,
c’est-a-dire ij = —ji. Ceci implique que j n’est pas central, donc engendre un sous-
corps commutatif maximal K de A. Mais o laisse K invariant et sa restriction a F
est triviale : par conséquent, les points fixes de ok sont réduits a F'. En particulier,
j? = b € F. Finalement, soit k = ij et soit « + yi + zj + tk = 0 une relation de
dépendance. En la conjuguant respectivement par ¢,j et k, on obtient les nouvelles

relations
T4+yi—zj—th=0
r—yi+zj—tk=0
x—yi—zj+tk=0.
qui montrent que x =y =z =%t =0. O

A.3.5. Lemme. — Poura,b € F*, soit (a,b) la classe de l’algébre (an) dans B(F).
On a les relations :
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Démonstration. — La premiere relation est évidente. Les trois suivantes résultent
facilement de 1’équivalence entre (i) et (iv) dans le théoreme A.3.3.
Pour montrer la derniere identité, on exhibe un isomorphisme

ab a b\ ~ a bv
or(Cr)or () = (')
en suivant la méthode de [30, Ch. II, §3, ex. 1]. Soient (1,4,7,k), (1,%,5,k") et
(1,4”,4",k") les bases canoniques respectives de (an), (an/) et (a ;b/). L’isomor-

phisme cherché est alors donné par exemple par

. . 0 —j" n_ [0V
p(j®1) = (_b,_lj// 0 ) pl@i)={] ,
0 —kK" 0 =
pk®1) = <—b/1k” 0 > p(1® k/) = <i” 0 ) :

Pour montrer que ¢ définit bien un isomorphisme, on commence par vérifier que
c’est un homomorphisme d’algebres : ceci est laissé au lecteur en exercice. Mais tout
homomorphisme d’une algebre simple vers une autre est injectif; donc ¢ est injectif,
et il est surjectif pour une raison de dimension. O

A.3.6. Lemme (Albert). — Soient a,b,c,d € F* tels que (a,b) = (¢,d). Alors il
existe e € F* tel que
(a,b) = (a,€) = (c,e) = (c,d).

Démonstration (Tate). — Soit D = (an), et soit Dy le sous-F-espace vectoriel de D
formé des éléments de trace nulle : on a dim Dy = 3. Rappelons que la norme réduite
définit sur D une forme quadratique ¢ (d’ailleurs isométrique a ((a, b))). Sa restriction
& Dy coincide avec I'application = +— —a22. Par hypothese, il existe a, 3,v,6 € Dy tels
que

a2 =a,/2=b,aB+ Pa=0
v =¢ 6% =d,y5+ 6y =0.

Autrement dit, (o, ) et (v,0) sont des vecteurs orthogonaux pour g. Comme

dim Dy = 3, il existe € € Dy, orthogonal & « et & ~y. Alors e = £2 convient. O

A.3.B. Biquaternions
A.3.7. Définition. — On appelle algébre de biquaternions une F-algebre A qui est

isomorphe & Q1 ®p @2, ou Q1, Q2 sont deux algebres de quaternions.

A.3.8. Théoréme (Albert). — Toute F-algébre centrale simple A de degré 4 et
d’exposant 2 est isomorphe a une algébre de biquaternions.
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Pour une démonstration (utilisant la théorie des algébres & involution), voir Racine
[183].

A.3.C. Algebres d’exposant 2 et de degré > 3. — Soit A une F-algebre cen-
trale simple d’exposant 2 et de degré 2. Est-il vrai que A est isomorphe & un produit
tensoriel de n algebres de quaternions? D’apres ce qui précede, la réponse est oui
pour n < 2. Pour n = 3, la réponse est oui stablement :

A.3.9. Théoréme (Tignol [206]). — Toute algébre d’exposant 2 et de degré 8 est
semblable a un produit tensoriel de quatre algébres de quaternions.

mais non instablement :

A.3.10. Théoréme (Amitsur-Rowen-Tignol [4], Rowen [187], Karpenko
[108])

Soit P 'ensemble des nombres premiers. Pour tout p € P U {0}, il existe un corps
F' de caractéristique p et un corps gauche de centre F', d’exposant 2 et de degré 8, qui
n’est pas produit tensoriel de trois algébres de quaternions.

Pour n quelconque, la réponse est oui stablement, d’apres le théoreme de Merkurjev
6.4.11 : toute algebre d’exposant 2 est semblable a un produit tensoriel d’algebres
de quaternions. Par des arguments génériques, on en déduit que, pour tout n >
1, il existe un entier A(n) tel que toute algebre d’exposant 2 et de degré 2™ soit
semblable & un produit tensoriel de A(n) algébres de quaternions, avec A(1) = 1
(proposition A.3.4), A(2) = 2 (théoreme A.3.8), A\(3) = 4 (théorémes A.3.9 et A.3.10).
Par contre, pour n > 3, on ne connait pas la valeur optimale de A(n). (L’auteur
conjecture que cette valeur est 2"~! pour n > 0.)

A.4. Exercice

A.4.1%* (d’aprés Merkurjev, [95, Th. 3])

Soit F un corps de 2-dimension cohomologique 2 (cf. §B.8).

a) On suppose que le groupe de Galois absolu de F est un 2-groupe. Soit ¢ € I2F
anisotrope. Montrer que l'algebre E(q) de 'exercice 6.5.2 a) est a division. (Raisonner
par récurrence sur l'indice e de E(q). Le cas e = 1 est impossible, le cas e = 2
est facile. Pour e > 4, considérer un sous-corps commutatif mazimal M d’un corps
gauche D de centre F' semblable a E(q) : Uhypothése sur F implique que M contient
une sous-extension quadratique de F. Conclure en utilisant 'exercice 8.4.3.)

b) Etendre a) au cas général (considérer une extension algébrique parfaite de F
déterminée par un 2-sous-groupe de Sylow du groupe de Galois absolu de F'.)

c¢) En utilisant Pexercice 6.5.2 et le théoréme 6.4.11, montrer que toute algebre a
division de centre F' et d’exposant 2 est isomorphe a un produit tensoriel d’algebres
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de quaternions. (L’énoncé analogue pour un nombre premier impair est une question
ouverte.)






APPENDICE B

RAPPELS DE COHOMOLOGIE GALOISIENNE

B.1. Cohomologie des groupes finis

B.1.A. Généralités

B.1.1. Définition. — Soit G un groupe fini. Un G-module (& gauche) est un groupe
abélien A, muni d’une action a gauche de G, c’est-a-dire d’un homomorphisme ¢ de G
dans Aut(A). Si A est noté additivement, on note, pour (g,a) € G x A, ga = ¢(g)(a),
de sorte que

gla+b)=ga+gb
(gh)a = g(ha).

B.1.2. Remarques

1) Une action a droite de G sur A est un anti-homomorphisme de G vers Aut(A).
Si A est noté additivement, elle est notée (g,a) — ag. Il est équivalent de se donner
une action a gauche ou une action a droite de G sur A. En effet, si ¢ est une action
a gauche, g — (g) ! est une action & droite, et réciproquement.

2) Si A est noté multiplicativement, une action & gauche (resp. a droite) est en
général notée (g,a) — 9a (resp. (g,a) — a¥9) pour éviter un conflit de notation entre
Paction de G et la multiplication de A.

3) Soit f : H — G un homomorphisme de groupes. Un G-module A définit un
H-module (encore noté A) par la loi ha = f(h)a.

B.1.3. Définition. — Soient G un groupe fini et A un G-module & gauche (noté
additivement). On définit le compleze des cochaines inhomogénes de G a valeurs dans
A comme le complexe

dO

0— %G, A) —L— CY(G, A)

dl an— 1 ar

oG, A) — s
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avec C"(G, A) = Appl(G™, A) et
d"f(g1,- - gn+1) = 91f(92, -+ Gnt1)

+ Z(_l)Jf(gla CIIE 7gjgj+17 CIaE 7gn+1) + (_1)n+1f(gla cee 7gn)
j=1

Un élément f € C™(G, A) s’appelle une n-cochaine de G a valeurs dans A. Sid™f =0,
f est un n-cocycle ; le sous-groupe des n-cocycles est noté Z"(G, A). Si f € Imd" !,
f est un n-cobord ; le sous-groupe des n-cobords est noté B"(G, A).

B.1.4. Exemples

1) Un 0-cocycle est un élément de AY := {a € A | ga = aVg € G}.

2) Un 1-cocycle est une application f : G — A telle que f(gh) = f(g) + gf(h). On
dit aussi que f est un homomorphisme croisé.

3) Un 2-cocycle est une application f: G x G — A telle que
flg.h) + fgh, k) = gf(h. k) + f(g, hk).

On dit aussi que f est un systéme de facteurs.

B.1.5. Lemme. — Pour tout n > 0, on a d"T'd® = 0; en d’autres termes,
B"(G,A) Cc Z"(G, A).

Démonstration. — Cela se vérifie par un simple calcul. O

B.1.6. Définition. — Le n-ieme groupe de cohomologie de G a valeurs dans A est
H"(G,A)=Z"(G,A)/B"(G, A).

B.1.7. Remarque. — On trouvera dans [37], [63], [195], [197] des définitions plus
conceptuelles de ces groupes de cohomologie. En particulier, A — H"(G,A) s’in-
terpréte comme le n-iéme foncteur dérivé droit du foncteur « points fixes » A — AC.

B.1.8. Proposition
a) Le foncteur (G, A) — H"™(G,A) est covariant en A et contravariant en G. Si
f+ H — G est un homomorphisme de groupes, on note f* [’homomorphisme
induit en cohomologie.
b) Soit 0 — A" - A — A" — 0 une suite exacte courte de G-modules. Alors on a
une longue suite exacte
0 — HYG,A) — H°(G,A) — H°(G,A") — HY(G,A) — ...
— H"(G,A") — H"(G,A) — H"(G,A") — H"TY(G,A) — ...
c) Silaction de G sur A est triviale, on a un isomorphisme canonique

HY(G,A) = Hom(G, A).
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Démonstration. — a) est évident. Pour voir b), on remarque que la suite de complexes
0— C*"(G,A") — C*(G,A) — C*(G,A") — 0

est exacte, et on prend sa cohomologie. Enfin, I'isomorphisme de ¢) provient du fait
que, dans le cas considéré, B1(G,A) = 0 et que tout homomorphisme croisé de G
dans A est un homomorphisme au sens ordinaire. O

B.1.B. Restriction, inflation et corestriction
B.1.9. Définition

a) Soit H C G. Le morphisme H*(G,A) — H*(H,A) décrit dans la proposi-
tion B.1.8 s’appelle morphisme de restriction ; il est parfois noté Resg.

b) Soit H — G un morphisme surjectif. Le morphisme H*(G,A) — H*(H,A)
décrit dans la proposition B.1.8 s’appelle morphisme d’inflation ; il est parfois noté
Infg .

En plus de la restriction et de I'inflation, on dispose d’un outil supplémentaire en
cohomologie des groupes finis : la corestriction.

B.1.10. Théoréme
Soient G un groupe fini et H un sous-groupe de G.

a) Il existe une unique famille d’homomorphismes
Cor : H*(H, A) — H"™(G, A)

définie pour tout G-module A et tout n > 0, naturels en A, commutant aux
suiles exactes longues associées aux suites exactes courtes de G-modules (cf.
prop. B.1.8°b)), et tels qu’en degré 0, on ait

Cor$(a) = Z ga
geG/H

pour a € H'(H, A) = A,
b) On a

€] H _
CorfroResz =m

otm=(G:H).

B.1.C. Cup-produit

B.1.11. Définition. — Soient A, B deux G-modules. Le produit tensoriel de A et
B est le groupe abélien A ® B muni de ’action

g(a®b) =ga® gb.
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B.1.12. Théoréme. — Soient A, B deux G-modules. Il existe des homomorphismes
bilinéaires
H?(G,A) x HY(G,B) — HP™(G,A® B), p,q>0
(,y) — x -y
naturels en A et B. Ils ont les propriétés suivantes :
(i) Associativité : si C' est un troisieme G-module, on a pour (x,y,z) €
HP(G,A) x H1(G,B) x H"(G,C)
(T-y)-z=z-(y-2)
pour 'isomorphisme (AR B)®@C = A®(B®C) donné par (a®@b)®c — a®(b®c).
(ii) Commutativité : pour (z,y) € HP(G,A) x HY(G, B), on a
oy = (—1)y. o
pour lisomorphisme AQ B = B® A donné par a ® b — b ® a.

(iii) Contravariance en G : si f : H — G est un homomorphisme de groupes,
alors

frlay) = f fy
pour (z,y) € H?(G,A) x HY(G, B).
(iv) Formule de projection : soit H un sous-groupe de G. Alors
Cor$(z - Resd y) = (Cor$ ) -y
pour (z,y) € HP(H,A) x H1(G, B).

Le cup-produit est défini & partir des applications bilinéaires suivantes sur les co-
chaines : si (f, f') € C™(G, A) x C"(G, B),

B.L1) (915 Gmtn) = (915 9m) @ 91+ G f (15 -+ Gmtn)-

B.2. Cohomologie des groupes profinis

B.2.1. Proposition. — Pour un groupe topologique G, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) G est compact, totalement discontinu.
(ii) G est limite projective de groupes finis.
(iil) G est séparé; tout sous-groupe ouvert de G est d’indice fini.

Démonstration. — Voir [33]. O

B.2.2. Définition. — On appelle groupe profini tout groupe topologique vérifiant
les conditions équivalentes de la proposition B.2.1.
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B.2.3. Définition. — Soit G un groupe profini. Un G-module topologique (discret)
est un groupe abélien A muni d’une action a gauche de G et vérifiant la condition

A:UAH
H

ou H parcourt les sous-groupes ouverts (c’est-a-dire fermés d’indice fini) de G.

B.2.4. Définition. — Soient G un groupe profini et A un G-module topologique.
On définit les groupes de cohomologie de G & valeurs dans A par la formule

H™(G, A) = lim H"(G/H, A™)

ou H parcourt les sous-groupes ouverts distingués de G, et ou les morphismes de
transition sont les morphismes d’inflation.

On vérifie facilement que la cohomologie d’un groupe profini a les mémes propriétés
formelles que celle d’un groupe fini, cf. [195], [197]. (La corestriction est définie dans
le cas d’un sous-groupe fermé d’indice fini.)

B.3. Cohomologie galoisienne

Soit F' un corps commutatif. Notons F une cloture algébrique de F et F, C F
I'ensemble des éléments de F' séparables sur F' : Fy est un sous-corps de F, appelé
cloture séparable de F. On montre (cf. par exemple [32]) que le groupe G des F-
automorphismes de Fs a une structure de groupe profini : en fait

Gr = lim Gal(E/F)

ou E/F décrit les sous-extensions galoisiennes finies de F;/F. Le groupe G est appelé
groupe de Galois absolu de F'; sa cohomologie est appelée cohomologie galoisienne (de
F).

Si A est un G p-module topologique, on note habituellement H*(F, A) les groupes
de cohomologie H*(GF, A).

B.4. Le théoréme 90 de Hilbert

Le lemme suivant est bien connu :

B.4.1. Lemme. — Les automorphismes d’un corps commutatif E sont des applica-
tions linéairement indépendantes sur E.

Démonstration. — Soit si possible ) a,p = 0 une relation de dépendance, ou ¢
décrit I’ensemble des automorphismes de E et les a,, sont des éléments de E, presque
tous nuls mais non tous nuls. On peut supposer ’ensemble des ¢ tels que a, # 0 de
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cardinal minimum. I a au moins 2 éléments : soient @1 # o tels que ay,,, ap, # 0, et
soit x € F tel que ¢1(x) # p2(x). On a, pour tout y € F

Z acp‘?(y) =0
0= app(zy) —¢i1(z) Y apply) =D ap(e(x) — ¢1(x))o(y)

d’ou

soit
Z%(‘P(x) —p1(x))p = 0.

Mais cette relation de dépendance est non triviale et a strictement moins de termes

que la précédente, contradiction. O

B.4.2. Théoréme. — Soit E/F une extension galoisienne de groupe G. Alors
HY(G,E*) =0.

Démonstration. — Soit (ag)gec un l-cocycle de G & valeurs dans E*. D’apres le

lemme B.4.1, il existe € E tel que a = dec ag 92 # 0. On a, pour tout h € G

ha = Z ha,hr = Z ay tang " = a;! Z ag %z = a; 'a

geG geG geG

ce qui montre que (ay) est un 1-cobord. O
B.4.3. Corollaire. — On a H*(F,F¥) = 0.
B.4.4. Corollaire. — Soit E/F une extension quadratique, et soit o le générateur
de Gal(E/F). Soit v € E* tel que Np/p(x) = 1. Alors il existe y € E* tel que
z=""y/y.

Démonstration. — L’hypothese sur x implique que la 1-cochaine 1 +— 1, 0 — x est
un 1-cocycle. La conclusion résulte alors du théoreme B.4.2. O

B.5. Groupe de Brauer et cohomologie galoisienne

B.5.A. Produits croisés

B.5.1. Définition. — Soit E/F une extension galoisienne de groupe G. Faisons
opérer G a gauche sur F, et soit ¢ un 2-cocycle de G a valeurs dans E*. Le produit
croisé associé a c est la F-algebre E X, G suivante :

— Structure additive : E X. G est le E-espace vectoriel de base G.

— Structure multiplicative : la multiplication est F-bilinéaire; pour (x,y,g,h) €

E?xG?% ona
(- 9)(y-h) =zycgn - gh.

B.5.2. Théoréme

a) L’algébre E x .G de la définition B.5.1 est associative et centrale simple sur F,
de degré n = [E : F]; E est sous-algébre commutative mazimale de E X, G.



B.5. GROUPE DE BRAUER ET COHOMOLOGIE GALOISIENNE 153

b) Toute F-algébre centrale simple A contenant E comme sous-corps commutatif
mazximal est de la forme E x.G.

¢) Soient ¢, ¢ deux 2-cocycles de G a valeurs dans E*. Alors EX.G ~ E X G si
et seulement si c et ¢ sont cohomologues (c’est-a-dire ¢/c’ € B*(G, E*)).

Démonstration. — Voir [30, ch. TV]™) ou [20]. Nous ne donnerons qu’une esquisse
de la démonstration de b). D’apres le théoreme A.2.6, pour tout g € G il existe ay € A*

tel que 9x = agxag_l pour tout z € E. On a
I(hz) = 9z

soit
-1

—1 _ o1
AgARTay, Ay~ = Gy Tlgh.

Pour g,h € G, I'élément dgy ), = aghlagah de A commute donc a tout élément de
E : comme E est maximal, on a dg, € E*. Il en est donc de méme de

-1
Cg,h = agahagh
puisque
— -1 _ gh
Cg,h = aghd.‘]>ha’gh = Pdg,p.

En écrivant (agap)ar = ag(anar), on vérifie la relation de cocycle pour c.

Il reste a exhiber un isomorphisme £ x.G — A. On envoie g sur a4 et on prolonge
par L-linéarité. L’application linéaire f ainsi définie est un homomorphisme de F-
algebres. Pour voir que f est bijective, il suffit de voir que les a4 sont linéairement
indépendants sur E. Mais soit si possible ) geG Lglg = 0 une relation de dépendance,

avec les ¢4, € L non tous nuls ; choisissons leur nombre minimal. L’ensemble des 4 # 0
a alors au moins deux éléments xj,, xx. Soit y € L tel que "y # *y. On a

0= hyz Tglg — ngagy = ng(hy — 9y)ag.

geG geG geq

Mais la relation 37 o 24( hy — 9y)a, = 0 est non triviale et a strictement moins
de termes # 0 que la précédente, contradiction (on remarquera la ressemblance entre
ce raisonnement et celui de la démonstration du lemme B.4.1). O

On remarquera que la proposition A.3.4 se déduit facilement du théoreme B.5.2.

(DOn  prendra garde au fait que nos notations ne sont pas les mémes que celles
de Blanchard. Celui-ci convient de faire opérer G a droite sur E*; la famille cgp
qu’il utilise est alors différente de celle que nous utilisons, et ne vérifie pas les re-
lations d’un 2-cocycle. 11 est toutefois facile de passer d’une langage & lautre,
cf. remarque B.1.2 (1). Nous faisons opérer G & gauche pour ne pas entrer en conflit avec les
notations cohomologiques standard.
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B.5.3. Corollaire. — Il existe un isomorphisme canonique

up/r: H*(G,E*) = B(E/F)
ot B(E/F) :=Ker(B(F) — B(E)).
Démonstration. — Le théoreme B.5.2 fournit ’application u et montre qu’elle est
injective. Soit € B(E/F). D’apres le théoréme A.2.5, il existe une algebre A dans
la classe z telle que E soit sous-corps commutatif maximal de A ; cette algebre est un
produit croisé de G par F, toujours par le théoreme B.5.2.

I reste & montrer que up,F est un homomorphisme : pour cela nous renvoyons par
exemple a [30, dém. du th. IV.3]. O

B.5.4. Exemple. — E = F(\a) avec a ¢ F*/F*?. On a G = {1,g}. Notons z +— &
I’action de g. Un 2-cocycle de G a valeurs dans E* est la donnée de quatre éléments
€11, C1,9, Cq1 €6 g 4 vérifiant (en appliquant la relation de cocycle respectivement &

(1,1,9), (9:1,1) et (9,9, 9)) :
C1,1 =Clg
Cg,1 = C1,1
Cg,9C1,9 = Cg,9Cg,1-

Quitte & diviser par un cobord, on peut supposer ¢; 1 = 1 (on dit que le 2-cocycle

¢ est normalisé). On a alors ¢15 = cg1 = 1l et ¢g g = b € F*. Soit o € E* tel que

a? =a, et soit f=a-g € A. On a alors

aff = —dg = —Pa
(6% = —ab
et on retrouve l'algébre de quaternions (a, —ab) = (a,b).

B.5.5. Théoréme. — Les isomorphismes ug,p du corollaire B.5.5 fournissent un
isomorphisme
. 2 * ~
up : H*(F, F}) — B(F).

Démonstration. — Voir Blanchard [30, ch. TV]. O

B.6. Théorie de Kummer

Soit n un entier premier a la caractéristique de F'. Comme F; est séparablement
clos, I’élévation a la puissance n est surjective dans F. On a donc une suite exacte
de G p-modules
(B.6.1) 1 — ptyy — F¥ —" FF —1

ou u, est le groupe des racines n-iemes de l'unité de Fy. Cette suite est appelée suite
exacte de Kummer.
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En prenant la cohomologie galoisienne de (B.6.1), on obtient une suite exacte (cf.
proposition B.1.8 b))
1 — HO(F, ) — HO(F, FY) " H(F, F?)
2 HY(F, ) — HY(F,F) = HY(F,FY)
— H*(F, ) — H*(F,F) - H*(F,FY).
Par la théorie de Galois, on a HO(F, F¥) = F*; par le corollaire B.4.3, H'(F, F*) =
0, et par le théoréme B.5.5, H?(F, F}) = B(F). On en déduit :

B.6.1. Théoréme (théorie de Kummer). — La suite exacte ci-dessus fournit
des isomorphismes

~

H?(F, pp) — ,B(F).

On note classiquement
a—— (a)

I’homomorphisme F*/F*" — HY(F, u,) décrit ci-dessus.
Pour n = 2, le Gp-module pso est trivial et s’identifie canoniquement & Z/2. On a
donc des isomorphismes

F*/F** = HY(F,Z/2)
H%*(F,Z/2) = ,B(F).
En particulier, si a,b € F*, la classe (a,b) de l'algebre de quaternions déterminée
par a et b est un élément de H?(F,Z/2). En fait :
B.6.2. Proposition. — On a (a,b) = (a) - (b).

Démonstration. — D’apres la formule (B.1.1), le cup-produit (a) - (b) est représenté
par le 2-cocycle

(g:h) — (a)(g) - (b)(h)
donc son image dans H?(F, F¥) est représentée par le 2-cocycle
bg.n = (,1)(a)(9)-(b)(h)_

Par ailleurs, I'exemple B.5.4 montre que la classe de (a,b) dans H?(F,F*) est
représentée par le 2-cocycle

- {1 si (a)(g) = 0 ou (a)(h) = 0
"7\ —ab st (@)(g) = (@)(h) = 1.
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11 suffit donc de montrer que by j, et ¢4, sont cohomologues. Soient «, 5 € F tels
que o? = a, 3% = b. On vérifie que bg_}bcgﬁ = f(gh)"1f(g9)9f(h) avec

1
—af st (a)(g) = (0)(9) = 1.
O

B.6.3. Lemme. — Soit E/F une extension quadratique, et soit a € E* tel que
Corg/p(a) = 0. Alors il existe (b,c) € F* x E* tel que a = bc/¢, ou ¢ est le conjugué
de ¢ sous laction de Gal(E/F).

Démonstration. — Par le théoréme B.6.1, on a Ng,ra = b2, oub € F*, dou
Ng/p(ab) = 1. 11 suffit d’appliquer le corollaire B.4.4. O

B.7. La longue suite exacte d’une extension quadratique

B.7.1. Théoréme. — Soit G un groupe (pro)fini et soit H un sous-groupe (ouvert)
de G, d’indice 2. Notons o € H*(G,Z/2) I’homomorphisme de noyau H. Alors la
suite

(B.7.1) 0— H°(G,Z/2 2% HO(H,2/2) &% HO(G,Z/2) % HY(G,Z/2) — ...

— H"(G,Z/2) 25 H(H,7,/2) % HY(G,Z/2) - H" ™ (G, Z/2) — ...
est exacte.
Démonstration. — Ce théoreme est classique ; nous suivrons la démonstration d’Ara-

son [9]. Soit A = Ind%Z/2 : c’est le G-module des applications (continues) 3 :
G — 7Z/2 telles que B(hg) = B(g) pour h € H. L’action de G sur A est donnée
par (g03)(h) = gB(hg™') = B(hg™!). On a alors [197, ch. I, 2.5]

H"(G,A)~ H"(H,Z/2).
D’autre part, on a une suite exacte courte

0—Z/2 —— A " 7/2—0

aveci(1l) = 1 et m(3) = 1si 8 n’est pas constant, 7(5) = 0 si § est constant. On obtient
alors une suite exacte du type (B.7.1), avec i, = Res, m. = Cor (ibid.), dont il reste
a identifier le connectant 9. Définissons une section (non équivariante!) s: Z/2 — A
de m par s(0) =0, s(1) = a. On vérifie immédiatement que

gs(e) — s(e) =i(a(g)e)
pour tout € € Z/2.
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Soit maintenant f : G"® — Z/2 un n-cocycle (continu). On a d(s o f)(G"*!) C
i(Z/2), et Of est représenté par d(so f): G"t1 — Z/2, ou f est la classe de f dans
H™(G,Z/2). Comme s est additif et que df =0, on a
d(so f)(g1,- - gn+1) = 915(f (g2, -, gn+1)) — (f(g2,- -+, gn+1))

= Z(a(gl)f(927 cee 7gn+1))'

Mais, d’apres la formule (B.1.1), (g1,-.-,gn+1) — a@(g1)f(g2, - - ., gnt1) représente
le cup-produit « - f. O

B.8. Dimension cohomologique
Soit p un nombre premier. On appelle p-dimension cohomologique de F' le nombre
cdy(F) =sup{n > 0| 3A H"(F, A) # 0} < 400

ou A désigne un Gp-module topologique de torsion p-primaire. Il revient au méme de
demander que A soit d’exposant p.
On pose également

cd(F) = sup{cd,(F) | p premier}.
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COURBES ALGEBRIQUES

C.1. Valuations discrétes

C.1.A. Généralités

C.1.1. Définition. — Un anneau commutatif unitaire A est un anneau de valuation
discrete s'il vérifie les conditions équivalentes suivantes :
(i) A est local et principal.
(ii) A est local et noethérien et son idéal maximal est engendré par un élément
non nilpotent.
(iii) A est intégralement clos et posséde un idéal premier non nul et un seul.

Pour ’équivalence de ces propriétés, voir par exemple [195, ch. I, §§1, 2].

C.1.2. Définition. — Soit A un anneau de valuation discrete, d’idéal maximal m.
Un générateur de m s’appelle une uniformisante de A. Le corps A/m s’appelle le corps
résiduel de A.

C.1.3. Lemme. — Soit A un anneau principal, et soit p un idéal mazximal de A.
Alors le localisé A, est un anneau de valuation discreéte.

Démonstration. — C’est évident. O

C.1.4. Lemme. — Soit A un anneau de valuation discréte, d’idéal mazimal m et
de corps des fractions K. Pour a € A, notons v(a) = sup{n | a € m"} € NU {+o0}.
Pour a,b € A, on a alors

a) v(a+b) > inf(v(a),v(d)).

b) v(ab) = v(a) + v(b).
De plus,

c) v 1(+o00) = {0}.
La fonction v est la valuation de A. Elle s’étend de maniére unique en une fonction
v: K — ZU {400} vérifiant a), b) et c).
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Soit 6 un nombre réel > 1; posons |a| = 0. Alors | | définit une valeur absolue
sur A et K.

Démonstration. — Exercice. ]

C.1.5. Lemme. — Soit A un anneau de valuation discréte, de corps des fractions
K ; soit ™ une uniformisante de A. Alors tout élément x € K* s’écrit de maniére
unique © = u, oun € Z et u € A*.

Démonstration. — Exercice (on a n = v(x)). O

C.1.6. Lemme. — Soit A un anneau de valuation discréte, de corps résiduel k.
Alors ’homomorphisme A* — k* est surjectif.

Démonstration. — C’est plus généralement vrai pour tout anneau local : on a A* =
A —m, ou m est I'idéal maximal de A. O
C.1.7. Proposition. — Soient A un anneau de valuation discréte, K son corps

des fractions, L une extension finie de K et B la fermeture intégrale de A dans L.
Supposons

(i) soit que Uextension L/K soit séparable ;

(i) soit que A soit une algébre de type fini sur un corps.

Alors :

a) B est un A-module libre de rang n = [L : K].
b) L’anneau B est principal semi-local (i.e. n’a qu’un nombre fini d’idéaux mazi-
mauz,).

Démonstration. — Voir par exemple [195, ch. I, §4, prop. 8 et 9] dans le cas (i) et
[34, ch. V] dans le cas (ii). O

C.1.8. Définition. — Dans la situation de la proposition C.1.7, soit p un idéal
maximal de B. L’indice de ramification de B en p est e, = vp(m), oll ™ est une
uniformisante de A. L’extension B/A (ou L/K) est non ramifiée en p si e, = 1. On

dit que B/A est non ramifiée si B/A est non ramifiée en tous les idéaux maximaux
de B.

C.1.9. Proposition. — Dans la situation de la proposition C.1.7, supposons B/A
non ramifiée. Soit k le corps résiduel de A. Alors on a

k@a B~ ]k
b

ot p décrit les idéauxr mazimauz de B et k, est le corps résiduel en p. En particulier,
(i) le degré résiduel f, = [k, : k] est fini;
(i) ona_, fy=n=[L: K]
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En général, on a

Z epfp = n.
b
Démonstration. — Voir [195, §4]. O

C.1.B. Anneaux de valuation discréte complets. — Soit A un anneau de
valuation discrete, d’idéal maximal m et de corps des fractions K. Les puissances de
m forment une base de voisinages de 0 pour une topologie sur A compatible avec sa
structure d’anneau. Si | | est une valeur absolue associée & la valuation de A, on voit
facilement que

(a,b) — |a — D]
définit une distance sur A et K, et que cette distance définit la topologie décrite
ci-dessus.
C.1.10. Définition. — Un anneau de valuation discrete est complet s’il est complet

pour la distance décrite ci-dessus.

Si A est un anneau de valuation discrete quelconque, son complété A est encore un
anneau de valuation discrete : on a

A=limA/m"
—
cf. [195, §1]. En particulier, A et A ont méme corps résiduel.

C.1.11. Proposition. — Dans la proposition C.1.7, soit Ale complété de A. Alors
A®q B ~ Hp By, ot p décrit les idéaur mazimaur de B. En particulier, si A est
complet, B est un anneau de valuation discréte complet.

Démonstration. — Voir [195, prop. 4]. O
C.1.12. Lemme. — Supposons A complet et son corps résiduel k de caractéristique
# 2. Alors Uhomomorphisme A*JA*? — k* /k*? est un isomorphisme ; on a une suite
exacte

1 — k*/k*? — K*/K** — 7/2 — 0.
Démonstration. — Pour la premiere assertion, il suffit d’apres le lemme C.1.6 de

montrer Uinjectivité. Celle-ci résulte du lemme de Hensel [195]. La suite exacte s’en
déduit. O
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C.1.C. Cohomologie, anneau de Witt et K-théorie de Milnor. — Com-
mengons par la K-théorie de Milnor :

C.1.13. Lemme. — Tout symbole de Steinberg sur K s’écrit soit {uy, ..., u,}, soit
{u1, ..., up—1,7Tun}, ot les u; sont des unités de A et 7 est une uniformisante fizée.

Démonstration. — Le cas n = 1 est trivial. Le cas n = 2 résulte du calcul suivant
(pour u,v € A*) :
{mu, v} = {—mv, 70} + {—u/v, v} = {—u/v, TV}.
O

C.1.14. Théoréme (Milnor [162, §2], Serre, Bass-Tate [29, §4])
Soit A un anneau de valuation discréte, de corps des fractions K et de corps
résiduel k. Posons
KM (kI = KM (k) (1)) (1 — {~1}1)
ot t est un générateur polynomial de degré 1 (tz = (—1)1*lzt pour x € KM (k) ho-
mogeéne) et notons I1 limage de t dans KM (k,I1). Soit m une uniformisante de A. Il
existe un unique homomorphisme d’anneaux

Sx: KM(K) — KM (k1)
tel que Sy({m™u}) = {u} + mIl. Cet homomorphisme est surjectif, de noyau
{1+ 7A}KM(K). Si l'on écrit
Sr(x) = sx(x) + I (x)
avec sy (z),0(z) € KM(k), s, est un homomorphisme d’anneauz gradués et 0 est un

homomorphisme de groupes gradués de degré —1, qui ne dépend pas du choix de .
On a

O(x) = s=({m} - x)
pour tout v € KM(K) ; limage par & d’un symbole de degré n est un symbole de degré
n—1.
Si A est complet et cark # 2, Sy induit un isomorphisme

S, KM(K)/2 = KM (k,11)/2.
Démonstration. — Pour voir que S existe, il suffit de vérifier que S, ({z})S,({1 —
x}) = 0 dans KM (k,II). Pour cela, on vérifie d’abord que S;({x})S:({—2}) = 0. En
effet, si x = n™u, avec u € A*, on a :
Sr({z})Sx({—2}) = ({u} + mI)({—u} + mlI)
= {u, —u} + m{—1}T 4+ m?T% = (m + m?){~1}11 = 0.

Ceci permet de vérifier S;({2})S:({1 — 2}) = 0 seulement pour v(z) > 0 (en
remplacant éventuellement x par x71). Si v(z) = v(1 — z) = 0, c’est immédiat. Si
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v(z) > 0,onav(l —z)=0et 1—xz =0, donc la relation est encore vraie. Enfin, si
v(l —x) > 0, on se ramene au cas précédent en échangeant z et 1 — x.

11 est clair que S, est surjectif. Pour voir que 0 ne dépend pas du choix de w, il
suffit de le calculer sur un symbole. En utilisant le lemme C.1.13, il suffit de calculer

Sp{ut, ... unt={t1,...,4,}, donc O{uy,...,u,} =0.

Sp{ut, .. up—1,munt ={a,...,0n-1}{u,}+1), donec Huy,...,un}=4{t1,...,8p-1}

Ce calcul montre également que 'image d’un symbole par d est un symbole, et la
formule O(z) = s ({7} - ) s’en déduit immédiatement.

I est clair que J := {1+ 7A}KM(K) C Ker S,. Pour voir I'inclusion inverse, on
va définir une section s : KM (k,1I) — KM (K)/J de ’homomorphisme induit par S;.
Posons (cf. lemme C.1.6)

s({u}) = {u}(u € A7), s(I) = {x}.
Pour voir que s est bien défini, il suffit de vérifier que s({@}) ne dépend pas du
choix de u et que s({a})s({1 — @}) = 0 pour @ # 1, ce qui est immédiat.
Enfin, la derniére assertion résulte immédiatement du calcul de Ker S;;. O

Passons maintenant a l’anneau de Witt :

C.1.15. Théoréme (Springer [201]). — Soit A un anneau de valuation discréte,
de corps des fractions K et de corps résiduel k. Supposons cark # 2 (donc car K # 2).

a) Il existe un unique homomorphisme de groupes
ot W(K) — W (k)

tel que 0*((u)) = (u) si u € A* et 91 ({a)) = 0 si v(a) est impaire, on U est
limage résiduelle de u.
b) Soit m une uniformisante de A. Posons

97(q) = 9" (mq)
pour tout ¢ € W(K). Alors
(i) Kerd2 est un sous-anneau de W(K), indépendant du choiz de .
(i) Pour tout n >0, on a 02(P,(K)) = GP,_1(k) et 02(I"(K)) = I"" (k).
c¢) L’homomorphisme 0 + 02 : W(K) — W (k) est un homomorphisme surjectif
d’anneaux.
d) Posons
Wk, T1) = W (R)E/ (2 — (1, 1)¢).
et notons I1 limage de t dans W (k,II). Alors ’homomorphisme
Or : W(K) — W(k,II)
q+— 81q + 872;11 — Haﬁq
est un homomorphisme surjectif d’anneauz.
e) Si A est complet, O, est un isomorphisme.
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Démonstration. — L’unicité est claire. Pour voir 'existence, il suffit de vérifier que
la regle respecte les relations définissant W (K') (proposition 1.3.5). Soient a,b € K*
tels que a + b # 0 : il faut montrer que

(C.1.1) oMa) + 0 (b) = 0" (a + b) + 0 (ab(a + b)) € W (k).

On peut supposer v(a) < v(b); de plus, quitte & multiplier a et b par un méme

carré on peut supposer v(a) = 0 ou 1. Distinguons plusieurs cas :
v(a) =v(b) =v(a+b) =0. (C.1.1) est clair.
) v(a) = v(b) = 0, v(a+b) impair. Alors (b) = —(a) et d'(a+b) = d*{ab(a + b)) =

0, d’out (C.1.1).

3) v(a) = v(b) = 0, v(a + b) pair > 0. Ecrivons a + b = 72"u avec u € A* (
est une uniformisante de A). On a (b) = (—a); d’autre part, 9'(a + b) = (u) et
oY {ab(a + b)) = (abu) = — (1), donc (C.1.1) est encore vrai.

4) v(a) = 0, v(b) impair. Alors v(a + b) = 0. On a d'{a) = (a), 91 (b) = 0,
0 {a +b) = (a) et d{ab(a+ b)) = 0. (C.1.1) est vérifié.

5) v(a) = 0, v(b) pair > 0. Ecrivons b = n2"u, u € A*. Alors 8*(a) = (a),
oL(b) = (u), 0'(a + b) = (@), O {ab(a + b)) = (i), d’ou de nouveau (C.1.1).

(a
v(a) = v(b) =1, v(a + b) impair. Tous les termes de (C.1.1) sont nuls.

6)

7) v(a) = v(b) = 1, v(a + b) pair. On peut écrire a = wu, b = v avec u,v € A*
et u +v = 7™w avec m impair et w € A*. On a 9*(a) = 9*(b) = 0, ' (a + b) = (w),
0 (ab(a + b)) = (wvw) = —(w), donc (C.1.1) est encore vérifié.

9) v(a) = 1, v(b) pair. Ecrivons b = 72"y avec u € A*. Alors 8 (a) = 0, 8 (b) = (@),
0Ya+b) =0 et 0% {ab(a + b)) = 01(b(1 +b/a)) = (u), d’ot1 encore (C.1.1).
Soit ¢ une forme quadratique sur K. On peut écrire

qg={a,...,ar) Lw(by,...,bs)

ol ay,...,ar,by,...,bs € A*. Il est clair que
81q: (@1,...,Gr)
= (by,...,bs)
otq + = (@1, @y b1y .., D)
7Tq—<1, by b1y . bg) — TI{by, ..., b).

On en déduit que Ker 92 est le sous-groupe de W (K) engendré par les (u) pour
u € A*; en particulier, c’est un sous-anneau de W (K), indépendant du choix de 7
On voit aussi tout de suite que 9* + 92 est un homomorphisme d’anneaux, qui est
évidemment surjectif. Le fait que 0, soit un homomorphisme d’anneaux se vérifie sur
les générateurs (a) de W(F); il est également clair qu’il est surjectif. Pour montrer
b) (ii), on déduit du lemme C.1.13 que toute n-forme de Pfister ¢ sur K s’écrit soit
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{uy ... up), soit {u1, ..., up—1,Tuy)), ol les u; sont des unités de A. Dans le premier
cas, on obtient 92¢ = 0; dans le deuxieéme, on trouve

6721'90 = 8721'(«“1» B unfl») - 872‘.(7TUH<<U17 s ,’U,n,1>>) = _an«ala s 7ﬂn71>>'

Le noyau de 9, contient visiblement I'idéal de W (F') engendré par les (1+a) — (1),
a € m. On voit qu’il y a égalité comme dans la démonstration du théoreme C.1.14.
La bijectivité de 0, quand A est complet en résulte. O

Passons enfin & la cohomologie :

C.1.16. Théoréme. — Soit A un anneau de valuation discréte, de corps des frac-
tions K et de corps résiduel k. Supposons car k # 2.

a) 1l existe pour tout n > 0 un homomorphisme
9:H"K — H" 'k
tel que
(i) Pourn =1, d(a) =v(a) (mod 2), ot a € K*.
(ii) Pourn>1, d(z - (a)) = (0z)(a), ov v € H" 'K et a € A*.
b) Si A est complet, il existe pour tout n > 0 une suite exacte

0— H"% — H"K -2 g 1k — 0.

Démonstration. — Voir [9, p. 475], [197, p. 121]. O

C.2. Extensions rationnelles

Soit F' un corps commutatif. L’anneau de polynémes F'[t] est principal : pour tout
polynéme irréductible unitaire P, 'anneau F[t] py est un anneau de valuation discrete
de corps des fractions F'(t). Notons I I’ensemble de ces polynomes, et soit pour tout
P ¢ I F(P) = F[t]/(P) le corps résiduel de F[t]p). D’apres les théoremes C.1.14,
C.1.15 et C.1.16, on dispose d’homomorphismes résidus

op : KM(F()) — KM (F(P))
9% - W(F(t)) — W(F(P))
dp : H"F(t) — H" 'F(P).
C.2.1. Théoréme (Tate-Milnor [162, th. 2.3]). — Pour tout corps F' et tout n >

0, la suite

0— KM(F) — KM(F(t)) “2L @p, KM F(P) — 0

n—1

est exacte.

Démonstration. — Voir [162], [29, th. 5.1]. O
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C’est le théoreme C.2.1 qui permet de définir le transfert en K-théorie de Mil-
nor (cf. proposition 9.2.1). Pour cela, on a besoin d’un anneau de valuation discrete
supplémentaire : c¢’est ensemble A des fractions rationnelles P/Q € F(t) telles que
deg P < deg@. L’anneau A est le localisé de F[1/t] par rapport & 'idéal maximal
(1/t). Son corps résiduel F'(co) n’est autre que F'.

Notons oo la valuation discrete correspondant a A. D’apres le théoreme C.2.1, il
existe un unique homomorphisme N de degré 0 faisant commuter le diagramme

KM(F(t) 20 @, KM (F(P))

75% Nl
EM(F) 4 KM(p).

(cf. [29, p. 378)).
Cet homomorphisme se décompose en des homomorphismes

Np : KM(F(P)) — KM(F);

si 'on définit N, comme étant I'identité, on obtient la suite exacte suivante, variante
de celle du théoreme C.2.1 :

op

(C.21) 0 — KM(F) — KM(F@t) 2% @ KM, F(P) % KM (F) — 0.

PelU{oco}

On vérifie que, pour n = 0, Np est la multiplication par [F(P) : F] et que, pour
n = 1, Np s’identifie a la norme Np(p)/p. Etant donné une extension finie E/F,
on peut la décomposer en une tour d’extensions monogenes F;1/E;, avec Eg = F,
E,. = FE et, pour tout i, E;11 = E;(P;) ou P; est un polynéme irréductible unitaire
sur E;. On souhaite alors poser

N:NPOO-‘-ONPT_l.

Le probleme est de montrer que cette définition ne dépend ni de la tour choisie, ni
du choix des polynémes P;. Ceci est démontré partiellement par Bass-Tate [29, (5.9)]
et complété par Kato [117, §1.7].

C.2.2. Théoréme. — Pour tout corps F de caractéristique différente de 2 et tout
n > 0, la suite

(op)

Cor
0 — H"F — H"F(t) == @pcrijoe) H" 'F(P) {Correryre),

H'F —0
est exacte. En particulier, H"F — H"™F(t) est injectif.
Démonstration. — Voir [9, Satz 4.17]. O

C.2.3. Corollaire. — Soit K/F une extension transcendante pure. Alors, pour tout
n > 0, lapplication H"F — H" K est injective.
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Démonstration. — On peut supposer K = F'(¢) ; alors cela résulte du théoreme C.2.2.
O

On a aussi :

C.2.4. Théoréme (Milnor). — Pour tout corps F' de caractéristique différente de
2 et tout n > 0, la suite

2
0 — W(F) — WFEE) —ZL @, WEP) — 0
est exacte.
Démonstration. — Voir [146, ch. IX, th. 3.1]. O

C.3. Compatibilités

C.3.1. Théoréme. — Soit E/F wune extension finie, ot F est un corps de ca-
ractéristique différente de 2. Alors, pour tout n > 0, le diagramme

KM(E))2 —Y— H"E
NE/Fl CorE/FJ,
KM(Fyj2 - HF

est commutatif.
Démonstration. — Voir [117, lemme 3]. O

C.3.2. Théoréme. — Soit A un anneau de valuation discreéte, de corps des fractions
K et de corps résiduel k. Supposons cark # 2. Alors le diagramme

KM(K)/2 -2 H K

dl J
KM (k)2 2 gry,

est commutatif.
Démonstration. — Voir [117, lemme 1]. O

C.3.3. Théoréme. — Dans la situation du théoréme C.3.2, soit L/ K une extension
non ramifiée et soit B la fermeture intégrale de A dans L. Soit m lidéal maximal de
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A, et soit S l'ensemble des idéaux maximauzr de B. Alors les diagrammes suivants
sont commutatifs (p € S) :

(@)
KM(@L) —2 KM (k) KA(E) —= DKL)
peS

e, Res
RCST P T NL/Kl Wk(p)/k(mﬂl

8m
Kl ) = ) ) e ()

n (0p) —1
Hn(L) % anlkp H', —— @Hn kp
pesS

5 Res
R%T ° T Corl (Cork(m/k(m))l

n Om n—1
H"K H" 'k pgnpe _Om | g1y

Démonstration. — La commutativité du premier diagramme se vérifie sur les sym-
boles. Pour le deuxiéme, voir [117, §1.7]. Pour les énoncés cohomologiques, voir [9,
Satze 4.13 et 4.14]. O

C.4. Courbes algébriques

Dans cette section, nous supposons le lecteur familier avec le langage de la géométrie
algébrique et avec des rudiments de celle-ci. Il peut les acquérir par exemple dans
Hartshorne [65].

C.4.1. Définition. — Soit F' un corps commutatif. Une courbe algébrique sur F est
une F-variété algébrique de dimension 1 (cf. [65, ch. I}).

Soit X une courbe algébrique sur F. On a X = (J;c; U;, ou (U;) est une famille
finie d’ouverts affines. On a donc U; = Spec R;, ou R; est une F-algebre de type fini,
de dimension de Krull 1.

Si x est un point fermé de x, le corps résiduel de X en x est une extension finie de
F : il est noté F(x).

C.4.2. Proposition. — Soit X une courbe algébrique sur F. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) X est normale.

(ii) Pour tout point fermé x € X, 'anneau local Ox , est un anneau de valuation
discréte.

(ili) X est non singuliére (ou lisse si F' est parfait).

Démonstration. — Voir [65, ch. II, §6]. O
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C.4.3. Définition. — Une courbe X sur un corps F est absolument irréductible
(ou géométriquement irréductible) si X @ Fy est irréductible, ol Fy est une cloture
séparable de F'.

C.4.4. Théoréme

a) Une courbe projective réguliére irréductible sur F est déterminée par son corps
des fonctions. Plus précisément, soient A la catégorie des courbes projectives
régulieres irréductibles sur F' ou les morphismes sont les F-morphismes non
constants, B la catégorie des corps de fonctions d’une variable sur F etT : A —
B le foncteur (contravariant) qui envoie un courbe C' sur son corps des fonctions
F(C). Alors T est une équivalence de catégories. De plus, C est absolument
irréductible si et seulement si Uextension F(C)/F est réguliére.

b) Soit X une courbe affine réguliére sur un corps F. Alors X se plonge dans une
unique courbe projective réguliere X, la complétée projective de X.

Démonstration
a) Voir [65, ch. I, §6] (I’hypothese F' algébriquement clos n’est pas nécessaire).
Rappelons le principe de la construction d’un quasi-inverse de T : si K est
un corps de fonctions d’une variable sur F', ¢’est-a-dire une extension de F' de
type fini et de degré de transcendance 1, on montre que ’ensemble des sous-
anneaux de valuations discrete de K contenant F est en bijection avec les points
fermés d’une courbe projective réguliere de corps des fonctions K. Ce résultat
ne subsiste pas en dimension supérieure.
b) se déduit de a).
O

C.4.5. Exemple. — La droite affine AL, = Spec F[t] est une courbe affine lisse de
corps des fonctions F(t). Sa complétée projective est la droite projective PL.

A partir de maintenant, le mot « courbe »désigne une courbe algébrique projective
et lisse. Sauf mention expresse du contraire, « point de X »signifie « point fermé de
X ».

C.4.6. Définition. — Soit X une courbe irréductible sur F.
a) Le groupe des diviseurs sur X est le groupe libre Div(X) sur l’ensemble des
points de X.
b) L’application « — [F(x) : F] s’étend par linéarité en une fonction
deg : Div(X) — Z
¢) Soit K le corps des fonctions de X, et soit f € K*. Pour tout point z € X,
notons v, la valuation discrete associée a ’anneau local Ox .. Le diviseur de f est

div(f) = Y vz(f)z € Div(X),

zeX
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La fonction div est un homomorphisme de K* vers Div(X) : son image est appelée le
groupe des diviseurs principaur de X et noté Dp(X).
d) Le groupe de Picard de X est le groupe Pic(X) = Div(X)/Dp(X).

Si X n’est pas irréductible, on a X = [[,.; X; ou les X; sont les composantes
irréductibles de X. On pose alors Div(X) = @, ; Div(X;), Pic(X) = @, Pic(X;).

Soit f : Y — X un morphisme non constant entre deux courbes. Alors f induit
deux homomorphismes

f*: Div(X) — Div(Y), f« : Div(Y) — Div(X).

Pour définir f* et f,, il suffit de donner leur valeur sur les points de X et Y. Si

x € X, on définit
ffe= Z eyy
fly)=z
ou e, est I'indice de ramification de Oy,,/Ox ;. Siy € Y, on définit
ou fy est le degré résiduel [F(y) : F(z)]. On a f.f* =deg(f) :=[F(Y) : F(X)] et

deg(f*D) = deg(f)deg(D),  deg(f.D') = deg(D’)

pour tout (D, D’) € Div(X) x Div(Y); cela résulte de la proposition C.1.9 pour la
premiere formule, et c¢’est trivial pour la seconde. De plus, on a

f*divig) = div(f*g),  f.div(g) = div(Ns(g))
pour (g,¢") € F(X)*x F(Y)*, f*g est 'image de f dans F(Y') et Nf(g') est la norme
de ¢'. Par conséquent, f* et f, induisent des homomorphismes
f*: Pic(X) — Pic(Y), fx : Pic(Y) — Pic(X).

En particulier, si f € F(X)* n’est pas constant, f définit un morphisme X — P,
associé a 'homomorphisme de corps F(t) — F(X) envoyant ¢ sur f. On a donc un
morphisme f* : Div(PL) — Div(X). Comme le diviseur de ¢ dans Div(PL) est 0— oo,
on trouve

div(f) = /*(0 - ).
C.4.7. Lemme

a) Pour X comme dans la définition C.4.6, on a Kerdiv = F* si X est absolument
irréductible.
b) Pour tout f € K*, on a deg(div(f)) = 0. Par conséquent, la fonction degré se
factorise en
deg : Pic(X) — Z.

Son noyau est noté Pic®(X).
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Démonstration. — Soit f € K* non constante. Considérons f comme un morphisme
X — P1. comme ci-dessus. La proposition C.1.9 montre en particulier que I'applica-
tion induite par f des points fermés de X vers les points fermés de P est surjective.
En particulier, div(f) = f*(0 — oc0) # 0. De plus,

deg(div(f)) = deg(f*(0 — o0)) = deg(f) deg(0 — o) = 0.
O

Soit X une courbe absolument irréductible sur F. Le genre de X est un entier
g > 0. Il peut étre défini de plusieurs manieres différentes :

1. Notons X = X ®@p Fi, ot F est une cloture séparable de F. Le groupe Pic’ (X)
a une structure canonique de variété abélienne sur Fy; g est la dimension de
cette variété abélienne.
2. Pour tout [ # car F, le sous-groupe de [-torsion de Pic(X) est de rang 2g sur F;.
3. g =dimp H' (X, Ox).
Ces conditions montrent que le genre est invariant par extension des scalaires. Dans
ce livre, nous n’aurons besoin que de considérer des courbes de genre zéro. Pour une

telle courbe X, on a X ~ P};S [65, ch. TV, ex. 1.3.5].

C.4.8. Lemme. — Sur un corps F' de caractéristique # 2, toute conique est de genre
Z€T0.

Démonstration. — Soit X une conique d’équation X2 —aY? —bZ? =0, ou a,b € F*.
Sur F(yva), X devient isotrope, donc son corps des fonctions est transcendant pur.
Par conséquent, Xp( ) ~ P}:(ﬁ) (théoreme C.4.4 b)) et X est de genre zéro. O

C.4.9. Remarque. — On peut montrer que la réciproque est vraie : toute courbe
projective, lisse et absolument irréductible de genre zéro sur un corps de ca-
ractéristique différente de 2 est une conique.

C.4.10. Lemme. — Soit X une courbe absolument irréductible sur F, et soit X =

X ®p Fs, ot Fy est une cloture séparable de F. Alors Uapplication Pic(X) — Pic(X)
est injective.

Démonstration. — Soit d € Div(X) tel que dp, = div(f), ou f € Fs(X)*. Soit
G = Gal(Fs/F).Pour g € G,onadiv(? f) = gdiv(f) = div(f), d’otvva, :=9 f/f € F
pour tout g € G (lemme C.4.7 a)). L’application g — a4 est un 1-cocycle continu de
G a valeurs dans F. Par le corollaire B.4.3, il existe b € F tel que a, = 9b/b pour
tout g € G. Par conséquent, [’ := f/be€ F(X)* et d = div(f’) est principal. O

C.4.11. Proposition. — Pour toute conique C, ’homomorphisme deg : Pic(C) —
Z est injectif, d’tmage
{Z si C' est isotrope

27 si C' est anisotrope.
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Démonstration. — Sur Fs cela résulte de [65, ch. II, prop. 6.4] (ou du fait que
PicO(P};’S) = 0 puisque P! est de genre 0). Sur F, le lemme C.4.10 montre que
deg est injectif. Si X est isotrope, elle est isomorphe & Pl qui a des points ration-
nels, donc deg est surjectif. Si X est anisotrope, la valeur de son image résulte du
théoreme 1.5.1 : en effet, pour toute courbe X et tout point x € X, la courbe Xp(,) a
(évidemment) un point rationnel, donc si X est une conique anisotrope, le théoréme
1.5.1 implique que tout point de X est de degré pair; d’autre part, X a des points
de degré 2, par exemple les images réciproques des points rationnels de P} via un
morphisme X — P1. de degré 2 (cf. début de la section 3.1). O

C.5. Le théoréme de Riemann-Roch

Dans cette section et les suivantes, toutes les courbes sont lisses et projectives.

Soit D un diviseur sur un courbe irréductible X. On dit que D est effectif si
D =3 cx Mz, ol tous les m, sont > 0. Soit D un diviseur quelconque sur X. On
lui associe un sous-espace vectoriel L(D) de F(X) :

L(D) ={f € F(X)* | div(f) + Dest effectif} U {0}.

(Le fait que L(D) est bien un sous-espace vectoriel de F/(X) est laissé en exercice.)
Pour g € F(X)*, on a

L(D +(9)) = gL(D)

donc L(D) ne dépend, & isomorphisme preés, que de la classe de D dans Pic(X).
D’autre part, il est clair que L(D) # 0 = deg(D) > 0.

C.5.1. Théoréme (théoréme de Riemann-Roch)

a) Pour tout diviseur D € Pic(X), on a (D) := dim L(D) < +o0.
b) I existe un diviseur K € Pic(X) tel que, pour tout diviseur D € Pic(X), on ait

I(D)—I(K —D)=deg(D)+1—g
ot g est le genre de X.

Démonstration. — Voir [65, ch. IV, th. 1.3]. O

(La classe K est associée au faisceau canonique sur X, cf. [65, p. 295] : cela nous
entrainerait trop loin.)

C.5.2. Corollaire. — Supposons X de genre 0. Alors, pour tout D € Pic(X), on a

i(D) = deg(D)+1 sideg(D)>0
o si deg(D) < 0.
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Démonstration. — En appliquant le théoréeme de Riemann-Roch & D = 0 puis a
D = K, on obtient

10)—UK) =1,  I(K)—1(0) = deg(K) + 1

d’ott deg(K) = 2. Le cas deg(D) < 0 du corollaire est clair. Si deg(D) > 0, alors
deg(K — D) < 0 et la conclusion résulte du théoreme C.5.1. O

C.5.3. Corollaire. — [221, cor. 2.7] Supposons X de genre 0 et soient x € X,
D € Div(X) tels que deg(x) = deg(D). Si v, (D) = 0, alors l'application

p:L(D) — F(x)

fr— flz)
est surjective.
Démonstration. — L’application p est F-linéaire. Par le corollaire C.5.2, dim L(D) =
deg(D) +1 = [F(z) : F] + 1. L’hypotheése implique que Kerp = L(D — z); en
réappliquant le corollaire C.5.2, on en déduit dim Ker p = 1, d’ou I’énoncé. O

C.6. Réciprocité de Weil

Dans cette section, toutes les courbes sont lisses et projectives.

C.6.1. Proposition. — Soit X une courbe sur un corps F. Alors, pour tout n > 0,
on a un complexe

0 — KM(F) — KM(F(X)) —2— @,cx K

n—1

(F(z)) —— K}, (F) —0
ot 0 = (Op)zex et ot v est donné par la collection des Np(y)/p.

Démonstration. — 1l faut montrer que v o (9,) = 0. Soit f € F(X) une fonction non
constante, considérée comme morphisme X — P1.. On a un diagramme

EM(F(X) —2— @@ KM, (F(x)) —— KM, (F)
reX

f*l f*l |

KM(F() —"— @ KML(F() —"— KY,(F).
zePl,
ou la fleche verticale de gauche est donnée par la transfert en K-théorie de Milnor
(proposition 9.2.1) et, pour (z,y) € PLx X, la composante fi(a,y) de la fleche verticale
du centre est 0 si f(y) # z et est donnée par fy(z.) = Np)/r@) st fy) = =
Dans ce diagramme, le carré de gauche est commutatif grace au théoreme C.3.3 et le
carré de droite est commutatif grace au théoreme 9.2.1. La proposition C.6.1 résulte
maintenant du théoreme C.2.1. O
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C.6.2. Remarque. — Prenons n = 1 dans la proposition C.6.1. Alors le complexe
devient

0— F* — F(X)* % Div(X) —2% . 72— 0
et on retrouve le lemme C.4.7 b). Cette suite est exacte en F™* et en F(X)* d’apres le
lemme C.4.7 a) ; si X est une conique, elle est aussi exacte en Div(X) et d’homologie

Z/2 ou 0 et Z selon que X est anisotrope ou non, d’apres la proposition C.4.11.
On démontre de méme :

C.6.3. Proposition. — Soit X une courbe sur un corps F de caractéristique # 2.
Alors, pour tout n > 0, on a un complexe

0 — H"F — H"F(X) —2— @,cx H" 'F(z) —%— H"'F —0

ot 0 = (0z)zex et ou v est donné par la collection des Corp(y)/p.



APPENDICE D

UN APERCU SUR LES FORMES QUADRATIQUES EN
CARACTERISTIQUE 2

par Ahmed Laghribi

D.1. Introduction

Le but de cet appendice est de donner au lecteur une breve idée de 1’état ac-
tuel de la théorie algébrique des formes quadratiques en caractéristique 2, et de lui
permettre ainsi de voir certaines des différences qui apparaissent quand on passe de
la caractéristique # 2 a la caractéristique 2. C’est en caractéristique # 2 que la
théorie algébrique des formes quadratiques a connu le plus grand intérét depuis plu-
sieurs années, ce qui explique 'existence de certains théoremes puissants en cette ca-
ractéristique. Néanmoins, la théorie en caractéristique 2 a connu récemment un renou-
veau qui lui permet d’avoir un statut a part. La caractéristique 2 possede ses propres
techniques qui la distinguent de la caractéristique # 2. Parfois, il est difficile d’étendre
completement a la caractéristique 2 un théoréme bien connu en caractéristique # 2,
et parfois il arrive qu’on démontre un important théoréme en caractéristique 2 par
des calculs simples, alors qu’en caractéristique # 2 on n’arrive pas a démontrer son
analogue ou on le démontre avec des méthodes tres sophistiquées.

Notre exposé est centré sur la théorie des corps de fonctions des quadriques, y
compris les quadriques singulieres, puisque c’est cette partie de la théorie algébrique
des formes quadratiques en caractéristique 2 qui a connu récemment des avancées.

Décrivons maintenant le contenu de cet appendice. Apres un bref rappel de quelques
notions de base sur les formes quadratiques et bilinéaires, on expliquera la facon dont
une forme quadratique se normalise!!), puis on parlera de la diagonalisation d’une
forme bilinéaire (symétrique non dégénérée). Apres cela, on évoquera la simplification
de Witt et la décomposition de Witt pour les formes quadratiques et bilinéaires. On
donne aussi au lecteur une breve idée sur l'invariant d’Arf d’une forme quadratique

(MPour les formes quadratiques en caractéristique 2, le terme « normalisation » vient remplacer
« diagonalisation »puisqu’on va voir que dans une base convenable, une forme quadratique ne s’écrit
pas toujours de fagon diagonale.
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non singuliere. Cet invariant est ’analogue du discriminant & signe en caractéristique
# 2. On introduit 'anneau de Witt des formes bilinéaires et le groupe de Witt des
formes quadratiques non singulieres. On définit ensuite la relation de sous-forme entre
les formes quadratiques, puis on donne ’analogue du classique théoréme de sous-forme
de Cassels et Pfister. On incorpore aussi la version de ce théoréeme pour les formes
bilinéaires.

Une importante classe de formes quadratiques qui est traitée est celle des formes
de Pfister. En caractéristique 2, on s’apergoit qu’a cette classe s’ajoutent de nouvelles
formes dites quasi-formes de Pfister. Ces dernieres jouent le role des formes de Pfister
pour les formes quadratiques totalement singulieres, et proviennent des formes bi-
linéaires de Pfister comme on va ’expliquer. On introduit aussi la notion de voisines
des formes et quasi-formes de Pfister, et on donne la classification de ces dernieres
au moyen de la théorie du déploiement standard. On met également en évidence la
différence entre la théorie de déploiement générique et la théorie de déploiement stan-
dard des formes quadratiques : nous verrons que cette derniére suffit pour classifier
completement les formes quadratiques excellentes. Concernant les voisines des formes
de Pfister, on donne une généralisation partielle a la caractéristique 2 d’un théoreme
de Knebusch caractérisant celles-ci via une propriété de déploiement sur leur propre
corps de fonctions. On ne manquera pas d’exposer les formes bilinéaires voisines in-
troduites récemment, et leur caractérisation par un théoreme analogue a celui de
Knebusch pour les formes quadratiques voisines en caractéristique # 2.

En ce qui concerne le probleme d’isotropie, on donne une généralisation complete
a la caractéristique 2 du théoreme fondamental de Hoffmann sur les dimensions
séparées par une puissance de 2, puis une autre généralisation d’un important
théoreme d’Izhboldin sur I’équivalence birationnelle stable de deux quadriques pro-
jectives de méme dimension 2" — 1, n > 1. Ces deux théorémes permettent d’avoir
quelques conséquences sur les formes dites a déploiement maximal.

On introduit un nouvel invariant des formes quadratiques totalement singulieres,
dit degré normique. Cet invariant fournit de bonnes informations sur la forme tota-
lement singuliére, comme le calcul de sa hauteur standard, et un critére pour qu’une
telle forme soit une quasi-voisine de Pfister.

Une des avancées faite récemment en caractéristique 2 est celle due & Aravire et
Baeza concernant le comportement des formes différentielles, de F sur F2, sur les corps
de fonctions de quadriques, et leur preuve de la conjecture du degré en caractéristique
2. Nous donnons une idée de leurs résultats qui constituent ’analogue de certains
évoqués dans le chapitre 6 du présent livre, et nous terminons notre appendice par
quelques calculs récents de noyaux de Witt.

Les détails des résultats que nous évoquons sont actuellement, pour la plupart,
consultables dans les références [14], [16], [22], [76], [77] et [134]-[143]. Peu de
preuves sont incorporées (sauf dans la section D.17) pour la simple raison que nous
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voulons rester dans le cadre d’'un appendice, et que nous projetons d’écrire pro-
chainement en collaboration avec D.W. Hoffmann un livre consacré a la théorie des
corps de fonctions en caractéristique 2. Ceci aura pour but de regrouper les récents
développements qu’a connus cette théorie et de compléter ainsi la littérature déja
existante sur les formes quadratiques.

Remerciements. — C’est lors d’une rencontre au séminaire N. Bourbaki de
novembre 2004 que Bruno Kahn m’a demandé d’écrire cet appendice sur la ca-
ractéristique 2 pour compléter le présent livre. Je tiens a le remercier tres chaleureu-
sement de m’avoir donné cette opportunité.

Cet appendice a été révisé et complété durant un séjour a 1'Universitit
Bielefeld pour la période mars-mai 2006. Je remercie vivement Ulf Rehmann
d’avoir permis cette visite. Je remercie aussi le Sonderforschungsbereich 701 pour le
soutien offert durant ce séjour.

D.2. Premiéres définitions

Dans tout cet appendice, F' désigne un corps commutatif de caractéristique 2.

Quelques définitions et notations dont on aura besoin ont déja été utilisées dans la
partie principale de ce livre. Mais nous en rappelons tout de méme certaines dans le
but de préserver ’autonomie de cet appendice.

1. Une forme bilinéaire symétrique est la donnée d’un couple (V, B) formé d’un
F-espace vectoriel V' et d’une application B : V x V — F telle que :

e B(v,v") = B(v/,v) pour tout v,v" € V.

e Pour tout v € V, 'application V' — F', donnée par : v’ — B(v,v’) est F-linéaire.

Pour simplifier le langage, ’expression « forme bilinéaire »signifiera « forme bi-
linéaire symétrique ».

2. Une forme quadratique est la donnée d’un couple (V) formé d’un F-espace
vectoriel V' et d’une application ¢ : V — F telle que :

e p(av) = a?p(v) pour tout v € Vet a € F.

e L’application B, : V x V — F, donnée par : (v,w) — p(v+w) — ¢(v) — p(w)

est F-bilinéaire (symétrique). On dit que B, est la forme polaire associée & ¢.

On dit que V est lespace sous-jacent a la forme bilinéaire (ou quadratique) en
question.

3. Pour (V, B) et (V', B") deux formes bilinéaires (resp. deux formes quadratiques),
une isométrie entre (V, B) et (V', B') est la donnée d’un isomorphisme de F-espaces
vectoriels o : V' — V' tel que B(v,v') = B'(c(v),0(v")) (resp. B(v) = B(o(v'))) pour
tout v,v’ € V. Dans ce cas, on note B ~ B’, et on dit que B est isométrique a B’.
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4. Pour @ € F* et (V, B) une forme bilinéaire (resp. une forme quadratique), on
note aB la forme bilinéaire (resp. la forme quadratique) ayant pour espace sous-jacent
V et donnée par : (v,v') — aB(v,v’) (resp. v — aB(v)) pour tout v € V.

5. Deux formes bilinéaires (ou quadratiques) (V, B) et (V’/, B’) sont dites semblables
si B ~ aB’ pour un certain o € F*.

6. A partir de deux formes bilinéaires (resp. deux formes quadratiques) (V, B) et
(V',B’), on forme leur somme orthogonale qui est I'unique forme bilinéaire (resp.
forme quadratique) B L B’ donnée sur la somme directe V@ V' par : B L B'(v &
v, wdw) = Bv,w)+ B'(v,w') (resp. B L B'(v®v') = B(v) + B'(v")) pour tout
(v,0"), (w,w') €V x V',

7. Pour n > 1 un entier et B une forme bilinéaire (ou quadratique), on note n x B
la somme B 1L --- 1 B.

n fois
8. On dit qu'une forme bilinéaire (resp. une forme quadratique) (V’, B’) est une

sous-forme (resp. un facteur direct) d’une autre forme (V, B) §’il existe une forme
(V",B") tel que B ~ B’ 1. B”. Dans ce cas, on note B’ C B.

On verra que pour les formes quadratiques, la relation de facteur direct ne suffit
pas pour étendre a la caractéristique 2 certains théoremes connus en caractéristique
# 2, et qu’il faut introduire une autre relation beaucoup plus subtile (cf. section D.8).

Dans la section D.7, on donnera deux autres opérations importantes. Il s’agit du
produit entre deux formes bilinéaires, et le produit d’une forme quadratique par une
forme bilinéaire.

9. Pour K/F une extension, et (V,C) une forme bilinéaire (resp. (V, ¢) une forme
quadratique), on désigne par Ck 'unique forme bilinéaire (resp. ¢k 1'unique forme
quadratique) d’espace sous-jacent V®p K, donnée par : Cx (v@a, w® ) = afC (v, w)
(resp. o (V@) = a?p(v) avec By, (v® a,w® ) = aBB,(v,w)) pour tout (v,w) €
V2et (a,3) € K2

10. Pour une forme bilinéaire (resp. une forme quadratique) (V, B), on note Dg(B)
Pensemble des scalaires de F* := F' — {0} de type B(v,v) (resp. de type B(v)).

11. Une forme bilinéaire (resp. une forme quadratique) (V, B) est dite isotrope s’il
existe v € V — {0} tel que B(v,v) =0 (resp. B(v) = 0). Dans le cas contraire, on dit
que B est anisotrope.

12. Le radical d’une forme bilinéaire (resp. d’une forme quadratique) (V, B), qu’on
note rad(B), est le sous-espace vectoriel de V' défini par rad(B) = {v € V | B(v,V) =
0} (resp. est le radical de sa forme polaire).

Dans cet appendice, on ne considére que les formes bilinéaires (et quadratiques)
ayant un espace sous-jacent de dimension finie.

13. Pour (V, B) une forme bilinéaire (resp. une forme quadratique), on note dim B
la dimension de V', qu’on appelle la dimension de B. Apres le choix d'une F-base de V,
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on peut identifier B & un polynome 3, ; ;,, @i jZiy; (Tesp. D1, i<, Qi,jT:i25) avec
dim B = n. Ainsi, on va souvent travailler avec ce polyndéme en négligeant 1’espace
vectoriel V' en question.

D.3. Normalisation d’une forme quadratique

En caractéristique # 2 on travaille souvent avec des formes quadratiques de radical
nul. Ceci est du, essentiellement, au fait que pour une telle caractéristique, une forme
de radical non nul est isotrope. En caractéristique 2, la situation est différente. On
peut avoir des formes quadratiques de radical non nul et anisotropes. Ceci motive donc
I'idée de travailler avec des formes quadratiques qui peuvent présenter un radical non
nul. Mais en méme temps, la théorie des formes quadratiques en caractéristique 2 se
ramifie, ce qui la rend riche.

Avant d’aller plus loin, faisons remarquer que la restriction d’une forme quadratique
© & son radical rad(y) est une forme quadratique donnée par un polynéme de type :

(D31) alx%+...+asx§

avec a; = ¢(e;), ou {e1,...,es} est une F-base de rad(y).

De plus, il est facile de voir qu’une isométrie entre deux formes quadratiques in-
duit une isométrie entre les restrictions a leurs radicaux. Ainsi, la forme quadratique
donnée dans (D.3.1) ne dépend que de la classe d’isométrie de .

D.3.1. Notation-Définition. — La forme quadratique donnée dans (D.3.1) s’ap-
pelle la partie quasi-linéaire de ¢. On la note gl(y).

Quand on tient compte du radical, on doit distinguer entre différents types de
formes quadratiques qu’on précise dans la définition suivante :

D.3.2. Définition. — Une forme quadratique ¢ est dite :
(1) non singuliere si dimgl(y) = 0.
(2) totalement singuliere si dim ¢ = dim gl(y).
(3) singuliere lorsque dimql(¢) > 0.
(4) non défective si sa partie quasi-linéaire est anisotrope (ou nulle).

Voici des reformulations de ces notions en terme de I'espace radical :

D.3.3. Proposition. — Soit ¢ une forme quadratique d’espace sous-jacent V. On
a:
(1) ¢ est non singuliére si et seulement si rad(p) = 0.
(2) @ est totalement singuliére si et seulement si rad(p) = V.
(3) @ est singuliére si et seulement si rad(yp) # {0}.
(4) @ est non défective si et seulement sirad®(p) = {0}, ot rad’(p) = {v € rad(y) |
p(v) = 0}.
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On énonce un lemme tres utile pour la suite :

D.3.4. Lemme. — Soient ¢ une forme quadratique de dimension > 1, et
{g1,-.,9s} une F-base de rad(yp). Alors, cette base se compléte en une F-base

{e1t, fi,-ser, fry1, -, Gs }
de V telle que :
{Bso(eiafj) = 0i,
By(ei,ej) = By(fi, fj) =0 sii#j.
En écriture polynomiale, on a :

(D.3.2) Y= Z(aﬁ«”? +ziyi + by} ) + Z ci2}
i=1

=1
avec a; = @(ei), bi = @(fi) (1 <i<r), etci=p(g) (1<i<s)

Démonstration. — Ecrivons V = W & rad(y) pour un certain sous-espace vectoriel
W de V. 1l est clair que ¢ ~ 9 L ql(¢), on ¥ est la restriction de ¢ a W. Si
dimp W = 0, alors le lemme se déduit de (D.3.1). Supposons dimr W > 0, et soit
e1 € W non nul. Puisque 9 est une forme quadratique non singuliere, il existe f; € W
tel que By(e1, f1) = By(e1, f1) # 0. Quitte & multiplier f; par un scalaire, on peut
supposer By/(e1, f1) = 1. Soit U le sous-espace de W engendré par e; et fi. Puisque
la restriction v’ de ¢ & U est une forme quadratique non singuliere, on obtient par le
méme argument que dans [191, Lem. 3.4, p. 7] que ¢ ~ ¢’ L 9" pour une certaine
forme quadratique ¢”. Puisque dim¢"” < dim et ¢ est aussi non singuliere (car
" C ), on conclut par récurrence sur dim W. O

D.3.5. Notation
(1) Pour a,b € F, on note [a,b] (resp. (a)) la forme quadratique ax?® + zy + by?
(resp. az?).
(2) On note simplement (ay,...,as) une forme quadratique totalement singuliere
(ar) L -+ L {as).
D.3.6. Définition. — Avec les notations D.3.5, écriture dans (D.3.2) devient
p~lay,by] L La,,b] L {c1,...,cs),

qu’on appelle une normalisation de .

Avec les mémes notations que dans la définition D.3.6, et vu I'unicité de la forme
{(c1,- -+ ,cs), le couple d’entiers (r, s) ne dépend alors que de la classe d’isométrie de (.

D.3.7. Définition. — Le couple (r, s) s’appelle le type de .

D.3.8. Remarque. — Si p = R 1 ql(p) est de type (r, s) avec s > 0, alors la forme
R n’est pas toujours unique comme le montre I’exemple qui suit.
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D.3.9. Exemple. — Soient t une variable sur F', ¢ une forme quadratique sur F(t)
telle que dim ¢ —dim ql(p) = 2. Soit B = {eq, f1,91, ..., gs} une F(t)-base de I’espace
sous-jacent & ¢ avec {g1,...,gs} une F(t)-base de rad(¢). On suppose qu'on a les
conditions suivantes :

ple1) =0,

e(fi) =1,

plg) =t~

Bw(elafl) =1
Alors, le passage de la base B alabase B’ = {e1+¢1, f1,91, - - -, 9gs} donne I'isométrie :
(D3.3) [0,1] L al(p) =~ [t7,1] L al(p)

et pourtant [0,1] 2 [t71,1] car [t7!, 1] n’est pas isotrope.

Terminons cette section en donnant quelques isométries tres simples a vérifier, et
dont on se sert souvent pour passer d’une normalisation a une autre.

D.3.10. Lemme. — Pour tous scalaires a,b,c,d € F', on a :
[a,b] L [¢,d] ~[a+c,b] L [c,b+d],
[ca,c™tb] ~ cla,b] si c#0,
(D.3.4) [a,b] L (c) ~[a+c,b] L {c),

(a,by ~ (a+b,b),
[a,b] ~ [a,a+b+1].

D.4. Diagonalisation d’une forme bilinéaire

D.j.1. Définition. — Une base {e1,--- ,e,} de lespace sous-jacent & une forme
bilinéaire B est dite orthogonale pour B si : B(e;, e;j) = 0;,; pour 1 <4,j < n.

D.4.2. Remarque. — Si B est une forme bilinéaire dont 1’espace sous-jacent admet
une base orthogonale {ey,- - ,e,} pour B, alors

B~{a1)p L+ L {(an)p,
avec a; = B(e;), et (a)p désigne la forme bilinéaire de dimension 1 donnée par :

(z,y) — axy. Dans ce cas, on dit que B est diagonalisable et on la note (a1, ..., an)p-

La diagonalisation d’une forme bilinéaire n’est pas toujours immédiate comme le
montre le résultat suivant :

D.4.3. Proposition ([164, Cor. 3.3, p. 6]). — Soit B une forme bilinéaire. Alors,
on a une décomposition B ~ (a1, ,an)p L C tel que ay,--- ,a, #0 et C(v,v) =0
pour tout vecteur v de l’espace sous-jacent a C.
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Le corollaire suivant est immédiat :

D.4.4. Corollaire. — Toute forme bilinéaire anisotrope est diagonalisable.
D.4.5. Définition. — Une forme bilinéaire est dite non dégénérée si son radical est
nul.

Pour la suite de cet appendice, toutes les formes bilinéaires considérées seront non
dégénérées.

D.5. Invariant d’Arf et algébre de Clifford

Plus de détails sur les résultats de cette section peuvent étre consultés dans [22].
La construction de 'algebre de Clifford qui a été donnée dans le chapitre 5 du présent
livre reste évidemment valable en caractéristique 2 pour toute forme quadratique.

Posons g(a) = a® + a pour tout a € F. Alors, p(F) = {p(a)|a € F} est un
sous-groupe additif de F'.

Lorsque ¢ est une forme quadratique non singuliere, l'algebre C(p) est simple
centrale sur F', et le centre Z(yp) de 'algebre de Clifford paire Cy(p) est une algebre
quadratique séparable sur F', c’est-a-dire, il existe § € F vérifiant Z(p) = Flz]/(2? +
x + 6). La classe de § modulo p(F) ne dépend que de la classe d’isométrie de ¢, on
Pappelle Uinvariant d’Arf de ¢ et on la note A(p). Souvent, on identifie A(yp) avec le
représentant dans F' de sa classe dans F/p(F).

Plus concretement, si ¢ ~ ai[l,b1] L -+ L ay[1,b,] (on peut toujours écrire ¢
sous cette forme en partant de I'une de ses normalisations puis on utilise la seconde
isométrie décrite dans le lemme D.3.10), alors

A(p) =br+ -+ by € F/p(F),
et
C(p) = [b1,a1)F @F -+ ®@F [bn, an)F,
ou [b,a)r (a € F*, b € F) désigne lalgeébre de quaternions engendrée par deux
2=a,v?4+v="0b, uv = (v+ 1)u. Cest une
F-algebre simple centrale de dimension 4 qui devient triviale dans le groupe de Brauer

de F lorsque b € p(F). Si b & p(F), alors cette algeébre est triviale si et seulement si
a est une norme de l'extension F[z]/(z? 4+ x + b) sur F [191, p. 314].

éléments u, v sur F, avec les relations : u

D.6. Simplification de Witt - Décomposition de Witt

D.6.A. Cas des formes quadratiques. — En caractéristique 2 la simplification
de Witt ne s’applique pas a toutes les formes quadratiques. L’exemple D.3.9 en est
une illustration. Le fait qu'on a [0,1] % [1,¢t7!] et [0,1] L ql(p) ~ [t71,1] L ql(p)
signifie qu’on ne peut pas simplifier dans cette derniere isométrie par la forme ql(¢p).
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Néanmoins, on a la simplification de Witt pour certaines formes quadratiques parti-
culieres. Le premier cas de simplification qu’on donnera est di & Knebusch et concerne
les formes quadratiques non singulieres :

D.6.1. Proposition ([121, Prop. 1.2]). — Soient p, ¢’ deux formes quadratiques
de méme dimension (éventuellement singuliéres). Si 1 est une forme quadratique
non singuliére vérifiant o L 1 ~ ¢ 1 1), alors ¢ ~ ¢'.

On a aussi la simplification de Witt pour les formes quadratiques totalement sin-
gulieres nulles :

D.6.2. Proposition ([76, Lem. 2.6]). — Soient ¢ et ¢’ deuz formes quadratiques
non défectives de méme dimension telles que ¢ 1 j x (0) ~ ¢’ L j x (0) pour un
certain entier j > 0. Alors, p ~ ¢'.

Comme il a été prouvé dans [76], les propositions D.6.1 et D.6.2 suffissent pour
avoir la décomposition de Witt de toute forme quadratique :

D.6.3. Théoréme (|76, Prop. 2.4]). — Toute forme quadratique ¢ de dimension
> 1 se décompose de maniére unique comme suit :

pixHLjx(0) L u,

0l @an est une forme quadratique anisotrope et H = [0,0] est le plan hyperbolique.

Le théoréme D.6.3 existait déja dans [19, p. 160], [121, p. 283] dans le cas d’une
forme quadratique ¢ non défective.

D.6.4. Notation-Définition. — On garde les mémes notations que dans le
théoreme précédent.

(1) La forme quadratique @,, s’appelle la partie anisotrope de ¢.

(2) La forme quadratique i x H L @,, s’appelle la partie non défective de . On la
note @nq.

(3) L’entier i (resp. j) s’appelle 'indice de Witt de ¢ et on le note iy (@) (resp.
I'indice de défaut de ¢ et on le note i4()).

(4) L’indice totale de ¢ est entier i + j qu’on note i;(y).

dim ¢
5 -

(5) Une forme quadratique ¢ non singuliere est dit hyperbolique si iy (¢) =

D.6.5. Remarque. — L’indice total d’une forme quadratique (V, ¢) n’est autre que
la dimension d’un sous-espace totalement isotrope maximal de V. (Un sous-espace W
de V est dit totalement isotrope pour ¢ lorsque ¢(w) = 0 pour tout w € W.)
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D.6.B. Cas des formes bilinéaires

D.6.6. Notation. — Pour aj,asz,,b € F, on note (a1 : b : az) la forme bilinéaire
B dont lespace sous-jacent admet une F-base {ej, ez} qui satisfait aux relations :
B(ei,ei) =aqa; et B(Gl,eg) =b.

Comme pour les formes quadratiques, la simplification de Witt n’est pas vraie, en
général, pour les formes bilinéaires. Voici un exemple (voir aussi [22, Cor. 4.4, p. 82]) :

D.6.7. Exemple. — Soit t une variable sur F. Alors, (¢ : 1:0) L (), ~ (0 :1:
0) L{thpet (¢:1:0)%(0:1:0).

Démonstration. — Posons B = (t : 1 : 0) L (t)p, et soit {e, f,g} une F(t)-base de
I’espace sous-jacent a B avec les relations :

La restriction de B & l'espace engendré par {e + g, f} est la forme (0 : 1 : 0). Ainsi,
(t:1:0)0 L () ~(0:1:0) L (a)p pour un certain o € F*. En comparant les
déterminants dans cette derniére isométrie, on trouve que ¢t = o modulo un carré.
De plus, les formes (¢t : 1 : 0) et (0 : 1 : 0) ne peuvent étre isométriques puisque la
premiere représente t alors que la deuxieme représente uniquement 0. O

D.6.8. Définition. — Un plan métabolique est une forme bilinéaire isométrique a
{(a:1:0) pour un certain a € F.

Contrairement au cas du plan hyperbolique H, il peut y avoir plusieurs plans
métaboliques non isométriques.
L’isotropie des formes bilinéaires peut étre vue autrement :

D.6.9. Lemme. — Une forme bilinéaire B est isotrope si et seulement si elle
contient un plan métabolique comme une sous-forme.

D.6.10. Définition. — Une forme bilinéaire B est dite métabolique lorsqu’elle est
isométrique a une somme orthogonale de plans métaboliques.

Voici la décomposition de Witt pour les formes bilinéaires :

D.6.11. Théoréme ([164]). — Soit B une forme bilinéaire de dimension > 1.
Alors, il existe une forme bilinéaire métabolique M et une forme bilinéaire aniso-
trope By, telles que B ~ M 1 Ba,. De plus, la forme Ba, ne dépend que la classe
d’isométrie de B.
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Comme le montre I'exemple D.6.7, la forme métabolique M donnée dans le
théoréme D.6.11 n’est pas toujours unique. Récemment on a donné dans [141, Prop.
5.15] une version raffinée de la décomposition donnée dans le théoréme D.6.11. Mais
on n’en aura pas besoin ici.

D.6.12. Notation-Définition. — Avec les notations du théoreme D.6.11, la forme
Ban est appelée la partie anisotrope de B, et Pentier 4mM

S5 est appelé I'indice de Witt
de B. On le note iy (B).

D.6.13. Remarque. — Comme pour 'indice total d’une forme quadratique, I'indice
de Witt d’une forme bilinéaire (V, B) n’est autre que la dimension d’un sous-espace to-
talement isotrope maximal de V. (Un sous-espace W de V est dit totalement isotrope
pour B lorsque B(w,w") = 0 pour tout w,w’ € W.)

D.7. Anneau de Witt — Groupe de Witt

1. Produits des formes bilinéaires. — Le produit de deux formes bilinéaires
(V,B) et (V',B’) est défini comme étant I'unique forme bilinéaire B ® B’ d’espace
sous-jacent V' ® V' donnée par :

Be B vev,wew') = Bv,w)B (v, w)
pour tout (v, w), (v, w') € V x W.

2. Produit d’une forme quadratique par une forme bilinéaire. — A une
forme bilinéaire (V, B) et une forme non singuliere (W, ¢), on associe une forme qua-
dratique non singuliere B ® ¢ d’espace sous-jacent V ® W donnée par :

B @ p(v@w) = B(v,v)p(w)
pour tout v € V,w € W, et de forme polaire associée B ® B.,.

On vérifie aisément que la premiere opération est commutative et associative, et
que les deux opérations sont distributives par rapport a la somme orthogonale.

D.7.1. Notation. — Soit Bil(F) (resp. Quad(F')) la classe des formes bilinéaires
(resp. la classe des formes quadratiques non singuliéres) & isométrie pres.

D.7.2. Définition. — Deux formes bilinéaires (resp. deux formes quadratiques) B
et B’ sont dites Witt-équivalentes, qu’on note B ~ B’ lorsque B L M ~ B’ 1 M’
pour certaines formes métaboliques (resp. formes hyperboliques) M et M’.

11 est clair que ~ est une relation d’équivalence sur Bil(F) et Quad(F’). On note
W (F') (resp. Wy(F)) I'ensemble quotient Bil(F')/ ~ (resp. Quad(F')/ ~).

L’ensemble W (F') (resp. W,(F')) est un anneau pour 1’addition et la multiplication
induites par la somme orthogonale et le produit des formes bilinéaires. De méme,
W,(F') est un groupe pour 'addition induite par la somme orthogonale des formes
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quadratiques non singulieres. On a bien que tout élément de W (F) (et W, (F')) est
son propre opposé.

D.7.3. Définition. — On appelle W (F) (resp. W, (F')) Panneau de Witt de F' (resp.
le groupe de Witt de F).

D.7.4. Remarque. — Par unicité de la partie anisotrope, la condition B ~ B’
implique que Bay, ~ B}, . Ainsi, chaque élément de W (F') (resp. W, (F')) est représenté
par une unique forme anisotrope.

11 est clair que la donnée d’une extension de corps K/F induit un homomorphisme
d’anneaux (resp. de groupes) W (F) — W(K) (resp. W (F) — Wy(K)) donné par
extension des scalaires. Bien sir, en général, cet homomorphisme n’est pas injectif.
On reviendra dans la section D.18 pour étudier les noyaux de ces homomorphismes
pour certains corps K.

Le produit des formes quadratiques non singulieres par les formes bilinéaires rend
W, (F) un W (F)-module. Ceci va nous permettra de définir la notion des formes
quadratiques de Pfister (cf. Section D.11).

On note IF Iidéal fondamental de W (F') formé des formes bilinéaires de dimension
paire. Pour tout entier n > 0, on pose I"F = (IF)" (avec I°F = W (F)). Ainsi, on a
une filtration de I'anneau W (F') donnée par : W(F) = [°F D IF D I*F - - -.

En utilisant la structure de W (F')-module de W, (F'), on obtient aussi une filtration
de W,(F) : Wy(F) = T'W,(F) D I’W,(F) D BWy(F)---; ou I"W,(F)=I""'F®
W, (F') pour tout n > 1.

En évoquant ces deux filtrations, on donne l’analogue du Hauptsatz d’Arason et
Pfister, et une généralisation d’un résultat récent de Karpenko :

D.7.5. Théoréme. — Soient n > 1 un entier, B une forme bilinéaire (resp. une
forme quadratique) appartenant & I"F (resp. I"Wy(F)). On a :

(1) Si B est anisotrope, alors dim B > 2™.

(2) Sidim B < 2"+ alors dim B € {2"*! — 21 |1 <i<n+1}.

Rappelons que 1'assertion (1) de ce théoréme a été prouvée dans [21] dans le cas
des formes quadratiques, puis elle a été étendue récemment aux formes bilinéaires
dans [141, Lem. 4.8]. L’assertion (2) est faite dans [141, Prop. 5.7, Rem. 5.8].

D.8. Relation de sous-forme entre les formes quadratiques

La relation de sous-forme(® entre les formes quadratiques est définie comme suit :

(2 Dans [76], [77], [134]-[143], on utilise la terminologie « relation de domination » au lieu de « re-
lation de sous-forme ».
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D.8.1. Définition. — Soient (V, ) et (W, 1)) deux formes quadratiques. On dit que
i est une sous-forme de v, qu’on note ¢ < 1, s’il existe une application F-linéaire
injective o : V' — W telle que : p(v) =9 (o(v)) pour tout v € V.

En caractéristique # 2 dans le cas des formes quadratiques de radical nul, la relation
de facteur direct (définie dans le paragraphe D.2) coincide avec la relation de sous-
forme. Par contre, en caractéristique 2, la relation de facteur direct n’est qu’un cas
particulier de la relation de sous-forme. Ceci est di a la présence de la partie quasi-
linéaire. La proposition suivante clarifie ce commentaire :

D.8.2. Proposition ([76, Lem. 3.1]). — Soient ¢ et ¢ deux formes quadratiques.
Alors, on a équivalence entre :

(1) ¢ <.
(2) Il existe des formes quadratiques non singuliéres @, et i)', des entiers s’ < s <
s’ e F (1<i<s")etdjeF (1<j<s")tels que :

p~=p. L{e,...,cq),
Yooy Ly Ller,di] Lo L ey, dy] L {coiq,- .. con).

Voici quelques remarques :

D.8.3. Remarques

(1) Comme il a été mentioné dans [76, Rem. 3.2], la forme ¢, intervenant dans la
proposition D.8.2 peut étre n’importe quelle forme non singuliere vérifiant p ~ ¢, L
al(e)-

(2) Si (¢ est non singuliere) ou (¢ et ¥ sont toutes deux totalement singulieres),
alors la condition ¢ < v équivaut a ¢ C 1.

D.8.4. Définition. — Une forme quadratique non singuliere v est dite complément
non singulier d’une forme quadratique totalement singuliere ¢ si ¢ < ¢ et dimy =
2dim ¢.

La notion de complément non singulier joue un réle important. On I'utilisera pour
définir la forme complémentaire d’une forme voisine de Pfister.

D.8.5. Lemme. — Si 1 est un complément non singulier de v, alors ¢ L 1 ~ .
Démonstration. — On utilise I'isométrie [a,b] L (a) ~ H L (a) pour tout a,b €
F. O

Le lemme suivant, dit lemme de complétion, permet d’étendre une isométrie entre
deux formes quadratiques singuliéres en une autre entre deux formes quadratiques
qui les contiennent comme sous-forme :
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D.8.6. Lemme ([76, Cor. 3.10]). — Soient ¢ et ¢ deuzx formes quadratiques non
singulieres et o, T deux formes quadratiques totalement singulieres telles que ¢ 1 o L
T~ Lo L7 Sipestun complément non singulier de o, alors il existe p' un autre
complément non singulier de o tel que p L p L1~ Lp L.

L’exemple suivant montre que la forme quadratique p’ intervenant dans le lemme
D.8.6 n’est pas toujours isométrique a p :

D.8.7. Ezemple. — Soit t une variable sur F'. Pour les formes ¢ = [1,t71], ¢ = H
et o = (t71), on a les isométries

plo~y Lo,
o L[1,t7 )~y LH,
mais [1,#7!] et H sont deux compléments non singuliers de (t~1) non isométriques.

Comme expliqué dans [77], le lemme de complétion permet d’obtenir le corollaire
suivant qui joue un role important dans la preuve du théoreme D.12.1 :

D.8.8. Corollaire. — Soient ¢ et ¥ deux formes quadratiques non singulieres et o
une forme quadratique totalement singuliére telles que

v lo~(dimo)xH Ly Lo
Alors, v L o < .

D.9. Formes bilinéaires - Formes totalement singuliéres

Dans cette section, on va donner quelques liens qui existent entre les formes bi-
linéaires et les formes quadratiques totalement singulieres.

D.9.1. Définition. — Soit (V, B) une forme bilinéaire. On désigne par (V, B) la
forme quadratique donnée par :

B(v) = B(v,v) pour tout v e V.
C’est une forme quadratique totalement singuliere ne dépendant que de la classe

d’isométrie de B. On l'appelle la forme quadratique associée a B.

Le lemme suivant donne une autre caractérisation de la forme quadratique intro-
duite dans la définition précédente :

D.9.2. Lemme. — Soit (V,B) une forme bilinéaire. Une forme quadratique to-
talement singuliere ¢ est isométrique a B si et seulement si dim B = dimp et
Dp(B) = Dp(y).

Démonstration. — Par la proposition D.9.7 (2), on sait que deux formes quadra-

tiques totalement singulieres sont isométriques si et seulement si elles sont de méme
dimension et représentent les mémes scalaires de F'*. O
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D.9.3. Remarque

(1) La correspondance B — B est compatible avec la somme orthogonale et la
multiplication par des scalaires non nuls.

(2) Les formes B et B sont simultanément isotropes ou anisotropes.

Le lemme suivant complete la remarque D.9.3 (2) dans le cas de la métabolicité
de B :

D.9.4. Lemme. — Si (V,B) est une forme bilinéaire métabolique, alors iq(B) >
dim B

11;1 3
Démonstration. — Puisque B est métabolique, il existe W un sous-espace de V to-
talement isotrope pour B de dimension dirgv. En particulier, B(W) = 0. Ainsi,
dim By, < dimV — dim W = 92V cest-a-dire, iq(B) > 922, 0O

La réciproque du lemme D.9.4 n’est pas toujours vraie comme le montre ’exemple
qui suit :

D.9.5. Exemple. — Soient ¢ une variable sur F', B=(1:1:0) L (1:0:¢). La
forme B n’est pas métabolique puisque Ba, >~ (1 : 0 : ) (Théoréme D.6.11), mais
B ~(1,0,1,t) ~(0,0,1,t) a pour indice de défaut 2 > %.

En vertu du lemme D.9.4, on propose une définition de I’analogue de I’hyperbolicité
pour les formes totalement singulieres :

D.9.6. Définition. — Une forme quadratique totalement singuliere ¢ est dite
quasi-hyperbolique si dim ¢ est paire et i4(p) > ilf;w.

Cette notion de quasi-hyperbolicité est invariante par extension des scalaires. On
la introduite auparavant dans [137] et [139] dans une version un peu restrictive.
On verra qu’avec la notion de quasi-hyperbolicité, on peut retrouver I'analogue de
certains théoréemes qui n’étaient connus que dans le cas des formes quadratiques non
singulieres, & savoir le théoreme de norme (cf. Théoreme D.15.1) et le théoreme de la
sous-forme (cf. Proposition D.10.5).

Un autre cadre ou les formes bilinéaires et les formes totalement singulieres se
rapprochent est leurs classifications.

D.9.A. Cas des formes totalement singuliéres. — Les formes totalement sin-
gulieres se classifient par I'intermidiaire des F2-espaces vectoriels de dimension fi-
nie contenus dans F. Pour cela, on va se servir du fait que pour une telle forme

¢ =~ {(a1,...,as), le F?-sous-espace vectoriel de F engendré par {ai,...,as} n'est
autre que Dp(p) U {0}. De plus, si {ai,,...,a; } est une F2-base de Dr(yp) U {0},
alors wan >~ (a;,, - .. ,a;,). Ceci conduit au résultat suivant.

D.9.7. Proposition ([76, Prop. 8.1])
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(1) On a la correspondance biunivoque suivante :

{Formes totalement sz'nguliéres,} . {FQ—sous—espaces de F} « N

a isométrie pres de dimension finie

© —  (V,dimp — dimp2 V) pour V= Dgr(p)U {0}

(a1,...,an) L m x{0) —  (V,m) pour une F?-base {ay,...,a,} de V

(2) ¢ ~ {a1,...,a,) C =~ (b1,...,by) si et seulement si m > n et le F*-sous-
espace vectoriel de F engendré par {ai,...,a,} est contenu dans le F?-sous-
espace vectoriel de F engendré par {b1,...,bn} si et seulement si m > n et
Dp(e) U{0} € Dr(v) U{0}.

(3) Pour toute forme quadratique totalement singuliére o ~ (a1, ...ay) et pour toute
extension K/F, il existe (éventuellement aprés ré-indexation) 0 < m < n tel

que (@K)an = <a17 .. -;am>K-

D.9.B. Cas des formes bilinéaires. — Une classification des formes bilinéaires
a été donnée auparavant par Milnor [163]. Pour décrire celle-ci on donne quelques
préliminaires.

Soit § : F — F? l’application donnée par : a — a2. C’est une forme quadratique
sur F, vu comme F2-espace vectoriel. Soit ¢ l'injection de F' dans C(), l’algebre de
Clifford de 6. Comme il a été remarqué par Milnor, C'(6) est un anneau local (com-
mutatif) d’idéal maximal M = {z € C() | 22 = 0}, et que C(#)/M est isomorphe
aF.

D.9.8. Définition. — Un élément de C(0) est dit décomposable s'il s’écrit sous la
forme c(f1) - c(fx) pour certains scalaires f1,---, fx € F.

Voici la classification des formes bilinéaires :

D.9.9. Théoréme ([163, Th. 1]). — Le groupe additif W(F) est isomorphe au
groupe multiplicatif des éléments décomposables du quotient C(0)*/F*2, ou C(0)* est
le groupe des unités de C(0).

L’ingrédient essentiel pour la preuve de ce théoreme est la notion de déterminant
de Clifford introduite par Milnor, dont voici une description :

Soient B une forme bilinéaire sur F et {e1,---,e,} une F-base de son espace
sous-jacent. Pour 1 < 4,5 < n, posons «; ; = B(e;,e;). La matrice (c(a;;)) est a
coefficients dans C'(0) et dont le déterminant s’appelle le déterminant de Clifford de
B. C’est un élément de la composante paire ou impaire de C(f) suivant que I’entier
n est pair ou impair.

Comme a été prouvé dans [163, Lem. 2], le déterminant de Clifford de B est
une unité décomposable de C(6) et unique modulo F*?. On note A(B) linvariant
det((c(wvi;))) - F** € C(0)*/F*2. On a alors un homomorphisme A : W(F) —
C(0)*/F*? donné par : B — A(B).
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11 a été prouvé dans [163, Lem. 3] qu’une forme bilinéaire anisotrope B est uni-
quement déterminée par Uinvariant A(B). Cela permet d’obtenir le théoréme D.9.9.

Voici une autre classification des formes bilinéaires qui se rapproche beaucoup plus
a la proposition D.9.7 :

D.9.10. Théoréme ([163, Th. 3]). — Une forme bilinéaire B est déterminée, a
isométrie prés, par sa partie anisotrope Ban, le F?-espace vectoriel Dp(B) U {0},
et dim B qui vaut 2 dim(E)an — dim B, + 2h, ot h est le mazimal de copies du plan
métabolique (0 :1:0) qui apparait dans la décomposition de Witt de B.

D.10. Corps de fonctions - Théorémes de sous-forme

Soit ¢ =17, [as,b;] L {c1,...,cs) une forme quadratique non nulle de dimension
> 1.

Le polynéme P = Z;Zl (a;x? +xiyi+biyz-2)+z;=1 ;2% est réductible si et seulement
si (pna est de type (0,1)) ou (pnq est de type (1,0) et est isométrique & H) [155].
Il est absolument irréductible si et seulement si ¢ est de type (r,s) avec r > 1 et
dim png > 3 [2].

D.10.1. Définition. — Lorsque P est irréductible, le corps de fonctions de ¢,
qu’on note F(p), est défini comme étant le corps de fonctions de la quadrique affine
d’équation ¢ = 0. Si P est réductible ou ¢ est nulle, on pose F(p) = F.

D.10.2. Définition. — Le corps de fonctions d’une forme bilinéaire B est défini

comme étant le corps F(B).

En caractéristique # 2, I'extension donnée par le corps de fonctions d’une forme
quadratique est transcendante pure sur le corps de base si et seulement si la forme
quadratique est isotrope. En caractéristique 2, la situation est assez différente comme
le précise le lemme qui suit :

D.10.3. Lemme. — Pour une forme quadratique @, on a :
(1) L’extension F(p)/F est transcendante pure si et seulement si pnq est isotrope.

(2) Si est défective, disons ¢ ~ pnq L m x (0), alors F(p)/F(pna) est transcen-
dante pure de degré de transcendance m.

Un résultat fondamental en théorie des corps de fonctions en caractéristique 2 est
I’analogue du théoreme de la sous-forme de Cassels-Pfister :

D.10.4. Théoréme (|76, Th. 4.2, [134, Prop. 3.4]). — Soient ¢, ¢ deux formes
quadratiques avec @ anisotrope et 1 non défective. Si ¢ devient hyperbolique sur F (1),
alors ay < ¢ pour tout o € Dp(p)Dp(v). En particulier, dim¢y < dim ¢.
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Le théoréme D.10.4 s’étend au cas des formes totalement singulieres (Proposition
D.10.5) et des formes bilinéaires (Proposition D.10.6), et plus généralement au cas
des formes singulieres pas totalement singulieres (Proposition D.15.6) :

D.10.5. Proposition ([137, Th. 1.3], [67]). — Soient ¢ et ¢ deux formes quadra-
tiques totalement singuliéres telles que ¢ soit anisotrope et devienne quasi-hyperbolique
sur F (). Alors, athan C @ pour tout o € Dp () Dp ().

D.10.6. Proposition ([138, Prop. 1.1]). — Soient B une forme bilinéaire aniso-
trope et ¢ une forme quadratique anisotrope telles que B devienne métabolique sur
F(y). Alors :

(1) @ est totalement singuliére.
(2) Pour tout o € Dp(p)Dp(B), il existe B’ une sous-forme de aB qui est associée
a . En particulier, dim ¢ < dim B.

Démonstration. — Soit o = uv avec u € Dp(p) et v € Dp(B) = Dp(B). La
métabolicité de Bp(,) implique que ¢ est totalement singuliere [134], et que B Fle)
est quasi-hyperbolique (Lemme D.9.4). Par la proposition D.10.5, on a up C vB.
Ainsi, Dp(p) C aDp(B) = aDp(B). Posons ¢ = (a4, ..., ay), et soit z; les vecteurs
de lespace V sous-jacent & B tels que B(z;,x;) = a~ta;. Ces vecteurs x; sont F-
linéairement indépendants puisque les scalaires a; sont F2-linéairement indépendants
vue que ¢ est anisotrope. Soit W le sous-espace de V engendré par x;, et B’ la res-
triction de aB & W. Par I’anisotropie de B, il existe B” une forme bilinéaire telle que
aB ~ B’ 1 B”. 1l est clair que Dr(B’) = Dr(¢) et dim B’ = dim ¢, ce qui donne le
résultat. [

D.11. Les formes de Pfister et leurs voisines

D.11.A. Formes de Pfister. — Une importante classe de formes bilinéaires et
quadratiques est celle des formes voisines de Pfister. C’est les formes bilinéaires de
Pfister qui vont générer leurs analogues quadratiques. D’une part, on va se servir de
la structure de W (F')-module de W, (F') pour définir les formes (non singuliéres) de
Pfister, et d’autre part on va utiliser le lien mentioné dans la section D.9 entre les
formes bilinéaires et les formes totalement singulieres pour définir les formes de Pfister
pour ces dernieres. Entre autres, on va introduire les voisines de ces différentes formes
de Pfister, et on donnera des propriétés, des caractérisations et des classifications pour
les formes quadratiques voisines de Pfister.

D.11.1. Définition. — Soit n > 1 un entier.

(1) Une n-forme bilinéaire de Pfister est une forme isométrique & (1,a1)p ® -+ ®
(1, an)p pour certains a; € F*.

(2) Une quasi n-forme de Pfister est une forme totalement singuliére associée & une
n-forme bilinéaire de Pfister.
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(3) Une (n+1)-forme de Pfister est une forme isométrique & B®|[1, a] pour certains
a € F et B une n-forme bilinéaire de Pfister. Une 1-forme de Pfister est une forme de
type [1, a] pour a € F.

D.11.2. Notation. — Pour ay,--- ,a, € F* et b € F, on note par :

(1) {a1,--+ ,an)p la n-forme bilinéaire de Pfister (1,a1), ® -+ ® (1, an)p-

(2) (a1, ,an)) la quasi-forme de Pfister donnée par (a1, -, an)p.

(3) (a1, -+ ,an,b] la (n+ 1)-forme de Pfister (a1, ,an)p ® [1,0].

(4) P,F (resp. GP,F) 'ensemble des formes quadratiques isométriques (resp. sem-
blables) & des n-formes de Pfister.

Les deux propositions qui vont suivre donnent deux propriétés importantes des
formes de Pfister. En ce qui concerne les formes bilinéaires de Pfister, on a :

D.11.3. Proposition. — Soit B une forme bilinéaire de Pfister. Alors :
(1) [22, Th. 2.8, p. 97]: B est multiplicative, c’est-a-dire, « € Dp(B) si et seule-
ment st B ~ aB.
(2) [138, Prop. 3.3]: B est isotrope si et seulement si elle est métabolique.

De facon analogue pour les formes de Pfister et les quasi-formes de Pfister, on a :

D.11.}4. Proposition. — Soit ¢ une forme de Pfister (resp. une quasi-forme de
Pfister). Alors :

(1) [22, Th. 2.4, p. 95] ; resp. [76, Section 8] : Pour tout & € Dp(p), on a ¢ ~ ap.
(2) [22, Cor. 3.2, p. 105] ; resp. [76, Section 8]: ¢ est isotrope si et seulement si
elle est hyperbolique (resp. quasi-hyperbolique).

Une caractérisation des formes de Pfister est qu’une forme bilinéaire anisotrope
(resp. une forme non singuliere anisotrope) est semblable & une forme de Pfister si
et seulement si elle est métabolique (resp. hyperbolique) sur son propre corps de
fonctions (Corollaire D.14.6, resp. Théoréeme D.13.9). On a le méme résultat pour
les quasi-formes de Pfister en utilisant la notion de quasi-hyperbolicité ([137, Cor.
1.8]). Pour ces dernitres, on a une autre caractérisation basée sur la propriété de
multiplicativité :

D.11.5. Proposition ([76, Prop. 8.5]). — Soit ¢ une forme quadratique totale-
ment singuliére anisotrope. Alors, ¢ est isométrique a une quasi-forme de Pfister si
et seulement si ¢ >~ ap pour tout a € Dp(p).

D.11.B. Voisines de Pfister : Définitions, propriétés et classifications
D.11.6. Définition. — Une forme quadratique ¢ est dite une voisine de Pfister
(resp. une quasi-voisine de Pfister) s’il existe une forme de Pfister (resp. une quasi-
forme de Pfister) 7 telle que 2dim ¢ > dim 7 et ap < 7 pour un certain « € F*.
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Dans [138] on a introduit la notion de forme bilinéaire voisine de Pfister. Sa for-

mulation differe 1égement de ce qui est donné dans la définition D.11.6, et est motivée
par le théoréme de sous-forme pour les formes bilinéaires (Théoreme D.10.6) :

D.11.7. Définition. — Une forme bilinéaire B est dite voisine d’une forme bi-
linéaire de Pfister m si 2dim B > dim7 et s’il existe une forme bilinéaire C' telle

que :

B~CetaCCrm pour un certain o € F'*.

Comme en caractéristique # 2, voici quelques propriétés classiques des formes qua-

dratiques voisines et quasi-voisines de Pfister :

D.11.8. Proposition ([134, Prop. 3.1], [136, Cor. 2.5], [76, Section 8])
Soit ¢ une forme quadratique anisotrope. Alors on a les assertions suivantes :

Si @ est une voisine de Pfister, alors elle n’est pas totalement singuliére.

Si o est voisine ou quasi-voisine de T, alors w est unique a isométrie pres.

Si p est voisine ou quasi-voisine de m, alors pour toute extension K/F, ok est
isotrope si et seulement si mx est isotrope. En particulier, les formes mp(,) et
PF(x) Sont isotropes.

@ est une voisine ou une quasi-voisine de w si et seulement si 2dim ¢ > dim 7
et Tp(y) est isotrope.

En ce qui concerne les classifications, on donne celle des formes voisines de Pfister

de dimension au plus 8 :

D.11.9. Proposition ([134, Prop. 3.2]). — Soit ¢ une forme quadratique anisotro-
pe telle que 2 < dimp < 8. On a :

(1)

(5)
(6)

Si dim g < 3, alors ¢ est une voisine de Pfister si et seulement si ¢ n’est pas
totalement singuliére.

Si dim ¢ = 4, alors ¢ est une voisine de Pfister si et seulement si ¢ € GPyF.
Si dimy = 5, alors ¢ est une voisine de Pfister si et seulement si ¢ est de
type (2,1) et ind Co(p) < 2; ou bien ¢ ~ a[l,x] L (b,c,d) et lalgébre [x,a) est
déployée sur F(Vbd, Ved).

Si dimy = 6, alors ¢ est une voisine de Pfister si et seulement si ¢ est non
singuliére et hyperbolique sur F[z]/(x® +x +§) avec A(p) = + p(F) ; ou bien
e~ L {(a,b) avec ¥ non singuliére et hyperbolique sur F(vab).

Si dimp = 7, alors ¢ est une voisine de Pfister si et seulement si @ est de type
(3,1) et lalgébre Cy(p) est déployée.

Si dim p = 8, alors ¢ est une voisine de Pfister si et seulement si ¢ € GP3F'.

On a aussi une classification des quasi-voisines de Pfister jusqu’a dimension 7 :

D.11.10. Proposition ([76, Prop. 8.12]). — Soit ¢ une forme quadratique totale-
ment singuliére anisotrope. On a :

(1)

Si dim p < 3, alors ¢ est une quasi-voisine de Pfister.
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(2) Sidime = 2", alors ¢ est une quasi-voisine de Pfister si et seulement si ¢ est
semblable a une quasi-forme de Pfister.

(3) Sidimp =5, alors ¢ est une quasi-voisine de Pfister si et seulement si il existe
a,b,c € F* tels que ¢ soit semblable a (1,a,b,ab,c).

(4) Sidimp =6, alors ¢ est une quasi-voisine de Pfister si et seulement si il existe
a,b,c € F* tels que ¢ soit semblable & (1,a,b,ab,c, ac).

(5) Sidimp =7, alors ¢ est une quasi-voisine de Pfister si et seulement si il existe
a,b,c € F* tels que ¢ soit semblable a (a,b,c,ab, ac, be, abce).

La classification donnée dans la proposition D.11.10 est parallele a celle des formes
quadratiques voisines de Pfister donnée par Knebusch en caractéristique # 2 [123,
p. 10-11].

Maintenant on revient au cas des formes bilinéaires voisines pour donner quelques
unes de leurs propriétés :

D.11.11. Proposition ([138, Prop. 5.2, Prop. 5.3])

(1) Soit B" une forme bilinéaire voisine d’une forme bilinéaire de Pfister B. Alors :
(i) Pour toute extension K/F, les formes By et B} sont simultanément
isotropes ou anisotropes. En particulier, Bp(p:y et B;,(B) sont isotropes.
(ii) Si B’ est anisotrope et est voisine d’une autre forme bilinéaire de Pfister
C, alors B~C.

(2) Si B et B’ sont deux formes bilinéaires anisotropes avec B une forme bilinéaire
de Pfister, alors B’ est voisine de B si et seulement si B devient isotrope sur

F(B’) et 2dim B’ > dim B.

On a démontré cette proposition comme pour le cas des formes quadratiques voi-
sines (quasi-voisines) de Pfister en utilisant la proposition D.10.6 et le fait qu’'une
forme bilinéaire de Pfister isotrope est métabolique (Proposition D.11.3).

En général, une forme bilinéaire peut étre voisine de plusieurs formes bilinéaires
de Pfister (cf. Exemple D.11.12), ce qui n’est pas le cas pour les formes quadratiques
voisines (quasi-voisines) de Pfister.

D.11.12. Exemple. — Soient x,y des variables sur F, 1 = {x,y)p, m2 = {z, T +
yWp et B = (1, z,x + y,xy)p. Alors, sur le corps F(x,y) les formes 71,72 et B sont
anisotropes, B est voisine de w1 et mo mais m; % mo.

Démonstration. — Posons K = F(x,y). Puisque 1 ~ B ~ T et m; est anisotrope,
les formes 5 et B sont aussi anisotropes. De plus, (71) k() et (72) k() sont isotropes.
Par la proposition D.11.11 (2), B est voisine de 71 et 3. On a my L g ~ (y,zy,x +
y,z(xz + y))p. Par la quatrieme relation d’isométrie du lemme D.3.10, on voit bien
que la forme quadratique ((z,y)) est associée a (y,zy, = + y, z(z + y))p. Ainsi, cette
derniere forme ne peut étre isotrope, et donc 7y ne peut étre isométrique a . O
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Dans [141] on a continué 'étude des formes bilinéaires voisines qui a été entamée
dans [138]. Parmi les résultats qu’on a démontré dans [141] on peut citer la proposi-
tion suivante qui montre que les formes bilinéaires voisines se correspondent mutuel-
lement avec les formes quasi-voisines, et qu'une forme bilinéaire anisotrope devient
une voisine de Pfister apres extension des scalaires & un corps convenable :

D.11.13. Proposition ([141, Prop. 3.8, Prop. 3.13])

(1) Une forme bilinéaire anisotrope B est une voisine de Pfister si et seulement si
B est une quasi-voisine de Pfister.

(2) Si B est une forme bilinéaire anisotrope, alors il existe une extension K/F telle
que By soit une voisine de Pfister anisotrope.

On reviendra dans la section D.14 pour discuter quelques caractérisations des
formes bilinéaires (resp. quadratiques) voisines utilisant le déploiement sur leur
propres corps de fonctions. De plus, on va voir que la théorie de déploiement standard
suffit pour caractériser completement les quasi-voisines de Pfister (Théoréme D.17.10

(3))-

D.11.C. Le complémentaire d’une forme quadratique voisine de Pfister.
— Fixons ¢ = ¢, L ql(¢) une forme quadratique anisotrope voisine d’une forme de
Pfister 7. Soit a € F* tel que ¢ < am.

Par la proposition D.11.8 on a dim ¢, > 0, et par la proposition D.8.2 il existe 1
une forme non singuliére et o un complément non singulier de ql(y) tels que :

(D.11.1) ar ~ . Ly 1o

On a la proposition suivante :

D.11.14. Proposition. — Avec les mémes notations que dans (D.11.1), on a :

(1) La forme quadratique ¥ L ql(p) ne dépend que de la classe d’isométrie de .

(2) Yr) ~ (¥ Ldlp)r)-
(3) dimp + dim(¢ L ql(¢)) = dim .

Démonstration

(1) Soient ¢’ une forme non singuliére, ¢’ un autre complément non singulier de
ql(p) et b € F* tels que br ~ ¢, L ' L ¢’. Alors, par multiplicativité, on
obtient ¢, L ¢ L o ~ ¢, L L o', et par la simplification de Witt (proposition
D.6.1), on déduit ¢ 1 o ~ 4’ L ¢’. Puisque o L ql(¢) ~ ql(p) ~ o’ L gl(¢), on
utilise de nouveau la simplification de Witt pour avoir ¢ L ql(y) =~ ¢’ L ql(¢).

(2) l,%ésulte de I'équivalence o L ql(¢) ~ ql(¢) et de 'hyperbolicité de mp ().

(3) Evident.
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D.11.15. Définition

(1) Avec les mémes notations que dans (D.11.1), la forme ¢ L ql(y) s’appelle la
forme complémentaire de .

(2) La codimension d’une forme quadratique voisine est la dimension de sa forme
complémentaire.

Dans le cas d’'une forme quadratique voisine ¢ non singuliére, on retrouve la
définition de Knebusch de la forme complémentaire d’une forme voisine en carac-
téristique # 2.

D.12. Isotropie sur les corps de fonctions des quadriques

D.12.A. Le théoréme de Hoffmann et un autre théoreme d’Izhboldin. —
Le probleme d’isotropie sur les corps de fonctions des quadriques consiste a donner
des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une forme quadratique anisotrope
donnée devienne isotrope sur le corps de fonctions d’une autre. Avec le lemme D.10.3,
il suffit de considérer les corps de fonctions des formes quadratiques anisotropes.

Un résultat fondamental prouvé ces dernieres années sur ce probleme est le
théoreme de Hoffmann , connu sous le nom « théoreme des dimensions séparées par
une puissance de 2 » [68, Main Theorem]. Ce théoréme a permis beaucoup d’appli-
cations, et a motivé d’autres problemes comme I’étude de 1’équivalence birationnelle
stable entre les quadriques.

Récemment, en collaboration avec Hoffmann, nous avons donné une généralisation
complete de son théoreme a la caractéristique 2 :

D.12.1. Théoréme (|77, Th. 1.1]). — Soient ¢ et ¥ deuz formes quadratiques a-
nisotropes (éventuellement singulieres) telles que dim p < 2™ < dim ¢ pour un certain
n > 1. Alors, ©r(yp) est anisotrope.

Une premiere généralisation du théoreme de Hoffmann a la caractéristique 2 a été
donnée en collaboration avec Mammone lorsque dim ¢ + dimqgl(¢) < 2™ < dimy
[142].

La preuve du théoreme D.12.1 est fondée sur I'idée utilisée par Hoffmann en ca-
ractéristique # 2 qui consiste a rendre une forme quadratique anisotrope de dimension
< 2" un facteur direct d’une (n + 1)-forme de Pfister aprés extension des scalaires &
une extension convenable du corps de base. En caractéristique 2, on a généralisé cette
idée en I’étendant aussi au cas d’une forme de dimension 2" + 1 comme suit :

D.12.2. Proposition ([77, Prop. 3.1]). — Soient n > 1 un entier et ¢ une forme
quadratique anisotrope telle que :

(A) dimp <27, ou

(B) dimgp =2"+1 et p nlest pas totalement singuliére.
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Alors, il existe une extension K/F et une forme m € P41 K anisotrope telles que :

(1) ¢x <,
(2) Toute forme quadratique anisotrope sur F reste anisotrope sur K(m) dans le cas

(A).

D’autre part, on a montré que dans le cas (B), on peut choisir I'extension
K(p)/F(p) unirationnelle, c’est-a-dire, K(¢) est contenu dans une extension trans-
cendante pure de F(p). Cette idée est due a Izhboldin en caractéristique # 2, et lui
a permis de prouver un théoreme général sur ’équivalence birationnelle stable entre
deux quadriques, dont la généralisation a la caractéristique 2 est la suivante :

D.12.3. Théoréme. — Soient ¢ et ¥ deuzr formes quadratiques anisotropes telles
que dimp = 2" + 1 et dimv > 2". Si pp(y) est isotrope, alors Yy, est isotrope, et
¥ est totalement singuliére (resp. n’est pas totalement singuliére) si ¢ est totalement
singuliere (resp. si @ n'est pas totalement singuliére).

Ce théoréme a été prouvé dans [77, Th. 1.3] lorsque ¢ n’est pas totalement sin-
guliére, puis il a été récemment complété par Totaro lorsque ¢ est totalement singuliere
[210].

Rappelons que dans [134] et récemment dans [53], le probleme d’isotropie d’une
forme quadratique ¢ anisotrope sur le corps de fonctions d’une autre forme v a été
étudié dans les cas suivants pour certaines formes v :

(1) (¢ est de dimension 7) ou (¢ € I?W,(F) de dimension 8), et C(y) est Brauer-
équivalente a une algebre de quaternions.

(2) ¢ est de type (3,0) isotrope sur F([1, A(p)]), ou ¢ ~ 7 L ¢(1,d) pour certains
c,de F et 7€ GRF.

(3) ¢ est une forme d’Albert, c’est-a-dire, dimp = 6 et A(p) = 0.

(4) ¢ est de dimension 5 et de type (2,1).

(5) ¢ est de dimension 4 et de type (2,0) ou (1, 2).

(6) ¢ est de dimension < 3.

On renvoie & [134] et [53] pour les détails des énoncés, et les preuves qui utilisent
parfois des techniques plus subtiles que celles utilisées en caractéristique # 2 pour
traiter les cas similaires.

Toujours dans le cadre du probleme d’isotropie, on donne un résultat général
concernant l’isotropie des formes quadratiques totalement singuliéres sur les corps
de fonctions :

D.12.4. Proposition ([134, Cor. 3.3]). — Si ¢ est une forme quadratique totale-
ment singuliere anisotrope et ¥ une forme quadratique qui n’est pas totalement sin-
guliére, alors ¢ est anisotrope sur F ().

Le corollaire suivant est immédiat en utilisant 'unicité de la partie quasi-linéaire :
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D.12.5. Corollaire. — Soient ¢ et ¥ deux formes quadratiques telles que ¢ soit
anisotrope et ¢ ne soit pas totalement singuliere. Alors, ql(p)p(y) est anisotrope et
coincide avec la partie quasi-linéaire de (Qpy))an- En particulier, si ¢ est de type
(r,5), alors (Pp(y))an est de type (', s) pour un certain v’ <r.

En termes d’indice de Witt et d’indice total, le corollaire D.12.5 se traduit comme
suit :

D.12.6. Corollaire. — Soient ¢ et ¢ deux formes quadratiques avec ¢ anisotrope.

(1) Si ¢ et ¥ ne sont pas totalement singulieres et opy) est isotrope, alors
it(pry)) = iw(pr@)) = 1.

) iw(@r@p)) st nest pas totalement singuliére

Zt((pF(ga)) =

(2) ) :
ia(Prp))  sinon.
D.12.B. Formes quadratiques & déploiement maximal. — (cf. exercice 5.8.4).
Le théoreme D.12.1 a quelques conséquences importantes. La premiere concerne
les formes voisines de Pfister :

D.12.7. Proposition. — Soient ¢ une forme quadratique anisotrope voisine de
Pfister, et p sa forme complémentaire. Alors, (Pp(e))an = PF(p)-

Démonstration. — Supposons que ¢ soit voisine d’'une n-forme de Pfister. Soit p la
forme complémentaire de . On sait par la proposition D.11.14 que dim ¢+dim p = 2™
et Yp(p) ~ PF(p)- Puisque 2dim ¢ > dim 7, on obtient dim p < 2"~ < dim ¢. Par le
théoreme D.12.1, pp(,) est anisotrope. Ainsi, (0r(y))an = PF(p)- O

La deuxiéme conséquence concerne l'indice total d’une forme quadratique apres
extension des scalaires a son propre corps de fonctions :

D.12.8. Proposition. — Soit ¢ une forme quadratique anisotrope de dimension
2" +m avec 0 <m < 2". Alors, iy(op(p)) < m.

Démonstration. — Soit V l'espace sous-jacent a ¢. Posons i = it(¢p(,)) > 1. On
choisit W un sous-espace de V ®@p F(p) totalement isotrope de dimension i, et W’
un sous-espace de V de dimension dim¢ — ¢ + 1. Par raison de dimension, on a
Wn (W ep F(p)) # {0}. Cela veut dire que la restriction ¢’ de ¢ & W’ devient
isotrope sur F(p). Par le théoréme D.12.1, on a dim ¢’ > 2", c’est-a-dire, ¢ < m. O

D.12.9. Définition. — Une forme quadratique ¢ anisotrope de dimension 2" + m,
avec 0 < m < 2", est dite a déploiement maximal si i;(0p(y,)) = m.

Le lemme qui suit donne des définitions équivalentes a la notion de déploiement
maximal.
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D.12.10. Lemme. — Soit ¢ une forme quadratique anisotrope de dimension 2™ +m
avec 0 < m < 2". Notons (r,s) le type de ¢ et (r',s") le type de (Pp(y))an- Alors, on
a équivalence entre :

(1) ¢ est a déploiement mazimal.
. 2" —m st @ n'est pas totalement singuliére,
(2) dlm(@F(Lp))an = " .
2 Stnon.

(3)

(. 5) = (r—m,s) sip nest pas totalement singuliére,
’ (0,2™) sinon.

Voici quelques exemples de formes quadratiques a déploiement maximal :

D.12.11. Exemples. — Les formes quadratiques ¢ vérifiant 'une des conditions
suivantes sont a déploiement maximal :

(1) dimg =2" 41 avec n > 1.

(2)  est une voisine de Pfister.

Démonstration

(1) Conséquence de la proposition D.12.8.
(2) Se déduit de la proposition D.12.7.

O

D.12.12. Remarque. — 1l existe des formes quadratiques anisotropes qui sont &
déploiement maximal mais pas des voisines de Pfister.

Démonstration. — Pour x,y,z,t des variables sur F, la forme quadratique ¢ =
z[l,y] L (1,2,t) est & déploiement maximal sur F(z,y,z2,t) car de dimension 5
(Exemple D.12.11), mais elle n’est pas une voisine par la proposition D.11.9. O

Cependant, le théoréeme suivant montre que sous certaines conditions sur la dimen-
sion, une forme quadratique a déploiement maximal ne peut étre qu'une voisine de
Pfister :

D.12.13. Théoréme (|77, Th. 1.2]). — Soit 1 une forme quadratique anisotrope
qui nest pas totalement singuliére, de dimension < 2"t1. Supposons qu’on ait 'une
des conditions suivantes :

(1) dim > 2" — 2 avec n > 2.
(2) dime = 2" — 3 avec n > 2 si dimql(y)) =1, et n > 3 sinon.
(3) dimv = 2"+t — 4 avec n > 3.



D.12. ISOTROPIE SUR LES CORPS DE FONCTIONS DES QUADRIQUES 201

(4) dimey = 2" — 5 qvec n > 3 et (dimql(y)) = 1 ou ql(v)) est semblable a
(1,a,b,ab) L {(c) pour certains a,b,c € F*).
(5) dime = 2" — 6 avec n > 3 et ¢ € IPW,(F).

Si 1 est a déploiement mazimal, alors elle est une voisine de Pfister.
Apres ce théoreme, on peut se poser la question suivante :

D.12.14. Question ([68, p. 475]). — Pour tout entier n > 1, existe-t-il une borne
optimale M (n) avec 1 < M(n) < 2™ telle que toute forme quadratique anisotrope de
dimension 2" + m avec M(n) < m < 2™ & déploiement maximal est une voisine de
Pfister ?

On a quelques résultats qui donnent le comportement de la propriété de
déploiement maximal apres extension de scalaires & certains corps :

D.12.15. Proposition ([77, Lem. 4.5]). — Soit ¢ une forme quadratique anisotro-
pe qui n’est pas totalement singuliére, de dimension 2" + m avec 0 < m < 2". Soit
1 une forme quadratique anisotrope qui n’est pas totalement singuliére, de dimension
> 2", Alors, on a :

(1) Supposons que @ soit de type (r,s) avec 2r > m. Alors, @ n’est pas a déploiement
mazimal si et seulement si il existe une extension K/F telle que iw (pr) < m.

(2) Si K/F est une extension transcendante pure, alors ¢ est a déploiement mazimal
si et seulement si px est a déploiement maximal.

(3) Si @p(y) est anisotrope, alors ¢ est a déploiement mazvimal si et seulement si
Pr(y) est a déploiement mazimal.

Comme prouvé dans [77], on utilise le théoréme D.12.3 et la proposition D.12.15
pour avoir :

D.12.16. Proposition ([77, Prop. 4.6]). — Soient ¢ et ¢ deuz formes quadrati-
ques anisotropes qui ne sont pas totalement singuliéres, de dimension respectives 2™ +
m et 2" 4+ 1 avec 0 < m,l < 2™. On suppose que p est a déploiement maximal et que
Yr(y) est isotrope. Alors, 1 est aussi a déploiement mazimal et la forme g, est
1sotrope.

Finalement, en utilisant les théoremes D.12.3, D.12.13 et la proposition D.12.16,
on déduit un résultat général sur le probleme d’isotropie :

D.12.17. Corollaire. — Soient ¢ et ¢ deux formes quadratiques anisotropes telles
que @ ne soit pas totalement singuliére, dim ¢ = 2™ 4+ 1 pour un certain entier n > 1,
et que 1 satisfasse l'une des conditions (1)-(5) du théoréme D.12.13 pour ce méme
entier n. Si pp(y) est isotrope, alors ¢ et 1) sont des voisines de la méme (n+1)-forme
de Pfister.
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Démonstration. — Par le théoreme D.12.3, la forme p(,) est isotrope et 1 n’est
pas totalement singuliere. Puisque ¢ est a déploiement maximal et dimy > 2™, on
obtient par la proposition D.12.16 que v est aussi a déploiement maximal. Par le
théoreme D.12.13, ¢ est une voisine d'une (n + 1)-forme de Pfister 7. Puisque ¢,
est isotrope, alors () est isotrope. Puisque dim ¢ > 2™, on obtient par la proposition
D.11.8 que ¢ est une voisine de 7. O

D.13. Déploiement standard des formes quadratiques

D.13.A. Généralités sur les tours de déploiement standard. — Comme en
caractéristique # 2, a toute forme quadratique ¢ non nulle, on associe une tour
(Fi, pi)o<i<h d’extensions de F' et de formes quadratiques, dite tour de déploiement
standard de ¢, comme suit :

F0:F7 Y0 = Pan;

et pour ¢ > 1, on prend
Fi=Fi_1(pi-1), et @i = ((¢i-1)F,)an-

D.13.1. Définition. — La hauteur standard de ¢, qu’on note hs(y), est le plus
petit entier h tel que dim ¢; < 1.

On a quelques résultats généraux sur les tours de déploiement standard [135,
Th. 4.6] :

D.13.2. Lemme. — Soient ¢ une forme quadratique anisotrope de dimension > 2,
(Fi, pi)o<i<h sa tour de déploiement standard avec h = hs(p). Notons (r;,s;) le type
de p; pour 0 <i < h. Alors, onah>1 et :

(1) ro=>ri > >

(2) so =581 2>-->sp.

(3) 2r; +8; > 21341 + Si41 pour 0 < i < h—1.

Lorsque ¢ n’est pas totalement singuliere, sa tour de déploiement standard se
partage en deux parties. La premiere comporte des corps qui font augmenter 'indice
de Witt de ¢ tout en gardant anisotrope ql(y), puis la deuxieme fait déployer la
partie quasi-linéaire ql(p). Ceci est formulé dans les deux premieres assertions de la
proposition qui suit :

D.13.3. Proposition. — Soient ¢ une forme quadratique anisotrope qui n’est pas
totalement singuliére de dimension > 2, (F;, v;)o<i<n sa tour de déploiement standard
avec h = hs(yp). Notons (r;, s;) le type de p; et n; = ql(v;) pour 0 < i < h. Alors, il
existe un entier 0 < h,. < h tel que :

(1) s; =sg et ri—1 > 1 pouri < h, (premiére partie).

(2) r; =0 et s; > 841 pour i > h, (deuxiéme partie).
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(3) (rn,.,sn,.) =(0,s0).
(4) mi = (al(@))r; et hs(dl(p)) = hs(n;) pour i < .
De plus, on a h, = hs(¢) — hs(ql(p)) < ro.

Avec les mémes notations que dans la proposition D.13.3, le lemme suivant donne
plus d’informations sur les cas limites h, = 0 et h,, = h, et sur les deux dernieres
formes @p_1 et @y de la tour de ¢ :

D.13.4. Lemme. — On garde les mémes notations que dans la proposition D.13.3.
On a:

(1) h. = h si et seulement si sg € {0,1}.

(2) h. =0 si et seulement si o = 0.

(3) Sisg>1, alors (rp,sn) = (0,1).

(4) Si sg > 2, alors (rh-1,8n—1) = (0,2).

Comme fait dans [135], les lemmes D.13.2, D.13.4 et la proposition D.13.3 se
démontrent en utilisant de fagon cruciale le corollaire D.12.5.

On mentionne deux résultats sur la hauteur standard. Le premier se place en pa-
rallele avec la proposition D.12.4 :

D.13.5. Proposition ([135, Th. 4.4]). — Soient ¢ et ¢ deux formes quadratiques
anisotropes telles que @ soit totalement singuliere et que ¥ me soit pas totalement
singuliere. Alors, hs(p) = hs(@p(y)).

Le second résultat donne une interprétation de la hauteur standard d’une forme
quadratique comme étant le maximum sur toutes les hauteurs des tours d’extensions
de F déployant celle-ci :

D.13.6. Théoréme (|76, Th. 8.16]). — Soit ¢ une forme quadratique anisotro-
pe, et soit FF = Ky C K1 C --- C K, une tour d’extensions de F telle que
dim(¢k, ,)an > dim(@k, )an pour 1 <i < m. Alors m < hs(yp).

D.13.B. Quelques cas de généricité des tours de déploiement standard.
— La question qui se pose est de savoir si la tour de déploiement standard vérifie
les mémes propriétés de généricité qu’en caractéristique # 2. Lorsque dim ql(¢) < 1,
Knebusch et Rehmann ont prouvé que cela est vrai [125]. Lorsque dimgl(y) > 2, la
situation est plus compliquée. A ce propos, Knebusch montre que le déploiement
partiel donné par la sous-tour (F;,¢;)o<i<h,, ol h, est comme dans la proposi-
tion D.11.8, est générique au sens de ce qui est connu en caractéristique # 2 quand
on ne consideére que les extensions K/F pour lesquelles ql(p)x est anisotrope [119].
C’est sans doute cela qui ’a poussé a prendre h,. comme définition de la hauteur de
. Il Pappelle la hauteur non défective de . En particulier, une forme quadratique ¢
est de hauteur non défective 1 si et seulement si @, n’est pas totalement singuliere

et ((‘Pan)F(cpan))an = ql(@an)F(goan)-
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Voici un exemple simple de formes quadratiques de hauteur non défective 1 :

D.13.7. Exemple. — Toute forme quadratique anisotrope de type (1, s) est de hau-
teur non défective 1.

Démonstration. — Par le corollaire D.12.5, on a ¢p () ~ H L ql(¢) pe) et ql() pe)
anisotrope. Ainsi, (©p(y))an =~ dl(©)p(p)- O

Signalons que la question de classifier les formes quadratiques de hauteur non
défective 1 est encore ouverte. Néanmoins, le théoreme qui suit donne une classification
de ces formes ayant une partie quasi-linéaire de petite dimension, et donc donne
d’autres exemples non triviaux de formes quadratiques de hauteur non défective 1 :

D.13.8. Théoréme (|76, Th. 7.5]). — Soit ¢ une forme quadratique anisotrope de
type (r,s) avec r > 2. On suppose s < 4 ou s =5 et ql(p) est semblable & une forme
(1, u,v,uv) L (w) pour certains u,v,w € F*. Alors, ¢ est de hauteur non défective 1
st et seulement si ¢ est de l'un des types suivants qui s’excluent mutuellement :

(1) II existe un entier n > 1 tel que r + s = 2™ et que ¢ soit une voisine de Pfister.
(2) (r,s) = (2,4) et il existe a,b,c,d,e € F* tels que ¢ ~ d(l,a) ® [1,b] L
e(l,a,c,ac).

Par contre, on a une classification complete des formes de hauteur standard 1 :

D.13.9. Théoréme ([135, Th. 3.1]). — Une forme quadratique ¢ anisotrope est de
hauteur standard 1 si et seulement si elle est de l'un des trois types suivants :

(1) ¢ est de type (0,2).

(2) ¢ € GP,F pour un certain entier n > 1.

(3) ¢ ~ ¢, L (a) avec p, non singuliére et ¢, L a[l, A(p,)] est semblable o une
forme de Pfister.

Toujours concernant le probléme de généricité, on a prouvé dans [76, Prop. 4.6] le
résultat suivant :

D.13.10. Proposition. — Soient ¢ une forme quadratique anisotrope, (F;, ¢;)o<i<h
sa tour de déploiement standard et h sa hauteur standard. Notons (r;, s;) le type de
w; pour 0 < i < h. Pour toute extension K/F, si (r,s) désigne le type de (¢K)an,
alors il existe i € {0,...,h} tel que r = 1.

D’autre part, on a montré qu’en général la sous-tour (Fj,y;)n,.<i<p D€ peut
présenter les mémes propriétés de généricité qu’en caractéristique # 2. On a construit
un exemple d’une forme totalement singuliere ¢ et d’une extension K/F telle que
I'indice de défaut i4(¢x) (cf. D.6.4) est différent de tous les autres indices de défaut
qui apparaissent dans la tour de déploiement standard de ¢ [76, Exam. 8.15].
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D.13.C. Le degré d’une forme quadratique. — En plus de la hauteur standard,
on associe a une forme quadratique un autre invariant numérique important, qu’on
appelle le degré.

Soit ¢ une forme quadratique de hauteur standard h avec dim p,, > 2. Ona h > 1
et hs(pp—1) = 1. Par le théoreme D.13.9, ¢, _1 est une forme voisine de Pfister de
codimension < 1, ou de type (0, 2). Avec ces notations, on pose la définition suivante :

D.13.11. Définition
(1) Le degré de ¢, qu’on note deg(y), est défini®) comme suit :
(i) Si g est non singuliere, alors deg(yp) = d ou pp_1 € GPyFy_1.
(ii) Si g est singuliere, alors deg(p) = 0.
(2) Une forme quadratique de partie anisotrope nulle (resp. de partie anisotrope
de dimension 1) est dite de degré oo (resp. de degré 0).

Comme en caractéristique # 2, on introduit 'ensemble J,,(F) = { ¢ | deg(p) > n},
avec n > 1. Il est bien clair que GP,F C J,(F') et W,(F) = J1(F). D’autre part, on
prouve comme en caractéristique # 2 la proposition suivante :

D.13.12. Proposition. — Pour tout n > 1, Uensemble J,(F) est un W(F)-sous-
module de Wq(F') contenant I"W,(F).

Récemment, Aravire et Baeza ont montré le théoreme suivant qui constitue une
réponse positive a ’analogue de la conjecture de degré en caractéristique 2 :

D.13.13. Théoréme ([16]). — Pour tout n > 1, on a I"W(F) = J,(F).

Dans [141] on a introduit la notion de degré d'une forme bilinéaire, puis on a
étendu le théoreme D.13.13 au cas des formes bilinéaires. Indiquons aussi que quelques
résultats de classification des formes quadratiques (bilinéaires) par hauteur et degré
ont été donnés dans [135, Section 6], [141].

D.13.D. Les formes quadratiques excellentes

D.13.14. Définition
(1) Une forme quadratique ¢ est dite excellente si elle est de dimension < 1, ou est
une voisine de dimension > 2 dont la forme complémentaire est excellente.

(2) Pour K/F une extension et ¢ une forme quadratique sur K, on dit que ¢ est
définie sur F si ¢ ~ ¢k pour une certaine forme quadratique 1 sur F.

La tour de déploiement standard permet de classifier completement les formes

quadratiques excellentes :

(3)Notre définition de degré differe de celle adoptée par Aravire et Baeza dans [16]. La notre étend
la définition de degré en caractéristique # 2.
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D.13.15. Théoréme ([135, Cor. 5.11]). — Soient ¢ une forme quadratique aniso-
trope, (Fi, pi)o<i<n sa tour de déploiement standard et h sa hauteur standard. Alors,
@ est excellente si et seulement si dimql(e) < 1 et p; est définie sur F pour tout
0<i<h.

Cette classification est analogue a celle donnée par Knebusch pour les formes qua-
dratiques excellentes en caractéristique # 2 [123].

D.14. Un théoréme de Fitzgerald et un autre de Knebusch

Un important théoréme en théorie des corps de fonctions en caractéristique # 2 est
dt a Fitzgerald [54, Th. 1.6]. Il donne des conditions pour qu’une forme quadratique
anisotrope soit semblable & une forme de Pfister des qu’elle devienne hyperbolique sur
le corps de fonctions de I'une de ses sous-formes. On a étendu a la caractéristique 2 ce
résultat de Fitzgerald en prenant en considération les formes quadratiques singuliéres :

D.14.1. Théoréme (|76, Th. 5.1]). — Soient 1, n,, @, des formes quadrati-
ques non singulieres, et o une forme quadratique totalement singuliére. Soit p un
complément non singulier de o. On suppose que :

(1) Y, n=mn. Lo, p =, Lo sont anisotropes,

(2) dimv, dimy > 2,

(3) v ~¢r L Lp,

(4) dimn < dim ¢ + 2de(®),
Alors, ¥ est hyperbolique sur F(p) si et seulement si 1 est semblable d une forme de
Pfister et v ~ ¢, L n,. L p.

Ce théoreme a permis d’avoir en caractéristique 2 I’analogue d’un résultat de Kne-
busch [106, Cor. 13.4] :

D.14.2. Corollaire (|76, Cor. 5.3]). — Soient ¢ et @ deux formes quadratiques
telles que ¥ soit mon singuliere anisotrope et ¢ soit non défective. Si ¢ est de type

(r,5) avec 3dimp + s > dim v et Yp(,) est hyperbolique, alors v est semblable a une
forme de Pfister.

En particulier ce corollaire permet de retrouver le résultat caractérisant les formes
de Pfister comme étant les formes quadratiques non singulieres qui deviennent hyper-
boliques sur leurs propres corps de fonctions (Théoreme D.13.9).

Un autre théoreme di a Knebusch en caractéristique # 2 affirme qu’une forme
quadratique anisotrope ¢ pour laquelle la forme (©p(y))an est définie sur F' ne peut
étre qu’une voisine de Pfister. Ce résultat ne se généralise pas compléetement a la
caractéristique 2. Dans [76, p. 21-22] on a donné plusieurs exemples de formes qua-
dratiques anisotropes ¢ qui ne sont pas des voisines de Pfister mais que (¢ p(,))an est
définie sur F'. Un simple exemple est qu’une forme quadratique ¢ totalement singuliere
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anisotrope ne peut étre une voisine de Pfister (proposition D.11.8 (1)), et pourtant on
sait que la partie anisotrope de ¢, est toujours définie sur F' (proposition D.9.7 (3)).
On a aussi donné d’autres exemples non triviaux de formes quadratiques singulieres
anisotropes ¢ non voisines avec (¢ p(y))an définie sur F'. Ce qu’on a noté est que tous
nos exemples utilisent des formes quadratiques anisotropes de type (r, s) avec s > 2r.
Ceci nous a poussé a conjecturer ce qui suit :

D.14.3. Conjecture (|76, Conj. 6.5]). — Soit ¢ une forme quadratique anisotrope
de type (r,s) telle que 2r > s et que la forme (Qp(p))an s0it définie sur F. Alors, ¢
est une voisine de Pfister.

On a répondu par laffirmative a cette conjecture dans certains cas :

D.14.4. Théoréme. — La conjecture D.14.3 est vraie si s < 4 ou s =5 et ql(p)
est semblable & (1,a,b,aby L (c) pour certains a,b,c € F*.

Dans l'esprit des deux théoremes de Fitzgerald et Knebusch qu’on vient d’évoquer,
certains résultats ont été obtenus récemment sur les formes bilinéaires. Voici le premier
d’entre eux dont la preuve est basée essentiellement sur le théoreme D.18.2 :

D.14.5. Proposition ([138, Cor. 5.4]). — Soit B une forme bilinéaire anisotrope
et ¢ une forme totalement singuliere anisotrope telles que Bp(,) soit métabolique et
2dim ¢ > dim B. Alors :

(1) B est semblable a une forme bilinéaire de Pfister C.

(2) Toute forme bilinéaire B’ associée a ¢ est une voisine de C.

Une conséquence immédiate de cette proposition est la classification des formes
bilinéaires B vérifiant dim(Bp(p))an < 1, c’est-a-dire, celles de hauteur standard 1
dans le langage de la théorie du déploiement standard :

D.14.6. Corollaire ([138, Cor. 5.5], [141]). — Soit B une forme bilinéaire aniso-
trope. Alors B devient métabolique sur F(B) si et seulement si elle est semblable a
une forme bilinéaire de Pfister.

Démonstration. — On applique la proposition D.14.5 a ¢ = B. O

On a étendu aux formes bilinéaires en caractéristique 2 le résultat de Knebusch
cité auparavant sur les formes quadratiques voisines en caractéristique # 2 :

D.14.7. Corollaire ([138, Cor. 5.6]). — Soit B une forme bilinéaire anisotrope.
Alors, on a équivalence entre :
(1) B est une voisine d’une forme bilinéaire de Pfister .

(2) Il existe une forme bilinéaire C telle que B ~ C' et (Cp(p))an s0it définie sur
F.
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Mais contrairement au cas des formes quadratiques voisines, on peut avoir une
forme bilinéaire voisine B et une forme bilinéaire C avec B ~ C et (Cp(p))an =~ Dr(p)
pour une certaine forme bilinéaire D, mais que la forme C' 1. D est isotrope. Voici un
exemple :

D.14.8. Exemple. — Soient K = F(x,y) avec x,y des variables sur F, 7 = {(x, y)s,
B=(1,1+x,y,zy)p et C = {1,z,x 4+ y,zy), qui sont des formes anisotropes sur K.
Alors :

(1) B est une voisine de .

(2) (CrB)y)an =~ (¥, x +y)v)k(B) et C L (y,x + y)p est isotrope.

Démonstration. — Puisque (1) L (14+z) ~ (1) L (x) (cf. D.3.10), on a B ~ 7. Ainsi,
B est voisine de 7. En particulier, mg gy ~ 0. Puisque C' ~ 7 L {(y, 4+ y)p, on déduit
que (Cx(B))an = ({4, 2+ Y)u) k(B)- 1l est clair que C' L (y,x +y) est isotrope. O

Comme le montre ’exemple suivant, on a méme des formes bilinéaires voisines B
dont la forme (Bp(p))an n'est pas définie sur F' :

D.14.9. Exemple. — Soient K = F(z,y,2) avec x,y, z des variables sur F', et
B = <I,’y7ﬂ?y7 1+ €T, z, (1 + I)Z>b
Alors, B est une voisine de Pfister mais la forme (Bg(p))an n'est pas définie sur K.

Démonstration. — Puisque (z) L (14+z) ~ (1) L (x) et (z) L (z(1+a)) = () L (zz),
on obtient que B est associée & une sous-forme de (z,y, z))p, et donc B est une voisine
de Pfister. D’apres [141, Th. 5.10] la forme (Bg (p))an ne peut étre définie sur K. [

D.15. Le théoréme de norme

D.15.A. Cas des formes bilinéaires et formes quadratiques non singuliéres.
— Un autre résultat classique dans la théorie algébrique des formes quadratiques est
le théoreme de norme. Ce théoreme, prouvé par Knebusch en caractéristique # 2,
affirme que pour p € F[zy,...,x,] un polynéme irréductible unitaire™®, une forme
quadratique ¢ anisotrope devient hyperbolique sur F'(p), le corps des fractions de
Panneau quotient F[z1,...,2,]/(p), si et seulement si p est une norme de ¢ (i.e., les
formes quadratiques ¢ et py sont isométriques sur le corps des fractions rationnelles
F(xy,...,2,)) [121, Th. 4.2].

En fait, Knebusch a prouvé son théoreme de norme pour les formes bilinéaires en
toute caractéristique, ce qui permet de ’avoir en particulier pour les formes quadra-
tiques en caractéristique # 2.

La méthode développée par Knebusch ne s’applique pas aux formes quadratiques
non singulieres. Elle utilise la suite exacte de Milnor décrivant I'anneau de Witt du

(4) Unitaire veut dire que le coefficient dominant du polynéme p pour l'ordre lexicographique est 1.
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corps F(z1) des fractions rationnelles en la variable x1, alors qu’en caractéristique 2
on ne dispose pas d’une telle suite pour le groupe W, (F(z1)). Récemment, Aravire et
Jacob ont établi cette suite pour Wy (F'(z1)) lorsque F' est parfait de caractéristique 2
[18]. Cependant, le cas d’un corps quelconque de caractéristique 2 est toujours ouvert.

Bien apres le résultat de Knebusch, Baeza a étendu le théoreme de norme au cas des
formes quadratiques non singuliéres [23]. Dans sa preuve, Baeza a utilisé un argument
de relevement en considérant le corps F' comme étant le corps résiduel d’'un anneau
de caractéristique 0 complet pour une valuation discrete, ce qui lui a permis d’utiliser
le théoreme de norme de Knebusch en caractéristique 0.

D.15.B. Cas des formes quadratiques singuliéres. — Bien entendu, les formes
quadratiques singulieres se partagent en deux types s’excluant mutuellement : les
formes totalement singulieres et les formes ¢ telles que dim ¢ > dimql(p) > 0. On
appelle ces dernieres des formes semi-singulieres.

Récemment on a étendu le théoreme de norme au cas des formes quadratiques
totalement singulieres en démontrant :

D.15.1. Théoréme ([139, Th. 1.1]). — Soient ¢ une forme quadratique totale-
ment singuliére anisotrope de dimension > 2, et p € Flxy,...,2x,] un polynéme
irréductible unitaire. Alors, on a équivalence entre :

(1) ¢ est quasi-hyperbolique sur F(p).

(2) p est une norme de .

Comme on 'a indiqué aprés la définition D.9.6, on a utilisé dans [137], [139]
qu'une forme quadratique ¢ totalement singuliere de dimension paire est quasi-
hyperbolique lorsque i4(p) = d”;‘“’. Mais avec la notion de quasi-hyperbolicité fixée
dans la définition D.9.6, les résultats de [137], [139] restent aussi vrais.

Rappelons que Hoffmann a prouvé de maniere indépendante le théoreme D.15.1

par une méthode différente de la notre en travaillant sur les p-formes diagonales en
caractéristique p > 0 [74].

Dans un article récent avec Mammone, on a travaillé sur une version du théoréme
de norme pour les formes quadratiques semi-singulieres. On a obtenu un résultat
partiel qui est le suivant :

D.15.2. Théoréme ([143, Th. 1.1)). — Soient ¢ une forme quadratique semi-sin-
guliére anisotrope, et p € Flxy,...,x,] un polyndme irréductible.
(1) Sip est une norme de @, alors :
(i) p est inséparable, i.e., Op/Ox; = 0 pour 1 <1i < mn. En particulier, si p est
donné par une forme quadratique 1, alors 1 est totalement singuliére.
(i) iw(erp)) = %ﬁnql(w et ql(yp) p(p) est quasi-hyperbolique.
(2) Réciproquement, et si p est donné par une forme quadratique v qui représente
1, alors les assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) p est une norme de @.
.. o dim @ —dim gl
(ii) 9 est totalement singuliére, iw (Qr(p)) = w
quasi-hyperbolique.

dim ¢

(iii) v est totalement singulicre et it(pp(p)) = <5

et ql(cp)p(p) est

Signalons que 'assertion (2) de ce théoréme est toujours ouverte dans le cas d’un
polynoémes irréductible unitaire qui n’est pas donné par une forme quadratique.

D.15.3. Remarque. — L’affirmation iy (¢p(,)) = %ﬁnql(“’) de Dassertion (1)
du théoreme D.15.2 n’implique pas, en général, que Rp(,) ~ 0 olt o =~ R L ql(p).

Voici un exemple qui illuste cette remarque :

D.15.4. Exemple. — Soit z,y, z des variables sur F, et soit
o=[1+z1a ] Lyl,z'] L2"11,y).

Alors, ¢ est anisotrope sur F(z,y,z), et admet p = X2 + y comme norme sur
F(z,y,2)(X), mais [14+ 27 27! L y[1,27!] n’est pas hyperbolique sur F(z,y, z)(p).

Démonstration. — Puisque [1 + z7 127 L (7Y ~ [1,27!] L (27!) (Lemme
D.3.10), on obtient ¢ ~ [1,271] L y[1,271] L 271(1,y), et donc p est une norme de ¢
sur F(x,y, z)(X) puisqu’il est représenté par les formes [1,271] L y[1,27 ! et (1,y).
De plus, ¢ est anisotrope sur F(z,y,z) puisque [1,27!] L y[l,27!] et (1,y) sont
aussi anisotropes sur F'(z,y) [139, Lem. 3.1]. Le polynéme p n’est pas une norme de
[1+271 271 L y[1,271], car sinon cette forme serait hyperbolique sur F(z,vy, 2)(v%),
et donc [z7!, 271] serait hyperbolique sur F(z,y, z)(y3), ce qui est absurde. O

Les affirmations obtenues dans le théoreme D.15.2 motivent & étendre la notion de
quasi-hyperbolicité au cas des formes semi-singulieres comme suit :

D.15.5. Définition. — Une forme quadratique ¢ semi-singuliere est dite quasi-
hyperbolique si dim ¢ est paire et i;(p) > dl%.

Avec cette définition et le théoreme D.15.2, on a étendu le théoreme de sous-forme
au cas des formes quadratiques semi-singulieres :

D.15.6. Proposition ([143, Prop. 1.4]). — Soient ¢ = R L dl(p) et ¢ deux
formes quadratiques anisotropes telles que @ soit semi-singuliére et devienne quasi-
hyperbolique sur F (). Alors, on a les affirmations suivantes :

(1) ¢ est totalement singuliére.
(2) Pour o € Dp(¢), B € Dp(R) et v € Dp(dl(y)), il existe une forme quadrati-
que non singuliére R’ telle que ¢ ~ R’ 1 ql(p), et ¢ est dominée par afR’ et
ayql(p). En particulier,
. . dim R
dim v < min( 5

dim al()).
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D.16. Formes différentielles et corps de fonctions

Un autre aspect de la théorie algébrique des formes quadratiques et bilinéaires
en caractéristique 2 est son lien avec la cohomologie galoisienne et les formes
différentielles établi auparavant par Arason [10] et Kato [118]. Ceci prend sa
motivation d’un travail de Milnor [162].

D.16.A. Une esquisse sur les contributions d’Arason et Kato. — Dans [162]
Milnor a introduit les groupes KM (F) (n > 0) dont la définition et les propriétés
ont été données dans le chapitre 9 du présent livre. Comme expliqué dans le méme
chapitre, on a un homomorphisme surjectif a® : KM(F)/2 — I"F/I"T'F envoyant
chaque symbole {a1, -+ ,an} sur (a1, - ,a,)p + ["T1F € I"F/I""1F. Milnor a
conjecturé que a” est un isomorphisme pour tout entier positif n et tout corps F.
Quelques années plus tard, Kato a répondu par l'affirmative a cette conjecture en
donnant un lien entre les groupes KM (F) et les formes différentielles [118].

Rappelons que Q% = F et pour n > 1, Q% = A" Ql est I'espace des n-formes
différentielles de Kihler, ot QL est le F-espace vectoriel engendré par les symboles
da, a € F, avec les relations :

(1) d(a+b) = da+ db pour a,b € F.

(2) d(ab) = adb+ bda pour a,b € F.

Par (2) on obtient da = 0 pour tout a € F?. Ainsi, 'application d : FF — QL
envoyant a sur da est F2-linéaire. Cette application s’étend en un homomorphisme de
F2-espaces vectoriels d : Q% — Q%H, dit opérateur différentiel, qui est donné par :

d(zday ANdag A -+ ANday) = dx Aday Adas A -+ A day,.

On a Dexistence d'un homomorphisme g, : Q% — Q%/dQ%" donné sur les
générateurs par :

dby db,, dby dby,
n(a— A A —) = 2 _ R R Ly
on(a b ™ )= (a® —a) ™ ™
On fixe quelques notations :
D.16.1. Notation. — Pour tout entier n > 1, on notera :

(1) vr(n) le noyau de p,.

(2) H™(F) le conoyau de @,.

(3) TW,(F) = I"W,(F)/T"*'W, (F).
(4) InF = I"F/I""'F.

Dans [118], Kato a montré qu’il y a un isomorphisme dlog,, : KM (F)/2 — vr(n),
donné par :

d d
dlog({ay, - 7%}):(%1/\.,, an
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Ceci donne une description de vp(n) (n > 1) :

_{Zdal CZIH

Toujours dans [118], Kato a lié les formes différentielles avec les formes quadra-

, € F*}.

tiques non singulieres et les formes bilinéaires en montrant ce qui suit :

D.16.2. Théoréme ([118]). — Pour tout entier n > 1, on a des isomorphismes
HPF 5 InF W, (F) et vp(n) = F donnés respectivement sur les générateurs par :

d d —

et N N NN {a1,...,an,ql,

aq (079

day dan —

— A — — (a1, an)e.

Speen S Taras

Les groupes vp(n) et H™F' s’interpretent par le moyen de la cohomologie galoisienne
comme suit :

D.16.3. Proposition. — Soit G4 le groupe de Galois d’une cloture séparable F de
F'. En considérant de maniére naturelle le groupe vy, (n) comme un Gs-module, on a
vi(n) = HY(Gs,vr,(n)) et H'"F = HY (G5, vp, (n)).

Démonstration. — Considérons la suite exacte :
(D.16.1) 0— vp,(n) — Qp 25 QF /O — H"F, — 0.

Puisque F; est séparablement clos, on a H"Fys = 0. On peut aussi voir que Q% =
O% ®p Fs. Ainsi, en prenant la cohomologie de la suite (D.16.1), on obtient la conclu-
sion désirée. O

De maniere analogue a ce qui a été fait dans la proposition D.16.3, on peut aussi
donner une interprétation des groupes I"W,(F) et I"F en terme de la cohomologie
galoisienne, et ce en utilisant le théoreme D.16.2.

Arason a essayé de faire cela un peu avant les résultats de Kato en démontrant ce
qui suit :

D.16.4. Théoréme ([10]). — Soit G le groupe de Galois d’une cléture séparable
F de F. En considérant de maniére naturelle W (Fs) comme un Gs-module, on a :
(1) W(F) = H%(Gs,W(Fy)) et Wy(F) = H (G5, W(F)).
(2) IFF = H(Gy, IFFy) et IFF @ W,(F) = H (G, I*Fy) pour k = 1,2.

Complétons ce théoreme par la remarque que les groupes de cohomologie galoi-
sienne en degré > 1 et a coefficients dans W (F;) (ou I*F,) sont nuls du fait que
W (F}) est de torsion 2-primaire [197].
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D.16.B. Comportement des formes différentielles sur les corps de fonctions

Pour toute extension K/F, on note Q" (K/F), H"(K/F) et vk rp(n) les noyaux
respectifs des homomorphismes Q% — Q% H"(F) — H"(K) et vp(n) — vik(n)
induits par l'inclusion F' C K.

Par le théoreme D.16.2, les calculs de H"(K/F) et vg p(n) permettent d’avoir
les noyaux I"(K/F) et I"W,(K/F) des homomorphismes naturels I"F — I"K et
I"Wy(F) — I"W,(K). C’est ce qu'on fait le plus souvent, puisqu’en général il est
plus facile de faire ces calculs pour les formes différentielles que pour les formes qua-
dratiques ou bilinéaires.

Récemment, Aravire et Baeza ont calculé ces noyaux lorsque K est le corps de
fonctions d’une forme quadratique ou bilinéaire de Pfister. On renvoie & [16] et [17]
pour tous les détails sur les résultats qu’on va lister.

Une des conséquences de ces calculs faits par Aravire et Baeza est leur preuve
de la conjecture de degré en caractéristique 2 (Théoréme D.13.13). Son analogue en
caractéristique # 2 se déduit des résultats récents de Voevodsky (Corollaire 9.7.4).

D.16.B.1. Cas des noyaur Q"(K/F) et vk/p(n). — Faisons remarquer que les
noyaux Q" (F(B)/F) et vppy/r(n) sont nuls pour B une forme quadratique aniso-
trope qui n’est pas totalement singuliere.

Aravire et Baeza ont prouvé la proposition suivante par un calcul direct sur les
formes différentielles :

D.16.5. Proposition ([16, Lem. 2.2, 2.7])
(1) Pour K/F une extension transcendante pure, on a Q" (K/F) = 0.

(2) Pour B = {as,...,a,)p une n-forme bilinéaire de Pfister, on a :

QU™ ANday AN---Nda, sim>n
QM(F(B)/F) =4 " 1 " 7
0 stm < n.
En utilisant cette fois-ci un calcul beaucoup plus subtil, ils ont prouvé les théoremes
suivants :

D.16.6. Théoréme ([15, Th. 1.4]). — Pour B = (a1, -+ ,an)p une n-forme bili-
néaire de Pfister, on a :

da da
veB)F(n) = {aa—1 A-AN—"a€F aveca®>+a € F*(ay,---,a,)'}
1 n
ou F?(ay,--- ,a,) désigne ’ensemble des scalaires représentés par la partie pure de

B qui est l'unique forme B' vérifiant B ~ (1), L B’.

Dans le but de garder un énoncé simplifié, on n’a pas incorporé dans le théoréme
D.16.6 I'expression du noyau vp(gy/p(m) pour m > n et B une n-forme bilinéaire de
Pfister. On renvoie & [15, Cor. 3.2] pour plus de détails sur ce cas.

En ce qui concerne le noyau I"(K/F), on a le théoréme suivant :
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D.16.7. Théoréme ([15, Cor. 3.3]). — Pour B = {a1,...,a,)s une n-forme bi-
linéaire de Pfister, on a pour m >n :

I™(F(B)/F) = {Im""F @ (x1,...,2,) | i € F*(a1,...,a,) — {0}}.
En particulier, pour m =n on a :

T (F(B)/F) = {{x1,...,za) | ©; € F*(a1,...,a,) — {0}}.

D.16.B.2. Cas du noyau H"(K/F). — Pour ce noyau on tiendra compte aussi du
cas des corps de fonctions des formes quadratiques non singulieres.

D.16.8. Théoréme

(1) [16, Th. 4.1]: Pour B = {(a1,...,an)p une n-forme bilinéaire de Pfister, on
a:

QR " Nday A--- Ndap, sim>n,
0 stm < n.

H™(F(B)/F) :{

(2) [17, Th. 1.2]: Pour o = (a1, ,an,b] une (n+1)-forme quadratique de Pfister,
on a:
I/F(m—n)/\b%/\~-~/\% st m >mn,

H™(F(B)/F) = {

0 st m < n.

Le théoreme D.16.2 de Kato permet de reformuler le théoreme D.16.8 dans le cas
des formes quadratiques :

D.16.9. Corollaire

(1) Pour B = {as,...,a,)s une n-forme bilinéaire de Pfister, on a :

- B Im—n+lW (F i m >
T W, (F(B)/F) = ® G (F) sim>n,
0 st m < n.

(2) Pour ¢ = (a1, -+ ,an,b] une (n+ 1)-forme quadratique de Pfister, on a :

Im"F®ep sim>n,
0 st m < n.

ImHIW,(F(B)/F) = {

D.17. Un invariant pour les formes totalement singuliéres

Fixons une définition :

D.17.1. Définition. — Soit ¢ une forme quadratique totalement singuliere non
nulle.

(1) Le corps normique de ¢, noté Np(y), est le corps F?(ab | a,b € Dr(p)).
(2) Le degré normique de ¢, noté ndeg (), est Uentier [Ng(p) : F2].
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Cette définition est analogue a la notion du groupe normique d’une quadrique ) en
caractéristique # 2, qui est défini comme étant le sous-groupe du groupe multiplicatif
du corps de base engendré par les éléments ab, ou a et b sont représentés par la forme
quadratique définissant @ (cf. [43, Lem. 2.2]).

Le lemme suivant se vérifie sans difficulté et prouve que le corps normique et le
degré normique d’une forme totalement singuliere ¢ sont des invariants de la classe
des formes quadratiques semblables a ¢ :

D.17.2. Lemme. — Soit ¢ ~ (ai,...,a,) une forme totalement singuliére avec
a1 # 0. Alors, pour tout a € F* on a :

Nr(ap) = Np(@) = F2(ajas, ..., a1a,).
De ce lemme, on déduit :

D.17.3. Corollaire. — Soit ¢ une forme quadratique totalement singuliére non
nulle. Soient by,...,b,, € F tels que Np(p) = F?(by,...,by). Alors, Nx(px) =
K2(by,...,bm) pour toute extension K/F.

Une premiere application de la notion de degré normique est une autre ca-
ractérisation des quasi-formes de Pfister qui s’ajoute a celle de la proposition D.11.5
(d’ailleurs cette derniére proposition se démontre aussi par le moyen de degré
normique, cf. [76, Section 8]) :

D.17.4. Proposition ([76, Prop. 8.5])
(1) Pour ¢ = {{a1,...,a,), on a Np(p) = F?(ay,...,a,) = Dp(p) U {0}.
(2) Une forme totalement singuliere anisotrope ¢ est semblable a une quasi-forme
de Pfister si et seulement si dim ¢ = ndegp(p).
(3) Il y a une correspondance biunivoque entre les quasi n-formes de Pfister aniso-
tropes et les extensions purement inséparables de F? de degré 2™ contenues dans
F'. Cette correspondance est donnée par

(ay,...,an) «—— F%(a1,..., an,).

Démonstration
(1) On a Np(p) = F?(a1,...,ay). Il est clair que
F?lay,...,an] = Dr(p) U{0} C Nr(yp).
Puisque les éléments a; sont algébriques sur F2, on obtient Dg(p) U {0} =
Nrp(g).

(2) Soient ndegp(¢) = 2" et ay,...,a, € F avec Np(p) = F?(ay,...,a,). Sup-
posons que dim¢ = ndeg(y). On peut supposer que ¢ ~ (1,...), et donc
Dr(p) U {0} C Np(p) = Dp({a1,...,a,)) U{0}. Par la proposition D.9.7
(2), on obtient que ¢ C {aq,...,a,), et donc ¢ ~ {aq,...,a,)) par raison de
dimension. La réciproque se déduit de (1).
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(3) Facile a faire.

Voici quelques résultats généraux sur le degré normique :

D.17.5. Proposition ([76, Prop. 8.6]). — Soit ¢ une forme totalement singuliére
non nulle.

(1) Il existe m > 0 tel que ndegp(p) = 2™.

(2) Pour m comme dans (1), on a m+ 1 < dim@,, < 2™ = ndegp(p).

(3) Pour m comme dans (1) et pour ay,...,a, € F* tels que Np(p) =
F2(a1,...,an), on a que pour tout a € Dp(p), apan C {a1,...,am). Si
de plus by, ..., by, € F* vérifient apan C {(b1,...,bn ), alors

{at,- o yam) >~ {b1y...,bm),

et cette quasi m-forme de Pfister est anisotrope.

Démonstration. — On peut supposer ¢ anisotrope et ¢ ~ (1,ai,...,a,). Ainsi,
Nr(p) = F?(ay,...,a,). Soit m < n minimal pour la propriété, qu’apres réindexation
si nécessaire, Np(p) = F2(ay,...,a,). Il est clair que 2™ = ndeg(y), ce qui montre
(1). Pour prouver (2), on note que l’anisotropie de ¢ implique que {1,a1,...,a,} C
Nr(p) sont F2-linéairement indépendants, et donc on peut les compléter en une F2-
base de Np(y), ce qui implique que ¢ C {(a,...,a,). Ainsi, m + 1 < dimp < 2™.
(3) se déduit de la proposition D.17.4 (3). O

D.17.6. Notation. — Avec les hypothéses et notations de la proposition D.17.5,
I'unique quasi-forme de Pfister (a1, ..., am)) sera notée @qp.

Voici la fagon dont change le degré normique apres extension des scalaires :

D.17.7. Proposition. — Soit ¢ une forme totalement singuliére anisotrope avec
ndegp(p) = 2™. Soient ai,...,am € F* tels que Np(p) = F%(a1,...,am), et K/F
une extension telle que pg soit isotrope. Alors :
(1) ndegg(px) =2 < 2m.
(2) Il existe un sous-ensemble {a;,,...,a;} C{a1,...,am} tel qu'on ait Nk (pk) =
K?(aj,,...,a;,). En particulier, pour tout x € Dg(p), on obtient (@K )an C
(aiyy -y ai ) K-

Démonstration. — A un scalaire pres, on peut supposer 1 € Dpr(p). Par la proposi-
tion D.17.5 (3), ¢ C {a1,...,am). Comme @k est isotrope, il en est de méme pour
(a1, ...,am) k. La proposition D.17.4 (3) implique que
[K%(ay,...,am): K] =2 < 2™,
Il est clair qu’'on peut trouver une partie {a;,,...,a;} de {a1,...,an} telle que
K2%(a1,...,am) = K*(ai,,...,a;). Ainsi, N (px) = K?(ai,, - .. ,a;, ). Tout cela avec
la proposition D.17.5 (3) permet de conclure. O
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Lorsque K = F(y) la proposition D.17.7 se précise comme suit :

D.17.8. Proposition ([76, Lem. 8.10]). — Soient ¢ = (1) L ¢’ une forme totale-
ment singuliére anisotrope de dimension > 2, et K = F(p). Supposons ndegp(p) =
2™ et soient by, ..., by, € F* tels que Np(p) = F?(by,...,by). Alors :

(1) ndegy(px) =2m"".
(2) Ni(pxr) = K2%(ba,...,bm). En particulier, (¢ )an C {(ba, .., bm ) K-

A la proposition D.11.8 s’ajoute une autre donnant la caractérisatiion des formes
quasi-voisines via le degré normique :

D.17.9. Proposition ([76, Prop. 8.9]). — Soit v une forme totalement singuliére
anisotrope. Alors :

(1) Si ¢ est une quasi-voisine d’une quasi m-forme de Pfister anisotrope m, alors

Nrp(p) = Np(m).
(2) ¢ est une quasi-voisine si et seulement si 2dim ¢ > ndegp(p).

Démonstration

(1) On a bien Np(p) C Np(w). Ainsi, ndegp(p) < ndegpm = 2™. Comme ¢ est
anisotrope de dimension > 2™~! on déduit par la proposition D.17.5 (2) que
ndeg () = 2™ et donc Np(p) = Np(m).

(2) Si est quasi-voisine, disons d’une quasi m-forme de Pfister 7, alors (1) implique
2dime > dimm = 2™ = ndegp(m) = ndegp(p). Réciproquement, supposons
2dim ¢ > ndegp(p). Soient ay,...,a, € F* tels que Np(p) = F%(a1,...,am)
et ndegp(p) = 2™. La forme 7 = {(a1,...,a,)) est anisotrope et pour tout
a € Dp(p), on a ap C m (Proposition D.17.5 (3)). Ainsi, 2dim ¢ > ndegp(y) =
2™ = dim 7 implique que ¢ est une quasi-voisine de .

O

Donnons quelques applications du degré normique a la tour de déploiement stan-
dard d’une forme totalement singuliere, et plus particulierement a celle d’une quasi-
cina(3) .
voisine'®/ :

D.17.10. Théoréme ([76, Th. 8.11]). — Soient ¢ une forme totalement singuliére
anisotrope, (F;, pi)o<i<n sa tour de déploiement standard avec h = hs(p). Soient
bi,...,by € F* tels que Np(p) = F2(by,...by,) et ndegp(p) = 2™. Soit s; = dim ¢;
et n; vérifiant 2™ < s; < 2™t
(1) Pour touti e {1,--- ,h}, on a :
(i) ndegp, (p;) =2™".
(11) NFi ((,Dz) = Ff(bl, ey bmfi)'

(5)Les résultats du théoréme D.17.10 ont été obtenus antérieurement dans [136] par des méthodes
n’utilisant pas le degré normique.
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(iii) max{m —i+1,2"-1} < dimg; <2m~ ¢,
(2) h =m. De plus, pour tout a € Dr(p), on a

ap; C <<b1, ey bm—i>>F,~

(3) (80,81,---,8n) = (dim,2m=1 2m=2" 1) si et seulement si ¢ est une quasi-
voisine de Pfister. Dans ce cas, ap; >~ (b1, ..., bm—i)F, pour tout a € Dp(yp) et
12> 1.

Autre I’énoncé classique du théoreme de sous-forme pour les formes totalement
singulieres (proposition D.10.5), on donne un autre utilisant le degré normique :

D.17.11. Proposition ([137, Prop. 1.4]). — Soient ¢ et ¢ deux formes totalement
singulieres. On suppose que ¢ est anisotrope et devient quasi-hyperbolique sur F(1)).
Alors pour tout a € Dp(p), on a :

(1) Nr(¥) C Dr(ap) U{0}.

(2) Yqp C ap (cf. Notation D.17.6).

D.18. Quelques calculs de noyaux de Witt

Pour K/F une extension de corps, on note W(K/F) (resp. Wy (K/F')) le noyau de
I’homomorphisme d’anneaux W (F) — W (K) (resp. de ’homomorphisme de groupes
W,(F) — W,(K)) induit par l'inclusion FF C K. En général, il est tres difficile de
calculer ces noyaux pour K quelconque. Cependant, comme pour le probléeme d’i-
sotropie, le cas d’un corps de fonctions d’une forme quadratique suscite beaucoup
d’intérét. C’est ce cas qui va nous intéresser dans cette section, et dont ’analogue en
caractéristique # 2 a été traité par Fitzgerald [55].

On commence par donner quelques résultats préliminaires sur les deux noyaux :

(1) Il est bien connu que les noyaux W(K/F) et W,(K/F) sont nuls pour K/F
transcendante pure.

(2) Le noyau W (F(¢)/F) est nul pour ¢ non totalement singuliere. Ceci se déduit
du fait qu'une forme bilinéaire anisotrope reste anisotrope sur F(p) (Proposition
D.12.4).

(3) Pour ¢ et ¢’ deux formes quadratiques anisotropes telles que ¢ F(y') SOit iso-
trope, on a W, (F(p)/F) C Wy(F(¢')/F) [138, Prop. 3.9].

(4) Pour ¢ et ¢’ deux formes quadratiques totalement singuliéres anisotropes telles
que ¢’ < petdimy’ > 2, onaW(F(p)/F)CW(F(¢')/F) [138, Prop. 3.6].

Le cas (3) se démontre en utilisant le théoréme de sous-forme (Théoreme D.10.4),
par contre le cas (4) s’obtient de fagon beaucoup plus subtile en utilisant des résultats
de la théorie de spécialisation.

En parallele & ’étude des noyaux W(K/F) et W,(K/F), on peut étudier la quasi-
hyperbolicité des formes totalement singuliéres sur le corps des fonctions d’une autre.
Dans ce cas on a une réponse complete :
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D.18.1. Théoréme ([137, Th. 1.5]). — Soient ¢ et 1 deuzx formes quadratiques
anisotropes. On suppose que p est totalement singuliére. Alors, on a équivalence entre
les assertions :
(1) @ry) est quasi-hyperbolique.
(2) 9 est totalement singuliére et il existe des scalaires convenables ay, ..., a, € F*
tels que ¢ >~ a1YPqp L -+ L antPqp (¢f. Notation D.17.6).

D.18.A. Le noyau W(F(¢)/F). — Pour ce noyau, on a une réponse complete :

D.18.2. Théoréme ([138, Th. 1.2]). — Soit p une forme quadratique anisotrope
de dimension > 2 telle que W(F(¢)/F) # 0. Alors :

(1) @ est totalement singuliére.

(2) Soit ndegp(p) = 2%. Une forme bilinéaire anisotrope B sur F devient méta-
bolique sur F(p) si et seulement si B ~ ayBy L --- L «,B, pour certains
ay, ..., € F* et By,..., B, des d-formes bilinéaires de Pfister associées a
@qgp (¢f. Notation D.17.6).

Pour prouver ce théoréme, on a procédé par induction sur ndeg () en rassemblant
beaucoup de résultats, parmi lesquels la proposition D.10.5, le théoreme D.18.1 et la
proposition D.10.6.

Un autre calcul fait sur le noyau W(K/F) est dii & Hoffmann lorsque I’extension
K/ F vérifie la proppriété K2 C F. Son résultat est le suivant :

D.18.3. Théoréme (|66, Th. 1.1]). — Soit K/F une extension telle qu’on ait l'in-
clusion K2 C F. Alors le noyau W(K/F) est l'idéal de W (F) engendré par {(1,a)y |
a € K*?}.

On renvoie & [75] pour les détails de la preuve de ce théoréme, et d’autres résultats.
D.18.B. Le noyau W,(F(y)/F). — Contrairement au cas du noyau W (F(p)/F),
on est loin de donner une caractérisation complete du noyau Wy (F(¢)/F). Certains
calculs ont été faits auparavant sur ce noyau pour des extensions élémentaires, comme

les extensions quadratiques et biquadratiques. Plus précisément, pour a,b € F on a :
(1) D’apres Baeza [22, Cor. 4.16, p. 128] :

Wo(F(p™ (a), ™' (b)/F) = W(F)[1,a] + W (F)[1,b].

(2) D’aprés Baeza [21] dans le cas quadratique, puis Mammone et Moresi [153]
dans le cas biquadratique :

Wo(F(va,v8)/F) = (1,a), @ W(F) + (1,b), @ Wy(F).
(3) D’apres Ahmad [3] :
Wo(F(p™"(a),v8)/F) = W(F)[L, a] + (1,b)y @ Wy (F).

On reviendra a la fin de cette sous-section pour une généralisation du calcul dans
(2) & une extension multiquadratique purement inséparabe. Par contre, le calcul dans
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(1) ne se généralise pas au cas des extensions triquadratiques séparables comme il a
été prouvé par Mammone et Moresi [153]. De maniére analogue, en caractéristique
# 2, Elman, Lam, Tignol et Wadsworth [52] ont montré que le calcul dans (1) (ou
(2)) ne se généralise pas & une extension triquadratique.

Comme en caractéristique # 2 et lorsque W, (F(p)/F) n’est pas nul, certains ques-
tions se posent sur ce noyau, a savoir s’il contient des formes de Pfister, ou s’il est
engendré par des formes semblables a des formes de Pfister qu’il contient, et si c’est
le cas, sous quelles conditions le calcul peut étre exprimé a isométrie pres et non pas
a équivalence de Witt pres. Dans ce sens on rappelle une définition due originalement
a Elman, Lam et Wadsworth [51] :

D.18./. Définition. — Soient n > 1 un entier, et I une partie de N. Pour K/F une
extension, on dit que :

(1) Wy(K/F) est un I-groupe de Pfister s’il est engendré par les formes quadratiques
de Wy (K/F)NGP,F pour n € I.

(2) Wy(K/F) est fortement un I-groupe de Pfister si toute forme quadratique de
W, (K/F) est isométrique & une somme orthogonale de formes quadratiques de
W, (K/F)NGP,F pour n € I.

On a une description compleéte de Wy (F'(¢)/F) lorsque ¢ une voisine ou une quasi-
voisine de Pfister :

D.18.5. Théoréme ([138, Th. 1.4]). — Soit ¢ une forme quadratique anisotrope
voisine ou quasi-voisine de w. Soit dimmw = 2™. Alors :

(1) Wo(F(p)/F) = Wy(F(m)/F).

(2) Si ¢ est une voisine de Pfister, alors toute forme anisotrope appartenant a
Wq(F(p)/F) est isométrique ¢ T ® m pour une certaine forme bilinéaire 7. En
particulier, W, (F(p)/F) est fortement un n-groupe de Pfister.

(3) Si ¢ est une quasi-voisine de Pfister, alors toute forme anisotrope apparte-
nant a Wy (F(¢)/F) est isométrique ¢ B ® p pour une certaine forme non sin-
guliere p, ot B est une forme bilinéaire de Pfister associée a 7. En particulier,
Wo(F(p)/F) est fortement un (n + 1)-groupe de Pfister.

Rappelons que Passertion (3) de ce théoréme a été prouvé auparavant par Ahmad
dans le cas n =1 [1, Cor. 2.8].

Pour ¢ une forme quadratique quelconque, on a donné des résultats sur
W, (F(p)/F) généralisant essentiellement ceux prouvés par Fitzgerald en ca-
ractéristique # 2 [55]. Plus exactement, on s’est basé sur 'idée qui permet d’avoir
des informations sur W, (F(¢)/F) & partir d’'un autre noyau Wy (F(¢')/F) sachant
que ¢’ satisfasse certaines conditions vis-a-vis de ¢. Notre principal résultat dans ce
sens est le théoreme suivant :
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D.18.6. Théoréme ([138, Th. 1.5]). — Soient ¢ une forme quadratique anisotro-
pe (éventuellement singuliére) de dimension > 3, et ¢’ une forme quadratique telles
que :

(1) ¢ < et dimp =dimg’ + 1.
(2) Wy(F(¢')/F) est fortement un n-groupe de Pfister pour un certain n > 1.

1%
Alors W (F(¢)/F) est un {n,n + 1}-groupe de Pfister.

On a raffiné ce théoréme lorsque ¢’ est une voisine de Pfister :

D.18.7. Théoréme ([138, Th. 1.6]). — Soient ¢ une forme quadratique anisotro-
pe (éventuellement singuliére) de dimension > 3, et ¢’ une forme quadratique telles
que :

(1) ¢ < et dimp =dimg’ + 1.
(2) ¢’ est une voisine d’une n-forme de Pfister.

Alors Wy (F(p)/F) est fortement un m-groupe de Pfister avec m = n ou n+1 suivant
que @ est une voisine d’une n-forme de Pfister ou non.

Comme on I’a évoqué au début de cette sous-section, on a décrit completement le
noyau Wy (K/F') lorsque K est une extension multiquadratique purement inséparable :

D.18.8. Théoréme ([140]). — Pour des scalaires ay,...,a, € F* (n > 1), on a :

n

WQ(F(\/E75M)/F) = Z<17ai>b®Wq(F)'

i=1

Pour montrer ce théoréeme on a utilisé la conjecture de Milnor démontrée par Kato
[118], et des calculs sur les formes différentielles.

En combinant les théoremes D.18.5, D.18.6 et D.18.7, on a obtenu une description
précise du noyau W, (F(p)/F) lorsque ¢ est de dimension < 5 et de partie quasi-
linéaire de dimension s :
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H Dimension de ¢

Conditions sur ¢

Le noyau W, (F(¢)/F)

|

2 s=0 fortement un 1-groupe de Pfister
s=2 fortement un 2-groupe de Pfister
3 s=1 fortement un 2-groupe de Pfister
s=3 fortement un 3-groupe de Pfister
s = 0 et ¢ n’est pas semblable | fortement un 3-groupe de Pfiste
a une 2-forme de Pfister
s=2 fortement un 3-groupe de Pfister
4 s =4 et ¢ n’est pas semblable | fortement un 3-groupe de Pfister
a une quasi 2-forme de Pfister
s = 0 et ¢ est semblable fortement un 2-groupe de Pfister
a une 2-forme de Pfister
s =4 et ¢ n’est pas semblable un {3, 4}-groupe de Pfister
a une quasi 2-forme de Pfister
s =1ou 3 et ¢ n’est pas un 4-groupe de Pfister
une voisine de Pfister
5 s=1ou3etpest fortement un 3-groupe de Pfister
une voisine de Pfister
s =25 et p est une fortement un 4-groupe de Pfister
quasi-voisine de Pfister
s =5 et p n’est pas une ?
quasi-voisine de Pfister
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FORMES QUADRATIQUES ET CYCLES ALGEBRIQUES

D’APRES ROST, VOEVODSKY, VISHIK, KARPENKO...

Introduction

La théorie algébrique des formes quadratiques (par opposition & la théorie arith-
métique dans la lignée de Legendre, Gauss, Hermite, Minkowski, Hasse...) est I’étude
des formes quadratiques sur un corps quelconque : 'article fondateur est celui de
Witt ([224], 1937). Elle a connu un développement par a-coups, impulsé par des
idées nouvelles et fondamentales introduites successivement par un petit nombre de
mathématiciens. Il s’agit maintenant d’une théorie foisonnante, en pleine clarification,
ou cependant les méthodes les plus sophistiquées voisinent toujours de maniere un
peu mystérieuse avec les plus élémentaires, donnant parfois des démonstrations tres
différentes d’'un méme théoréeme.

Qu’est-ce que la théorie des formes quadratiques sur un corps F'?7 Sous un angle,
il s’agit de I’étude des polyndmes homogenes de degré 2. Le point de vue de Witt
était qu’on peut munir ces polynémes d’'une somme et d’un produit, en considérant la
somme directe et le produit tensoriel des espaces vectoriels sous-jacents : on obtient
ainsi 'anneau de Witt (ou plus exactement de Witt-Grothendieck) de F'. La tentation
de placer ainsi la théorie dans le contexte plus général de ’étude des formes de degré
d est trompeuse : pour d > 3, la situation devient trop rigide et ’anneau obtenu est
essentiellement inintéressant (cf. [64]™1).

D’un autre point de vue, la quadrique projective des zéros d’une forme quadra-
tique ¢ est un exemple de variété projective homogene (ici, sous laction du groupe
SO(q)) ; en particulier ¢’est une variété rationnelle. I’étude de I'isotropie de cette qua-
drique sur les extensions de F' est centrale dans la théorie. Quoique d’autres variétés

Reproduction de ’exposé no 941 du Séminaire Bourbaki (novembre 2004), avec I’aimable autorisation
des organisateurs.

(DPar exemple, d’aprés un résultat remontant 3 Camille Jordan, si F est de caractéristique zéro, le
groupe des automorphismes d’une telle forme est fini dés que I’hypersurface projective correspondante
est lisse; voir [192] pour une démonstration moderne et un peu plus générale.
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projectives homogeénes soient naturellement attachées & des structures algébriques (par
exemple les variétés de Severi-Brauer), il n’y a pas d’autre famille de telles variétés
qui soit représentée par des structures algébriques qu’on puisse additionner et mul-
tiplier comme les formes quadratiques. Ceci donne sa richesse et sa spécificité a la
théorie, qui se trouve naturellement au confluent de deux mondes (formes et variétés
de drapeaux généralisées).

Pendant longtemps, cette théorie a pu passer pour une curiosité a mi-chemin entre
I’« arithmétique des corps »et une géométrie algébrique relativement élémentaire. Elle
est en train de trouver sa vraie place : d’une part elle intervient de maniere essentielle
dans la démonstration de la conjecture de Milnor par Voevodsky ([217], voir [100]
pour un rapport dans ce Séminaire). D’autre part, elle est intrinséquement présente
dans la théorie homotopique des schémas de Morel-Voevodsky [168] : ce fait, anticipé
par Rost, est illustré par le théoreme fondamental de Morel (cf. [166, rem. 6.4.2])
selon lequel 'anneau des endomorphismes de I'objet unité de la catégorie homotopique
stable des F-schémas n’est autre que ’anneau de Witt-Grothendieck de F', lorsque F'
est parfait de caractéristique # 2.

Par ailleurs, la théorie des formes quadratiques sur un schéma, qui était long-
temps restée embryonnaire apres le travail de fondements de Knebusch dans les années
1970, connait depuis une dizaine d’années un développement spectaculaire grace aux
résultats de Balmer, Walter et d’autres, obtenus a 1’aide des catégories triangulées a
dualité [25, 27]. Ce n’est pas le lieu d’en parler ici, mais cela confirme que la théorie
arrive a maturité.

Dans cet exposé, j'ai d’abord voulu offrir un survol de la théorie telle qu’elle
s’est développée jusqu’au milieu des années 1990 : mal connue des non spécialistes,
elle présente une élégance et une originalité qui, j’espere, séduiront certains lecteurs
comme elles m’ont séduit moi-méme. (Ne pouvant étre exhaustif dans un tel exposé, je
me suis néanmoins limité aux aspects directement liés aux derniers développements :
ainsi, les travaux d’Elman-Lam ou ceux sur les corps ordonnés ne sont pas men-
tionnés.) Ensuite expliquer les développements de nature motivique (ou pour étre plus
terre a terre, faisant intervenir les correspondances algébriques) qui la révolutionnent
depuis un peu moins de 10 ans, et les illustrer par des applications frappantes qui
semblaient hors de portée avant ’apparition de ces méthodes.

J’ai essayé de donner un traitement aussi géométrique que possible de la théorie;
en particulier, chaque fois que cela a été possible je me suis efforcé de la placer dans
le contexte plus général des variétés projectives homogenes (voir ci-dessus).

Ce rapport étant déja excessivement long, j’ai été conduit a faire des choix corné-
liens. En particulier, j’ai renoncé a exposer la partie de la théorie faisant intervenir les
invariants supérieurs des formes quadratiques, c’est-a-dire la seconde conjecture de
Milnor ([172]; cf. [100, (2) & la fin de l'introduction]). On n’y trouvera que de bréves
allusions ici ou la, voir notamment remarques E.6.9 et E.11.32. Un avantage de ce
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choix est que les résultats expliqués ici sont tous de démonstrations « élémentaires »,
n’utilisant pas la théorie homotopique des schémas.

Je remercie Yves André, Hélene Esnault, Detlev Hoffmann et Alexander Vishik
pour leur aide dans la préparation de ce texte, ainsi que Nikita Karpenko, Jean-
Pierre Serre et Tamdas Szamuely pour diverses remarques le concernant. Je remercie
également le CIMAT de Guanajuato, ou il a été en partie congu, pour son hospitalité
et pour les excellentes conditions de travail dont j’ai bénéficié.

On travaille sur un corps F' de caractéristique # 2. On note F une cloture séparable
de F.

I. FORMES QUADRATIQUES

E.1. Définitions et notations

Une forme quadratique sur F' est un espace vectoriel V' muni d’'une application
q:V — F telle que g(Az) = A2q(z) pour (A, z) € FxV et que §(z,y) := 5 (q(z+y) -
q(x) — q(y)) (la forme polaire de q) soit bilinéaire : V est 'espace sous-jacent & q; sa
dimension est appelée la dimension de ¢, et notée dimg. On a les notions classiques
de vecteurs orthogonaux et d’orthogonal X d’une partie X de V. On dit que ¢ est
non dégénérée si V=4 = {0}.

A partir de maintenant, « forme quadratique »signifie forme quadratique de dimen-
sion finie, non dégénérée.

Un morphisme de (V,q) vers (V' ¢') est une application linéaire f : V — V' telle
que ¢’ o f = ¢ : alors f est automatiquement injective et f(V') est facteur direct
orthogonal de V’. Si f est un isomorphisme, on dit que c’est une isométrie. On note
q ~ ¢ ¢’il existe une isométrie entre q et ¢’, et ¢ < ¢’ s’il existe un morphisme de ¢
vers ¢’ (i.e. si g est isométrique & une sous-forme de ¢’). On note O(q) le groupe des
isométries d’une forme quadratique ¢ : c’est le groupe orthogonal de gq.

On dit aussi que deux formes ¢, ¢’ sur F sont semblables s’il existe a € F* tel que
q~aq.

On peut additionner et multiplier les formes quadratiques :

— Somme directe orthogonale : (V,q) L(V',¢)=(V @ V' qLq), ou (¢L¢)(x,2") =

a(@) + ¢'(@').
— Produit tensoriel : en termes de formes polaires, (V, §)®@(V',§) = (VQV',¢®4§'),
o (18 ¢)(z @ 7',y 8 y) = iz, y)d (@, y).

On peut aussi étendre les scalaires de F a une extension quelconque K de F' : on
notera q — qx cette opération.

Si (V, q) est une forme quadratique, par le choix d’une base (e;) de V, ¢ correspond
& un polynome Q = Y, a;T? + ZKJ. 2a;; T;Tj, ou a; = q(e;) et a;; = ¢(e;,e;). Si
dim g > 3, @ est irréductible et définit une hypersurface lisse X, C P(V) : la quadrique
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associée & ¢. On a dim X, = dim ¢ — 2. Si dim¢ = 2, X, n’est plus (géométriquement)
irréductible, mais consiste en deux points rationnels ou un point quadratique de P(V).
Deux quadriques X, et X, sont isomorphes si et seulement si g et ¢’ sont semblables.

E.2. La théorie de Witt

E.2.A. Base orthogonale et théoréme de simplification
E.2.1. Théoréme

a) Toute forme quadratique q posséde une base orthogonale.
b) Soient q,q1,q2 trois formes quadratiques sur F. Si q L g1 ~ q L qo, alors
a1 = qz.

La partie (a) de ce théoréme est bien connue et sa démonstration se perd dans
la nuit des temps. La partie (b) (théoréme de simplification) est essentiellement
équivalente au fait que, si dim ¢ = n, tout élément de O(q) est produit de n réflexions.
Elle est couramment attribuée & Witt [224] ; toutefois, Scharlau [191, §2](?) a fait ob-
server qu’elle avait été obtenue 30 ans auparavant par Dickson [46] (trés probablement
sans que Witt en ait conscience).

Si (e1,...,e,) est une base orthogonale de q et z = > we;, on a q(x) = ayx? +
oo+ apx? avec a; = q(e;) € F*. On résume ceci par la notation q ~ (a1, ..., a,).
E.2.B. Indice de Witt. — Soit ¢ une forme quadratique d’espace vectoriel sous-

jacent V. Un vecteur = € V est isotrope si g(x) = 0. Un sous-espace W C V est
totalement isotrope si qw = 0. La forme g est isotrope s’il existe un vecteur isotrope
# 0, anisotrope si elle n’est pas isotrope.

On appelle plan hyperbolique, et on note H, la forme quadratique de dimension 2,
d’espace vectoriel sous-jacent F2, définie par ¢(z,y) = zy ((x,y) € F?). Pour tout
a € F* on a H ~ (a,—a); toute forme quadratique isotrope de dimension 2 est
isométrique a H. On dit qu’'une forme h est hyperbolique si h ~ mH = pour m
convenable.

E.2.2. Théoréme. — Toute forme quadratique q se décompose de maniere unique
(a isométrie prés) en somme directe orthogonale gan L h, 01 qan est anisotrope et h
est hyperbolique.

Ce théoreme, dii & Witt [224], se déduit facilement du théoréeme E.2.1. Il rameéne
dans une large mesure I’étude des formes quadratiques a celle des formes quadratiques
anisotropes. On en déduit immédiatement que, si (V,q) est une forme quadratique,
tous les sous-espaces totalement isotropes maximaux de V' ont la méme dimension :
c’est I'indice de Witt de g, noté i(q). Avec la notation du théoreme E.2.2, on a i(q) =

(2) Je remercie Serre de m’avoir indiqué cette référence.
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%dimh < %dim q. La forme g est hyperbolique si et seulement si i(q) = %dim q.
Notons le lemme suivant, fort utile et qui donne une idée de I’esprit du sujet :

E.2.3. Lemme

a) Soient q,q' deux formes quadratiques anisotropes, et soit n = i(qL — ¢q'). Alors
il existe des formes quadratiques ¢, q1,q}, avec dimp = n, telles que

g~¢ L q, ¢ ~¢ L.

b) Soient g une forme quadratique sur F et ¢ < q, de codimension r. Alors i(q') >
i(q) — r. En particulier, si dim¢q’ > dimq —i(q), alors ¢’ est isotrope.

Voici une démonstration de (b) : soient V 'espace sous-jacent & ¢, W le sous-espace
de V correspondant & ¢ et H C V un sous-espace totalement isotrope de dimension
i(q). Alors codimy(W N H) <r.

E.2.C. Anneau de Witt

E.2.4. Définition. — Deux formes quadratiques q, ¢’ sont équivalentes au sens de
Witt si gan ~ ql,, ; on note cette relation g ~ ¢’.

L’équivalence de Witt respecte la somme et le produit des formes quadratiques,
d’ou

E.2.5. Définition. — L’anneau de Witt de F, noté W (F), est anneau des classes
d’équivalence de la relation ~, pour I’addition et la multiplication induites respecti-
vement par 1 et ®.

D’apres le théoreme E.2.2, une forme quadratique est caractérisée, a isométrie pres,
par sa dimension et sa classe dans W (F'). On a parfois besoin de considérer une va-
riante de 'anneau de Witt, ’anneau de Witt-Grothendieck : ¢’est 'anneau des classes
d’équivalence de la relation ~ de l'introduction, pour ’addition et la multiplication
induites respectivement par L et ®. Il est noté (ici) W(F ). Il est clair qu’on a un
homomorphisme surjectif W (F) — W(F), de noyau isomorphe & Z (engendré par la
classe du plan hyperbolique). D’apres le théoreme E.2.1 (a), ces deux anneaux sont
engendrés par les classes des formes quadratiques de dimension 1, et il est facile d’en
donner en fait une présentation (cf. [146, ch. I]).

E.3. Le théoréme de Springer

E.3.1. Théoréme ([200]). — Soit q une forme quadratique anisotrope sur F, et
soit E/F une extension finie de degré impair. Alors qg est encore anisotrope.

Ce théoreme avait été conjecturé par Witt. Il est contenu dans un théoreme plus
récent de Swan [204] et Karpenko [107, prop. 2.6] :
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E.3.2. Théoréme. — Soit X une quadrique anisotrope sur F, et soit t € X un
point fermé de degré 2. Alors tout 0-cycle sur X est linéairement équivalent a un
multiple de x.

Utilisons "argument de Springer pour démontrer ce théoreme(® : soit (ao, . . ., aqy1)
une équation de X, ot1 d = dim X, et X C P%*! le plongement projectif associé. Pour
commencer, on peut trouver une droite I C P*! telle que | N X = {x}. Ensuite,
on voit que tout point fermé est linéairement équivalent & un point fermé a corps
résiduel séparable (si la caractéristique est p > 0 avec p impair, utiliser 'endomor-
phisme « de Frobenius »(yg : ... : yar1) — (angyg D a(ﬁyfi’ﬂ)). Soit main-
tenant y € X un point fermé a corps résiduel séparable, de degré n : le choix d’un
élément primitif o de F(y) fournit des polynémes po, ..., pqs+1 de degrés < n tels que
(Yo:...:¥Ya+1) = (o) : ... : pay1(a)); on peut d’ailleurs supposer les p; premiers
entre eux dans leur ensemble. Soit C' la courbe rationnelle définie par les p; : elle est
de degré m < n. De plus C n’est pas contenue dans X, sans quoi X aurait un point
rationnel. Par conséquent, Z = C'N X est un O-cycle effectif de X, de degré 2m et
contenant y. Comme C ~ ml, on a Z ~ mx (~ désigne 1’équivalence linéaire). Mais
Z —1y est un 0-cycle effectif de degré 2m —n < n : si n = 2, on a nécessairement Z =y
et, si n > 2, les autres points fermés intervenant dans Z — y sont de degrés < n. Par
récurrence, Z — y est linéairement équivalent a un multiple de z, donc aussi y.

E.4. La théorie de Pfister : puissances de |
L’anneau W (F') est muni d’une augmentation « dimension modulo 2 »
dim : W(F) — Z/2.
On note I'F = Kerdim : c’est 'idéal fondamental de W (F'). On note traditionnel-

lement ses puissances I™F'.

E.4.A. Formes de Pfister. — 1l est clair que IF est engendré additivement par
les formes binaires (1, —a), et donc que I™F est engendré additivement par les formes
{a1,...,an) = (1,—a1) ® --- ® (1, —ay,).

Ces formes sont appelées n-formes de Pfister. Le premier, Pfister a reconnu que ce
sont les pierres de touche de la théorie des formes quadratiques. Il en a démontré des
propriétés remarquables :

E.4.1. Théoréme ([176, Theorem 2]). — Pour toute n-forme de Pfister ¢, o(x) #
0 = ¢ ~ p(x)p. En particulier, les valeurs non nulles de ¢ forment un sous-groupe

de F™*.

(3) Je remercie Hélene Esnault pour une remarque éclairante A ce sujet.
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On a méme mieux : toute forme anisotrope multiplicative en ce sens est une forme
de Pfister. Cela se déduit du théoreme E.4.3 ci-dessous.

Pour n = 1,2, 3, on dispose classiquement d’algebres expliquant le théoreme E.4.1
(extensions quadratiques de F', quaternions, octonions) : ce n’est plus le cas pour
n > 3. D’ailleurs, pour ces valeurs de n, les formules implicites dans le théoreme E.4.1
contiennent des dénominateurs.

Du théoreme E.4.1, Pfister déduit facilement :

E.4.2. Corollaire

a) Une forme de Pfister isotrope est hyperbolique.
b) Deuz formes de Pfister semblables sont isométriques.

E.4.B. Théorémes de Cassels-Pfister. — Il s’agit de trois théoréemes dits de
représentation. Soit (V, q) une F-forme quadratique et soit A une F-algébre commu-
tative : on dit que g représente a € A sur A §'il existe @ € AQp V tel que ¢(@) = a.
Notation : @ € D(ga). La partie (a) du théoréme ci-dessous avait été initialement
démontrée par Cassels pour des sommes de carrés; la version générale et la suite sont
dus a Pfister [176].

E.}.3. Théoréme

a) Soient q une forme quadratique sur F et f € F[T) —{0}. Si q représente f sur
F(T), alors q représente déja f sur F[T).

b) Soient ¢ = (a1,...,a,) une forme anisotrope sur F' (n > 2), ¢’ = {ag,...,an)
etde F*. Alorsd e D(¢') < d+ aT? € D(qpr))-

c) Soient q, ¢ deuz formes quadratiques sur F, avec q anisotrope. Soient V' lespace
vectoriel sous-jacent & ¢ et K = F(V*), de sorte que ¢ peut étre vu comme
élément de K. Alors ¢ € D(qi) < ¢ < q.

E.4.C. Le discriminant. — A part la dimension modulo 2, c’est le seul invariant
que nous utiliserons. Si ¢ = {(aq,...,a,), on pose

n(n—1)

diq=(-1)"2 ay---a, € F*/F*

C’est le discriminant de ¢ : il ne dépend que de la classe de ¢ dans W(F). 1l
interviendra implicitement a cause du lemme suivant :

E.4.4. Lemme

a) L’application q — diq induit un isomorphisme IF/I*F = F*/F*2.
b) Soient q,q" deux formes de dimension impaire. Alors il existe un scalaire a tel
que ¢ L —aq’ € I*F.
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E.5. Corps de fonctions de quadriques

Soit ¢ une forme quadratique sur F, et soit X = X, la quadrique projective as-
sociée : c’est une variété F-rationnelle si et seulement si g est isotrope (cela résulte
facilement du théoreme E.2.2). On note en général F(q) le corps des fonctions F'(X).
C’est un invariant important de g (ou de X'). On peut dire que, tenant compte des tra-
vaux antérieurs de Pfister, son utilisation systématique remonte véritablement a Ara-
son [13, 9].

E.5.A. Théoréme de la sous-forme

E.5.1. Proposition. — Soient q,p deuzr formes quadratiques sur F, avec ¢ aniso-
trope et dimq=mn>2. Supposons @) ~ 0. Alors, pour tout b € F* représenté par
q, on a

ba(Tr,. ... To)pk ~ oK
ot K =F(Ty,...,T,).

Cette proposition se démontre facilement par réduction a une extension quadrati-
que. Knebusch [121] en a démontré la réciproque.

Du théoreme E.4.3 (¢) et de la proposition E.5.1, on déduit 'important théoreme
suivant, appelé théoreme d’Arason-Cassels-Pfister ou simplement théoreme de la sous-
forme :

E.5.2. Théoréme. — Soient q, p deux formes quadratiques sur F', avec ¢ anisotrope
et dimq > 2. Supposons @pg) ~ 0. Alors, pour tout (a,b) € D(q) x D(¢), on a
abq < . En particulier, dim ¢ > dimq.

E.5.3. Corollaire (Arason [9, Satz 1.3]). — Si dans le théoréme E.5.2, on sup-
pose que q est une forme de Pfister, alors ¢ ~ q® p pour p € W(F') convenable.

Cela se voit par récurrence sur dim g, en notant que qg(4) ~ 0 par le corollaire E.4.2.

E.5.B. Théoréme d’Arason-Pfister. — C’est le suivant :

E.5.4. Théoréme ([13]). — Soit q anisotrope sur F telle que ¢ € I"F pour n > 0.
Alors, dimq > 2™.

De ce théoreme il résulte immédiatement que (I"F = {0}.

Démonstration. — Ecrivons g = £p1 + -+ L, dans W(F), ou les p; sont des
n-formes de Pfister. Puisque ¢ est anisotrope, on a r > 0. Procédons par récurrence
sur 7. Sir =1 et dimg < 2", on a +¢; ~ ¢ L mH pour m > 0 convenable; alors ¢
est hyperbolique (corollaire E.4.2) et g aussi, absurde. Si r > 1, posons K = F(ip,.).
Distinguons deux cas :

1) qx est hyperbolique. Par le corollaire E.5.3, il existe p tel que ¢ ~ ¢, ® p. En
particulier, 2" = dim ¢,.| dim ¢, d’ott dim ¢ > 2".
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2) qi n’est pas hyperbolique. Soit ¢’ = (¢x )an. Alors ¢/ = 1 + - -+ +¢,_1 dans
W (K). Par récurrence sur r, dim ¢’ > 2" ; alors dim ¢ > 2" également. O

E.6. La théorie de Knebusch : déploiement générique

Dans [122] et [123], Knebusch développe une théorie de déploiement générique
pour les formes quadratiques, qui peut se voir comme une conceptualisation et une
extension des résultats précédents. Elle conduit a la définition de deux importants
invariants numériques des formes quadratiques : la hauteur et le degré.

E.6.A. Tours de déploiement génériques ; hauteur. — Considérons une forme
quadratique ¢ sur F. On associe & ¢ un entier h = hi(q) et une suite (Fj, g;)o<i<h,
ou F; est une extension de F' et ¢; est une forme quadratique sur F;, de la maniere
suivante :
(1) q0 :CIanaFO =F.
(ii) Supposons F; et ¢; définis. Si dimg; = 0 ou 1, alors ¢ = h. Sinon, F;11 = F;(q;)
et git1 = ((qi)Fi+1)an'

E.6.1. Définition. — L’entier ht(q) s’appelle la hauteur de ¢ . La suite F = Fy C
Fy C -+ C Fy, s’appelle la tour de déploiement canonique de g. La forme g; s’appelle
le i-iéme noyau de q. Le corps Fj,_1 (resp. F},) s’appelle le corps dominant (resp.
corps de déploiement canonique) de g. On note, pour n > 0

Zn(q) = i((anl)Frn)

c’est le n-ieme indice de Witt supérieur de gq. La suite

(il(Q)v cee 7ih(Q))

s’appelle la suite de déploiement de q.
Si X est la quadrique définie par ¢, on notera aussi i, (X) := i,(q).

Comme dim g > dim gy > dim¢q; > ..., U'entier h est bien défini; comme les dim g;
ont la méme parité que dim g, ht(q) < %dim q.

« Suite de déploiement »est, faute de mieux, une traduction frangaise de « Splitting
pattern », terminologie introduite par Hurrelbrink et Rehmann. Signalons que leur
définition differe de la notre, qui est celle de Vishik : ils utilisent plutot la suite
(11(q),41(q) +i2(q), - ..). Quant & Hoffmann et Izhboldin, ils préferent utiliser la suite
(dim qo, .. .,dim¢gz). On prendra donc garde que la terminologie recouvre plusieurs
définitions (aux contenus équivalents) dans la littérature.

Pour alléger, introduisons la notation

dim,, ¢ = dim @ay,.

(49)Nous utilisons la notation ht(q) plutot que h(g) pour éviter toute confusion avec le motif de la
quadrique X définie par ¢, qui sera noté h(X).
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E.6.2. Théoréme (Knebusch [122, th. 5.1]). — Soient ¢ une forme quadratique
sur F' et K/F une extension quelconque. Alors il existe un unique i € {0,...,ht(q)}
tel que dim,, qx = dim g;.

Démonstration. — L’unicité est claire. Knebusch démontre existence en utilisant
sa théorie de la spécialisation des formes quadratiques [121](5) : donnons-en une
démonstration directe. Soit ¢ le plus petit entier tel que dim¢; < dim,, qx. 11 faut
montrer que dimg; = dim,y, gx. Posons, pour tout j < h, K; = KF};. Pour j < 1,
(g5)K; ~ qk, est isotrope; alors Kjy1/K; est transcendante pure (voir début du
8E.5). Il en résulte que K;/K est transcendante pure, d’ou il résulte facilement que
((¢x)an) K, est anisotrope. Mais alors

(E.6.1) dim,, i, = dim,, g > dim ¢; > dim,, (¢;) k,
et
(in)an =~ ((Qz)KL)an
Par conséquent il y a partout égalité dans (E.6.1). O
E.6.3. Définition. — Une suite F = Ky C --- C K}, est une tour de déploiement
générique de q si elle possede la propriété du théoreme E.6.2 avec ¢; = (¢xk, )an €t si
les extensions K;1/K; sont régulieres.

(Dans [122], Knebusch demande de plus que, pour toute extension E/F, il existe
une F-place de K; vers E ayant « bonne réduction »en ¢;, ou i est 'entier tel que
dim,, ¢g = dim ¢;, mais cette propriété est automatique puisque I’extension composée
EK;/E est transcendante pure, cf. remarque au début du §E.5.)

La définition suivante, due a Izhboldin, est particulierement importante.

E.6.4. Définition. — Supposons ¢ anisotrope. La dimension essentielle de X, est
dimes X = dim Xy —41(q) + 1.

Nous poserons aussi

dimes ¢ = dimgq — i1 (q) + 1.
Le lemme suivant est conséquence immédiate du lemme E.2.3 (b).

E.6.5. Lemme. — Soient q une forme anisotrope et ¢ < q. Supposons que dim g’ >
dimes q. Alors q},(q) est isotrope.

Nous verrons plus loin (§E.8.B) que la réciproque est vraie.

(511 démontre plus : il existe une F-place A : F; --» K telle que g; ait bonne réduction en A et que
i) ~ gk
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E.6.B. Interprétation en termes de groupes algébriques. — Kersten et Reh-
mann [125] ont généralisé la notion de tour de déploiement générique dans le contexte
des groupes algébriques linéaires.

Soit G un F-groupe réductif connexe, de diagramme de Dynkin A, et soit © un
sous-ensemble de A. Une extension K/F est un ©-corps de déploiement de G si Gi
contient un K-sous-groupe parabolique P de type ©; K est dit générique si tout
O-corps de déploiement de G est une F-spécialisation de K (au sens des F-places).
L’existence d’un tel K se démontre ainsi : étant donné P (défini sur une cloture
séparable F' de F), I’espace projectif homogene Vg = G /P est défini sur une plus
petite extension finie séparable Fg de F : I'extension minimale telle que la x-action
de Gal(F/Fg) sur A laisse © invariant. On a alors K = Fg(Ve).

Dans le cas d’une forme quadratique (V,¢q), avec dimg = n > 3, le groupe G =
SO(q) est de rang i(q). Sii(q) > ¢, alors SO(q) opere transitivement sur I’ensemble des
sous-espaces totalement isotropes de V' de dimension i ; si i < n/2, le stabilisateur de
I'un d’entre eux est un sous-groupe parabolique P; correspondant & A — {a;}, olt «;
est la i-eme racine. Réciproquement, si P; est rationnel sur F' on a i(q) > i. La variété
V; = G/P; correspondante est la « grassmannienne quadratique »des sous-espaces
totalement isotropes de rang i de V. (Dans le cas i = n/2, c’est plus compliqué.) Sans
hypothese sur i(g), une tour de déploiement générique de ¢ est « contenue »dans la
suite de corps K; = F(V;) : elle est plus « économique »que celle de la définition E.6.1
en ce que ses degrés de transcendance sont plus petits, cf. [125, p. 61].

E.6.C. Formes de hauteur 1; degré. — La proposition suivante est due indé-
pendamment & Knebusch et Wadsworth ([122, démonstration du th. 5.8], [219]) :

E.6.6. Proposition. — Une forme q est de hauteur 1 si et seulement si elle est
— semblable a une forme de Pfister au cas ot dimgq est paire ;
— semblable a une sous-forme de codimension 1 d’une forme de Pfister au cas ot
dim q est impaire.

Elle conduit immédiatement a la

E.6.7. Définition. — Soit ¢q une forme quadratique sur F'.

a) Si dim ¢ est impaire, le degré de ¢ est deg(q) = 0.

b) Si dimg est paire et non hyperbolique, soit Fj,_; son corps dominant. Par la
proposition F.6.6, q,—1 est semblable a une forme de Pfister 7 : 7 est appelée
forme dominante de g. Si dim 7 = 2", le degré de g est entier deg(q) = n.

¢) Si g~ 0, deg(q) = oco.

Cette notion est intéressante & cause du théoréme suivant, dit & Knebusch [122,
th. 6.4].
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E.6.8. Théoréme. — Pour tout n > 0, l’ensemble
Jo(F) ={q € W(F) | deg(q) > n}
est un idéal de W(F') contenant I"F.

(Sia€ F* et qe J,(F), il est clair que (a)q € Jp(F), et de méme il est clair que
Jn(F') contient les n-formes de Pfister; la difficulté est de voir que J,(F) est stable
par addition.)

E.6.9. Remarque. — En fait, on a J,(F) = I"F : ce théoréme est da a Orlov-
Vishik-Voevodsky [172]. Leur démonstration repose sur les techniques de [217], donc
sur la théorie homotopique des schémas. Il n’en sera pas fait usage ici.

Le théoreme E.6.8 fournit une nouvelle démonstration du théoreme E.5.4 : si
q € I"F — {0}, alors deg(q) > n, donc dim(q) > 2". On a de plus le complément

suivant :

E.6.10. Corollaire. — Soit q de dimension 2™. Si q € J,(F), alors q est semblable
a une forme de Pfister.

Comme application de la théorie de Knebusch, mentionnons le raffinement suivant
du théoreme de la sous-forme E.5.2 :

E.6.11. Théoréme (cf. [122, prop. 6.11], [12, Satz 18]). — Soit v une forme qua-
dratique sur F de dimension paire, de corps dominant L et de forme dominante 7.
Soit q une autre forme sur F. Alors deg(¢p(q)) > degy si et seulement si qr, est
semblable o une sous-forme de T. En particulier, en posant n = deg(yp),
(i) Sidimg > 2", on a deg(pr(q)) = deg .
(ii) Sidimg = 2", on a deg(pp(q)) > degy si et seulement si q est semblable a
une forme de Pfister T telle que (1) ~ .

En particulier, ppg) ~ 0= dimg < odeg(p)

Dans la méme direction on a le théoréme sensationnel suivant, dii & Fitzgerald [54,
th. 1.6] :

E.6.12. Théoréeme. — Soient q,p deux formes quadratiques sur F, avec @ & 0.
Supposons que ppq) ~ 0 et que  ne soit pas semblable a une forme de Pfister. Alors
dim ¢ — 29¢8(¥) > 2dimg.

E.6.D. Voisines de Pfister ; formes excellentes. — Les notations suivantes sont
tres utiles :

E.6.13. Notation. — Pour un entier n, on note I(n) P'unique entier tel que 2/™~1 <
n < 24" Pour une forme quadratique g, on note I(q) = I(dimq).

La définition suivante est due & Knebusch [123].
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E.6.1/. Définition. — Soient g une forme quadratique et ¢ une n-forme de Pfister
(éventuellement isotropes). La forme ¢ est dite voisine de ¢ si

(i) dimg > 277!

(ii) g est semblable & une sous-forme de ¢.

Une forme ¢’ telle que ¢ L ¢’ soit semblable & ¢ s’appelle forme complémentaire de q.

Noter que n = [(g). En utilisant le théoréme d’Arason-Pfister, on démontre facile-
ment :

E.6.15. Théoréme ([123, p. 3]). — Les formes ¢ et ¢’ de la définition E.6.14 sont
uniquement déterminées par q.

Knebusch démontre ensuite :

E.6.16. Théoréeme. — Pour une F-forme quadratique q, les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) Pour toute extension K/F, la forme (qx)an est définie sur F.

(ii) Pour tout i, la forme g; de la définition E.6.1 est définie sur F.

(iii) Il existe des F-formes de Pfister 7v,...,m, (h = ht(q)), telles que 7; | ;1
pour j € [1,h], des F-formes q(,...,q; et un scalaire a tels que ¢ = qan €t que,
pour tout j € [1,h], on ait ¢f_, L —qj ~ (1) az;.

Lorsque ces conditions sont vérifiées, on a
la] = a([n] = [r] + -+ + (=1)" 7))
dans W (F).

E.6.17. Définition. — Une forme vérifiant les conditions équivalentes du théoréeme
E.6.16 est dite excellente.

Les formes excellentes peuvent étre considérées comme les plus simples des formes
quadratiques. Par exemple, la suite de déploiement S d’une forme excellente ¢ (en
termes de dimensions anisotropes) ne dépend que de n = dim ¢, & savoir :

S ={n,c(n),cle(n)),...}

ot1, pour tout k € N, ¢(k) = 2!*) — k (notation E.6.13).

E.7. Equivalence birationnelle stable
E.7.A. Généralités. — Soit X une variété projective homogene. Les conditions
suivantes sont équivalentes [31, th. 21.20] :

(i) X a un point rationnel.
(ii) Il existe une F-place de F(X) vers F.
(iii) X est une variété F-rationnelle, i.e. extension F'(X)/F est transcendante pure.
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Soit Y une autre variété : de ce qui précede, il résulte que les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) X a un point rationnel sur F(Y); autrement dit, il existe une application F-
rationnelle de Y vers X.
(ii) Tl existe une F-place de F(X) vers F(Y).
(iii) X XY est Y-birationnel & P" x Y (n = dim X).

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que Y domine X et on écrit Y > X ou
X x Y. Cette relation est particulierement intéressante quand Y est aussi projective
homogene : la condition (ii) montre qu’elle définit une relation de préordre sur la
famille de ces variétés. La relation d’équivalence associée est 1’équivalence birationnelle
stable : nous la noterons ici & (d’autres auteurs utilisent la notation fsvt)

Nous utiliserons principalement les relations < et &~ dans le cas des quadriques. On
notera g < ¢’ pour Xy < Xy, etc. On a les propriétés évidentes suivantes (la troisieme
résultant du lemme E.6.5) :

E.7.1. Lemme

a) La relation < (resp. =) définit une relation de préordre (resp. d’équivalence)
sur (’ensemble sous-jacent a l'anneauw) W (F).

b) ¢ <q=q<q.

c) Siq¢ <qetdimqg > dimegq, alors ¢ = q.

De ce lemme, du corollaire E.4.2 et du théoreme E.5.2, on déduit facilement :

E.7.2. Théoréme. — Soient © une forme de Pfister, q une voisine de w et ¢’ une
forme quadratique anisotrope sur F. Alors,

a) g~ .

b) ¢ < q & ¢ est semblable a une sous-forme de 7.

¢) ¢ = q < ¢ est voisine de 7.

En fait I'implication = dans (c) est également vraie, mais c’est un résultat plus
profond, cas particulier immédiat du théoreme de Hoffmann qui suit.

E.7.B. Théoréme de Hoffmann. — C’est le suivant :

E.7.3. Théoréme. — Siq < ¢, alorsi(q) <1(q') (cf. notation E.6.13). En d’autres
termes, s’il existe n tel que dimq’ < 2" < dimgq, alors q%(q) est anisotrope.

Pour la démonstration originelle on pourra se reporter a [68]; une démonstration
un peu plus simple, mais dans le méme esprit, se trouve dans [82]. On peut aussi
déduire ce théoreme de la formule du degré de Rost [149, th. 5.3.1] (cette observation
est due a Rost). Nous déduirons au §E.8 le théoréme de Hoffmann de résultats plus
fins obtenus ultérieurement (corollaire E.8.3 et théoréme E.8.5).
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E.7.4. Corollaire. — Pour toute q anisotrope, on a dimes g > 2191,

Pour voir ceci, prendre une sous-forme ¢’ < ¢ de dimension 2?1 et appliquer le
lemme E.7.1 (c) et le théoreme E.7.3. On a méme [68, 82] :

E.7.5. Proposition. — Pour q anisotrope, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) dimesq =240~ 4-1;
(i1) 4l existe K/F tel que qx soit wvoisine d’une K-forme de Pfister et
ht(qi) = hi(q).

Une forme vérifiant les propriétés de la proposition E.7.5 est dite a déploiement
mazximal (i1(q) prend la plus grande valeur possible) : ces formes sont donc « sta-
blement »des voisines de Pfister, mais on a des exemples de formes a déploiement
maximal qui ne sont pas des voisines de Pfister (par exemple de dimension 5). Un
phénomene curieux, toutefois, est que quand dim ¢ est « proche »de 2/(@) | une forme &
déploiement maximal est une voisine de Pfister. Conjecturalement c’est le cas quand
dimgq > 5-29=3 ce qui est connu pour I(¢q) < 4; pour I(q) > 4, c’est le cas quand
dim ¢ > 2/(@) — 7 (91, th. 1.7].

E.8. Quatre résultats fondamentaux

Jusqu’a maintenant, les résultats énoncés avaient été obtenus par des méthodes
ne faisant intervenir que des résultats élémentaires d’algebre commutative, voire de
théorie des corps. Par contre, la démonstration des suivants utilise les correspondances
algébriques, quoique de maniere élémentaire pour une large part.

E.8.A. Dimension des formes dans I"™

E.8.1. Théoréme. — Soit g € I"F, anisotrope. Alors

~ soit dimq > 2"T! (et dimq est paire) ;

~ soit dim q est de la forme 2" — 2% pour un entier i € [1,n].
De plus, toutes les dimensions visées sont atteintes.

Ce théoreme généralise le théoreme d’Arason-Pfister; il avait été conjecturé par
Vishik. La derniere partie est relativement facile. Il est di & Vishik et & Karpenko,
seule la démonstration de Karpenko étant rédigée [113]. Le cas particulier disant
que dimgq > 2" = dimg > 2" 4+ 27! avait été démontré par Pfister pour n = 3,
par Hoffmann pour n = 4 et par Vishik pour tout n [213, th. 6.4] en utilisant le
théoreme E.11.31 ci-dessous. Voir aussi dans [116, th. 4.4] une démonstration de ce
cas particulier due & Hoffmann et ne reposant que sur le corollaire E.8.3 ci-dessous. Le
théoreme E.8.1 rappelle de maniére frappante le comportement des premieres classes
de Stiefel-Whitney non nulles d’un fibré quadratique (ou réel), cf. [96, prop. 1.1 (c)].
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E.8.B. Dimension essentielle des quadriques

E.8.2. Théoréme. — Soient X une quadrique anisotrope et Y une F-variété propre
(éventuellement singuliére) dont tous les points fermés sont de degré pair. Supposons
que Yr(x) ait un point fermé de degré impair. Alors

1. dim(Y") > dimes(X) ;

2. si dim(Y') = dimes(X), Xp(y) est isotrope.

E.8.3. Corollaire. — Soient q,q' deuz formes quadratiques anisotropes telles que
qg=<q. Alors

L. dimeg g < dimes ¢’ ;

2. dimes g = dimes ¢’ = g ~ ¢'.

Ces résultats sont dus & Karpenko-Merkurjev [116]; le corollaire E.8.3 avait été
conjecturé par Izhboldin. Mutatis mutandis, I’énoncé du théoreme E.8.2 est exacte-
ment le méme que celui d’un résultat annoncé par Voevodsky dans une lettre a Rost
[100, th. 9.3](©®)

— Y est lisse;

— F est de caractéristique 0;

— I’énoncé vaut pour un nombre premier | quelconque;

— X est supposé étre une « (vy,l)-variété »(loc. cit.) et la conclusion de (1) est

dimY > dim X.
(Une quadrique de dimension d est une (vy,, 2)-variété si et seulement si d = 2" —1 :
pour | = 2, le théoreme E.8.2 n’est donc pas recouvert par celui de Voevodsky, méme
pour i1(X) = 1 et méme sous les hypothéses additionnelles de ce dernier sur F et Y.)

Le cas particulier suivant avait été obtenu antérieurement par Vishik ([213,
cor. 4.9], cf. §E.11.D ci-dessous) :

E.8.4. Corollaire. — q ~ ¢ = dimg q = dimeg ¢'.

L’hypothese est en particulier vérifiée si g < ¢’ et ¢’ < ¢, ce qui fournit la réciproque
promise du lemme E.6.5.
Pour la démonstration du théoreme E.8.2, voir §E.12.A.

E.8.C. Une borne pour i;(q)

E.8.5. Théoréme. — Pour toute forme anisotrope q, on a i1(q) < |dimesq — 1|57,
ot | |2 est la valeur absolue dyadique.

Ce théoréme est dii & Karpenko [112]; il avait été conjecturé par Hoffmann. En
particulier, i1(¢) = 1 si dimes ¢ est paire. Une autre formulation est la suivante : il
existe un entier n tel que 41(g) — 1 soit le reste de la division de dim ¢ — 1 par 2™.

(©) Loc. cit., il faut lire « tout morphisme au-dessus de Zy ».
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Pour tout entier m, notons

€

m®S =m—1+|m—1|3"

Un peu d’arithmétique élémentaire montre que I(m) = I(m®) (cf. notation E.6.13) :
ainsi, le théoréme E.8.5 implique le corollaire E.7.4. Il en découle que le corollaire
E.8.3 et le théoreme E.8.5 impliquent le théoréme de Hoffmann E.7.3. (Leurs démons-
trations n’utilisent pas ce théoreme!)

Pour la démonstration du théoreme E.8.5, voir §E.12.B.

E.8.D. Une relation entre les indices de Witt supérieurs
E.8.6. Théoréme. — Soit q une forme quadratique de hauteur h, et soient iy, ..., iy
ses indices de Witt supérieurs. Notons ve la valuation dyadique. Alors, pour tout
gel,h—1], ona

va(iq) > inf (v2(ig41),. .., v2(in)) — 1.
Si de plus dimq est paire et Uentier iq + 2(ig41 + -+ + in) n'est pas une puissance
de 2, on a

va(iq) < sup (va(ig+1),---,v2(in)) -

Ce théoreme est dit & Karpenko [114]. II en déduit une autre démonstration du
théoreme E.8.1 : si ¢ est un contre-exemple & ce théoréme, on se rameéne en mon-
tant dans sa tour de déploiement générique a supposer que qi,...,q, en vérifient la
conclusion, ce qui contredit la borne inférieure du théoreme E.8.6.

E.9. Trois applications

E.9.A. Dimension des formes de hauteur 2

E.9.1. Théoréme. — Soit q une forme anisotrope de hauteur 2 et de degré n > 0.
Alors
a) Sin =0, dimq est de la forme 2¢ —2° +1 et i1(q) est de la forme 2071 —2° +1
pour a >b>1 (le cas a =b+ 1 est permis).
b) Sin>0, ona

dimgq € {27 + 2771 2n Tl ortl _on(r > p)).

Ce théoréme est dit a Vishik [212, th. 3.1]. Donnons-en une autre démontration,
reposant sur les théoremes E.8.5 et E.8.6 :

Démonstration. — Traitons (b) : le cas de (a) se traite de méme. D’apres la proposi-
tion E.6.6, on a dim ¢; = dim ¢ — 2i1(g) = 2". Appliquons le théoreme E.8.5 : il existe
7 tel que i1(q) < 2" et dimg — 1 =41(g) — 1 (mod 27). Deux cas se présentent :

1. r > n. Alors i1(q) = 2" — 2", donc dim g = 271 — 27,

2. r<n.Onai(q) =0 (mod 2"), donc i;(q) = 2" et dimq = 2" + 2"+1,



240 APPENDICE E. FORMES QUADRATIQUES ET CYCLES ALGEBRIQUES

Cette alternative avait été obtenue antérieurement par Vishik dans sa these,
au moins quand —1 est un carré [211, Statement 6.2]. On applique maintenant le
théoreme E.8.6, qui montre que (2) n’est possible que pour r > n — 2 (noter que,
pour 7 = n, on retrouve le cas r =n + 1 de (1)). O

Plus précisément, on conjecture (par exemple [211, Question 6.4]) :

E.9.2. Conjecture. — Une forme anisotrope q de hauteur 2 et de degré n > 0 est
d’un des trois types suivants :

(i) excellente;

(i) ¢~ @ ®1p, ot @ est une (n — 1)-forme de Pfister et dim =4, ¢ & I’F ;

(iii) ¢ ~ @ ® 1, ot ¢ est une (n — 2)-forme de Pfister et dimvy = 6, ¢ € I*F
(on dit que ¢ est une forme d’Albert).

Cette conjecture est connue pour n = 1 (Knebusch, [123, §10]) et pour n = 2 [99].

E.9.3. Remarque (Hoffmann). — Dans le cas n = 0, la situation est un peu
différente. D’aprés Knebusch [122, §10], ¢ est excellente dés que sa forme dominante
est définie sur F' : il obtient ainsi le théoréme E.9.1 (a) dans ce cas particulier. D’autre
part, si dim g = 5, elle est de hauteur 2 mais pas excellente en général (par exemple
si ¢ est une sous-forme d’une forme d’Albert anisotrope, cf. conjecture E.9.2 (iiii)).
Mais par ailleurs, le théoreme E.9.1 (a) entraine que ¢ est & déploiement maximal
sia > b+ 1. Pour a = b+ 1, g est excellente d’apres le lemme E.9.4 ci-dessous. La
conjecture mentionnée a la fin du §E.7 implique ainsi que g doit étre excellente en
toute dimension # 5. C’est par exemple vrai pour a < 4 ou pour b < 3.

E.9.4. Lemme (Hoffmann). — Soit ¢ une forme de hauteur 2 et de dimension
2b 4 1, avec b > 3. Alors q est excellente.

Démonstration. — Comme ¢ est de hauteur 2, il existe un scalaire u € Fy tel que
¢1-L(u) soit semblable & une b-forme de Pfister (proposition E.6.6). En fait, la classe de
carrés u est définie sur F' (pour le voir, on peut Uinterpréter comme le discriminant
de ¢1, et donc de q). Soit ¢ = g1 (u). Notons que ¢’ € I?F, donc que deg(q’) > 2.
Evidemment, on a deg(q’) < b. Supposons que deg(q’) < b. Alors il existe une exten-
sion L telle que
4 < dimgn(qy) <27
et donc
1 <3 <dima(qr) <271 +1 <2 —1 (car b > 3)

Or par hypothese, les seules dimensions « anisotropes »possibles de ¢ sont 1,20 —1,
20 + 1. D’otlt une contradiction.

Par conséquent, deg(q’) = b. Comme b > 3, le théoréme E.8.1 implique que
dim,, ¢ = 2° (observer qu’a priori dim.,(q’) > 2° par construction de ¢'). Ainsi
q=q" + (—u) avec ¢’ semblable & une b-forme de Pfister. O
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E.9.B. Une borne pour l’indice de Witt

E.9.5. Théoréme. — Supposons que q <X q' ot q et ¢’ sont deuz formes anisotropes.
Alors

Z(qu(q)) - Zl(ql) S dimes q/ - dimes q.

Ce théoreme est dit & Karpenko-Merkurjev [116, cor. 4.2] ; une variante tout aussi
frappante est dim ¢’ —i(q}?(q))+1 > dimeg ¢. Voici leur démonstration : posons X = X,
et Y = X Si dimes(X) = 0, I’énoncé est trivial. Sinon, soit Y une sous-quadrique
de Y de dimension dimes(X) — 1. Puisque dimes(Y’) < dim(Y’) < dimes(X), la
quadrique Y’ reste anisotrope sur F(X) par la premieére partie du corollaire E.8.3.
Donc, d’apres le lemme E.2.3 (b), on ai(Yp(x)) < codimy (Y') = dim(Y") —dimes (X)+
1, d’ou1 'inégalité.

E.9.C. Degré de transcendance d’un corps d’isotropie générique. — Par
définition, un corps d’isotropie générique d’une forme anisotrope ¢ est un corps de
type K1, ot (K;) est une tour de déploiement générique au sens de la définition E.6.3.

E.9.6. Théoréme. — Le plus petit degré de transcendance d’un corps d’isotropie
générique K de g est égal a dimes(X ) (= dimeg(q) — 2).

Ce théoreme est encore di & Karpenko-Merkurjev [116, th. 4.3] (ils utilisent la
terminologie « corps de déploiement générique », attribuée par Knebusch au corps Kj,
de la définition E.6.3). Il le déduisent facilement du théoréme E.8.2 : nous renvoyons
a loc. cit. pour les détails.

II. CYCLES ALGEBRIQUES

E.10. Formes quadratiques et motifs : résultats de base

E.10.A. Motifs de Chow. — Nous nous dispenserons de rappeler en détail la
construction de la catégorie des motifs de Chow, celle-ci étant maintenant bien connue
et ayant fait I'objet d’excellentes expositions, y compris dans ce Séminaire [156, 45,
193, 5]. Rappelons seulement que :

1) On part de la catégorie des F-variétés projectives lisses.

2) On « agrandit »celle-ci en gardant les mémes objets mais en prenant comme
morphismes les correspondances de Chow : Si X est purement de dimension d, les
correspondances de X vers une autre variété Y sont les éléments du groupe de
Chow CH4(X x Y). La catégorie obtenue est additive. Elle est munie d’une structure
monoidale symétrique, induite par le produit des variétés, et bilinéaire par rapport
a l’addition des correspondances (on dira qu’elle est tensorielle). La correspondance
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« graphe d’un morphisme »définit un foncteur (covariant, avec nos conventions) de la
catégorie de (1) vers cette catégorie.

3) On agrandit la catégorie de (2) en adjoignant des noyaux aux endomorphismes
idempotents (enveloppe pseudo-abélienne ou karoubienne). La catégorie obtenue est
celle des motifs de Chow effectifs. Elles est encore tensorielle et notée MoteH(F ). Si
X est une variété projective lisse, on note h(X) son image dans Mot®T (F).

4) Dans Mot®™(F), on a une décomposition canonique h(P') = 1@ L, ot 1 =
h(Spec F) et L est le motif de Lefschetz. On passe de Mot (F) & Mot(F), catégorie
des motifs de Chow, en inversant L pour la structure monoidale. Si M € Mot(F') et
n € Z, nous noterons ici

M(n) = M @ L®".

La catégorie Mot(F) est rigide, ce qui signifie qu’elle porte une dualité parfaite
relativement & sa structure tensorielle : on notera M" le dual d’un motif M (7). Dans
les applications arithmético-géométriques des motifs, il est fréquent de tensoriser les
groupes de morphismes par Q : ici, au contraire, il est trés important de les considérer
a coefficients entiers. En fait nous aurons a considérer des variantes a coefficients finis :
si p est un nombre premier, on note

Mot (F, ), Mot(F,TF,)

les catégories définies comme ci-dessus en prenant comme groupes de correspondances
les groupes CH4(X x Y')/p. La catégorie Mot(F,F,) est encore rigide.

E.10.1. Notation. — Pour M € Mot(F), on note §(M) € Z la dimension de M
(au sens des catégories rigides : c’est la trace de l'identité). De méme pour M €
Mot(F,F,); on a alors (M) € F,.

On sait que, si M = h(X) pour une variété projective lisse X, 6(h(X)) est la
caractéristique d’Fuler-Poincaré de X par rapport & une cohomologie de Weil quel-
conque.

E.10.B. Variétés cellulaires et motifs de Tate purs. — Soit X une variété
projective lisse de dimension d admettant une décomposition cellulaire : cela signifie
que X admet une stratification par des espaces affines. Le motif de X a alors une
description tres simple : les groupes de Chow de X sont libres de type fini et

(E.10.1) hMX)~@?_, CH,(X) @ L".
De plus, les accouplements CH"(X) x CHY™™(X) — Z donnés par le produit

d’intersection sont parfaits. La premiére assertion (vraie sans supposer X projective
ni lisse) se montre par dévissage et récurrence sur le nombre de cellules (c’est un

(M On prendra garde au fait que, dans [213], Vishik utilise cette notation dans un sens différent :
si N est un facteur direct du motif d’une quadrique de dimension d, ce qu’il note NV correspond &
ce que nous notons NV (d).
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cas tres particulier de la proposition E.10.7 ci-dessous) ; la seconde, qui revient & une
formule de Kiinneth via le principe d’identité de Manin, se démontre de la méme
maniere ; enfin la troisieme se déduit de (E.10.1) par dualité (voir ci-dessous). Ainsi,
h(X) est somme directe de motifs de la forme L™ : on dit que h(X) est un motif de
Tate pur.

La sous-catégorie pleine des motifs de Tate purs est trés simple : on a

Z sim=n

(E.10.2) Hom(L™, L") = {O sim .

Ainsi, les Hom sont des groupes abéliens libres de type fini, et sont invariants par
extension des scalaires. 11 est également clair que

(E.10.3) d(L™) =1 pour tout n (cf. notation (E.10.1)).

Plus généralement, soit X une variété projective lisse telle que h(X) soit un motif
de Tate pur. Alors les groupes de Chow de X sont des Z-modules libres de type fini,
comme le montre la formule

Hom(L", h(X)) = CH,(X).

Ces groupes sont en dualité parfaite, comme il résulte des formules (E.10.2) et de
la dualité sur h(X).

Si F est séparablement clos et que [ est un nombre premier différent de la ca-
ractéristique de F, on a ch (X,Z;) = 0 pour j impair et la classe de cycle CH (X) ®
Zy — HZ/(X,Z,(i)) est bijective : c’est évident en considérant le foncteur de réalisation
l-adique. Les groupes de Chow forment donc (pour une telle X) une « cohomolo-
gie de Weil »a coefficients entiers. De plus, I’équivalence rationnelle coincide avec
I’équivalence numérique.

On peut pousser plus loin 'analogie : on a des isomorphismes de Kiinneth pour
toute autre variété projective lisse Y (évidents en considérant une fois de plus le motif
de X) :

(E.10.4) CH,(X x Y) ~ @, ,_, CH;(X)® CH,(Y).

i+j=n
En tenant compte de la dualité sur les groupes de Chow de X donnée ci-dessus, on
obtient ainsi une desciption canonique de Hom(h(X), h(Y)) :

(E.10.5) Hom(h(X), h(Y)) = | Hom(CH;(X), CH,(Y)).
i>0

E.10.C. Motifs géométriquement de Tate purs

E.10.2. Définition. — Un motif M € Mot(F) est géométriquement de Tate pur si
M € Mot(F) est un motif de Tate pur. On note Mot (F)¢ate la sous-catégorie pleine de
Mot (F') formée des motifs géométriquement de Tate purs. Si p est un nombre premier,
on définit de méme la catégorie Mot(F,F,)ate-
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La catégorie Mot (F)tate est visiblement une sous-catégorie rigide de Mot (F'), stable
par facteurs directs, de méme que Mot (F,F,)iate dans Mot(F,F,,).

De méme que dans le cas classique, on peut définir I'équivalence numérique dans
Mot(F,Fp) et Mot(F,Fp)tate : pour M, N € Mot(F,F,), introduisons

NM,N)={f:M — N |VYg: N — M, tr(gf) =0}

ol tr est la trace, donnée par la structure rigide de Mot(F, F,) : ¢’est un idéal monoidal
de cette catégorie (cf. [6, lemme 7.1.1]) et on définit Motyum (F, F,) comme lenveloppe
pseudo-abélienne de Mot(F,F,)/N, et de méme pour Motyum (F, Fp)tate-

Donnons-nous un nombre premier p. Si F' est séparablement clos, le foncteur cano-
nique Mot (F, Fp)tate — MOtyum (F, Fp)tate €st une équivalence de catégories (N = 0).
On prendra garde au fait que le foncteur d’extension des scalaires

H : 1\/.[01](}77 ]Fp)tate E— MOt(F, ]Fp)tate

n’induit pas un foncteur de Mot pum (F, Fp)tate vers Motpum (F, Fp)sate (voir ci-dessous).
L’analogie avec la situation classique est tentante : définissons 1’ équivalence homolo-
gique sur Mot(F,Fp)iate comme le noyau de H, et Mothom (F,Fp)ate comme len-
veloppe pseudo-abélienne de Mot(F,Fp)ate/ Ker(H). On est donc dans la situation
suivante :

MOt(F, Fp)tate MOt(F, Fp)tate

Hi 7 |

(EIOG) MOthom (Fa IFp)tate i> MOtnum(Fy IFp)tate
MOtnum(F7 Fp)tate

ot le foncteur H est (par définition) fidele. L’argument de Jannsen [94] (cf. aussi [5,
prop. 2.6] ou [7, th. 1]) donne :

E.10.3. Proposition. — La catégorie Motyum (F, Fp)tate €5t abélienne semi-simple.

Malheureusement, pour M € Motnom (F,Fp)tate, il n’est pas vrai en général que
N (M, M) soit égal au radical de End(M); c’est méme loin d’étre le cas :

E.10.4. Proposition. — Soit X une quadrique anisotrope. Alors l'image de h(X)
dans Motpum (F, Fa)tate est égale a 0.

Démonstration. — Il suffit de voir que tout endomorphisme de h(X) dans
Mot(F,F2)tate est de trace nulle. Cela découle immédiatement du fait que tout
0-cycle sur X x X est de degré pair, ce qui résulte du théoreme E.3.2. O

Ceci limite fortement l'intérét de la proposition E.10.3. Néanmoins, la proposi-
tion E.10.4 a une conséquence intéressante :
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E.10.5. Lemme. — Soit N un facteur direct de h(X), ot X est une quadrique
anisotrope. Alors §(N) est pair (voir notation E.10.1).

En effet, 6(N) = tr(mn), ou mxy € End(h(X)) est le projecteur définissant N ; le
lemme résulte donc immédiatement de la proposition E.10.4.

D’apres (E.10.3), cela veut dire que le nombre de motifs de Tate intervenant dans
H(N) est pair.

E.10.D. Variétés projectives homogenes. — Soit X une variété projective
homogene sous un groupe réductif connexe G. Si G est déployé, X admet une
décomposition cellulaire [42] et on est dans la situation du §E.10.B. C’est par
exemple le cas si X est une quadrique hyperbolique. En général on est dans la
situation du §E.10.C.

Si G n’est pas déployé mais que X a un point rationnel, on peut décomposer
partiellement le motif de X. Par exemple, si X est une quadrique isotrope définie par
la forme quadratique ¢ ~H L ¢/, on a
(E.10.7) h(X) ~1& h(X')(1) & L?

ot d = dim X et X’ est la quadrique d’équation ¢’ = 0. Ce résultat est dii & Rost
[186]. Il montre que h(X) « contient »'indice de Witt ¢ = i(g) : en itérant, on obtient
une décomposition

(E.10.8) A(X)~10Le- - oL o h(Y)[E)® Li~*l g ... g LY

ou Y est une quadrique dont I’équation est donnée par la partie anisotrope de q. De
plus,

E.10.6. Lemme. — h(X) ne contient pas L' en facteur direct.

En effet
Hom(L', h(X)) = Hom(1, h(Y)) = CHy(Y)
et Hom(h(X), L") = Hom(h(Y),1) = CH*(Y).
La composition des correspondances
Hom(h(X), L') x Hom(L*, h(X)) — Hom(1,1)

correspond au produit d’intersection CH®(Y) x CHo(Y) — Z. Or le théoreme E.3.2
montre que ce produit est d'image 27Z.

La décomposition (E.10.7) a été généralisée par Karpenko, puis par Chernousov-
Gille-Merkurjev au cas d’une variété projective homogene quelconque ayant un point
rationnel :

E.10.7. Proposition ([109, th. 6.5 et cor. 6.11] ; [41, th. 7.1])
Soit X une variété projective lisse admettant une filtration

@ZX_1CX0C"'CXTL:X
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ot les X; sont fermés et ot, pour tout i € [0,n], X; — X;_1 est fibré sur une variété
projective lisse Y; a fibres des espaces affines de dimension constante a;. Alors on a
un isomorphisme canonique dans Mot (F')

WX) ~ @izo h(Yi)(a:)-

La maniere la plus agréable (mais certainement pas la moins cheére) de comprendre
la démonstration de cette proposition est de se placer dans la catégorie triangulée des
motifs géométriques DMgfrfl(F) de Voevodsky ([216], voir aussi ’exposé Bourbaki de
Friedlander [57, §3]) : rappelons que dans cette catégorie, le motif M (U) d’une variété
lisse U est défini et que la catégorie Mot®™ (F) s’y plonge de maniére pleinement fidele
d’apreés [215]. Traitons le cas n = 1 : c’est de toute fagon le cas essentiel. On a le
triangle exact de Gysin

M(X — Xo) — M(X) — M(Xo)(c)[2c] & .

Soit p : X — X9 — Y7 la projection de ’énoncé. Par invariance homotopique, le
morphisme M (p) est un isomorphisme. Le point est alors que ’adhérence dans X x Y
du graphe de p fournit une correspondance de Chow qui scinde ce triangle exact. On
obtient ensuite la proposition en dualisant.

Il en résulte :

E.10.8. Théoréme ([41, th. 7.4]). — Soit X wune wvariété projective homogéne
ayant un point rationnel. Ecrivons X = G/P, ou G est semi-simple adjoint et P est
un sous-groupe parabolique de G défini sur F (c’est toujours possible). Alors on a un
isomorphisme canonique dans Mot(F), de la forme

WX) = Dsea 1(Z5)(1(9))

ot A est l'ensemble (fini) des coinvariants de l'action de Galois sur (P\X)(F') et
ot 1(8), Zs sont un certain entier > 0 et une certaine variété projective homogéne
associés a 4.

Karpenko avait obtenu auparavant ce théoreme dans le cas olt G est classique [109].
En itérant, il en résulte que le motif de Chow d’une variété projective homogene est
somme directe canonique de tordus d la Tate de motifs de Chow de variétés projectives
homogeénes anisotropes.

E.10.E. Le théoréme de nilpotence de Rost

E.10.9. Notation. — On note Mot(F)nmg la sous-catégorie épaisse (c’est-a-dire
pleine, additive et stable par facteurs directs) de Mot(F') engendrée par les h(X)(n),
ot n € Z et X est une variété projective homogene. On note de méme Mot (F,F})hmg
la catégorie correspondante a coefficients IF,,.
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La catégorie Mot(F)nmg est visiblement stable par produit tensoriel et par dual;
d’apres les remarques du début du §E.10.D, c’est une sous-catégorie pleine de
Mot (F)tate- Mémes remarques & coefficients finis.

E.10.10. Théoréme. — Pour M, N € Mot(F)nmg, notons I(M, N) l’ensemble des
homomorphismes f de M vers N tels que fz = 0. Alors, pour tout M € Mot(F)hmg,
I(M, M) est un nilidéal de End(M).(®)

Ce théoreme est du & Chernousov—Gille-Merkurjev [41, th. 8.2]; dans le cas ou M
est le motif d'une quadrique, c’est le célebre théoreme de nilpotence de Rost. Pour
le démontrer, on peut visiblement supposer que M est somme de motifs de la forme
h(X)(n) pour X projective homogene (cas que considérent les auteurs). En utilisant
le théoreme E.10.8, on se ramene facilement au théoréeme suivant :

E.10.11. Théoréme. — Soient X,Y deux wvariétés projectives lisses et f €
Endh(X). Supposons que f agisse trivialement sur CH.(Xp(,) pour tout point
y €Y. Alors f3mY+1 qgit trivialement sur CH.(Y x X).

Ce théoréme est dit & Brosnan [35, th. 3.1]; le cas CHginmy (Y x X) avait été
démontré par Rost. Soit (F, CH.(Y x X))n>o la filtration de CH,(Y x X) par la
dimension du support de Y. Si (gr,)n>0 est le gradué associé, il suffit de montrer
que f agit trivialement sur gr, pour tout n. Brosnan le démontre en généralisant
légerement la composition classique des correspondances, autorisant trois variétés
X1, Xo, X3 quelconques a condition que la variété intermédiaire X5 soit projective
lisse. Pour ce faire, il utilise la formule

fog=(p3)p (9@ f)
ol ¢ est I'immersion réguliere X; x Xo X X3 — X7 X X9 x X5 x X3 donnée par la
diagonale de X3 et ' est le morphisme de Gysin correspondant [58, ch. 6]. Essen-
tiellement, cela lui permet de faire opérer la correspondance f sur la suite spectrale
de niveau qui aboutit & la filtration (F,) (). Rost, quant & lui, utilisait une suite
spectrale obtenue a ’aide de sa théorie des modules de cycles.

E.10.12. Remarques
a) Comme le groupe End(My) est libre de type fini, I(M) est aussi le sous-groupe
de torsion de End(M) comme le montre un argument de transfert bien connu.
b) Les théoremes E.10.8 et E.10.10 s’étendent aux motifs & coefficients dans F,,

avec les mémes démonstrations.

(8)La démonstration donne méme qu’il existe un entier d ne dépendant que de M tel que f¢ = 0
pour tout f € I = I(M, M). Contrairement & ce qui était indiqué dans la version diffusée lors de
I’exposé, on ne peut pas en déduire que I est nilpotent, car le lemme de Nagata et Higman invoqué
dans cette version (cf. [6, lemme 7.2.8]) ne s’applique qu’aux Q-algébres. J’ignore si I est nilpotent ;
heureusement cela n’a pas d’importance pour 'application aux corollaires E.10.13 et E.10.14.

(9)Sa formulation est plus élémentaire.
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¢) Jignore si le théoréme E.10.10 s’étend & tous les objets de Mot(F)tate. Méme
perplexité a coefficients finis.

Puisque les Hom dans Mot(F, F),)sate sont de dimension finie, la remarque E.10.12
(b) entraine, via [188, pp. 40/41, 235, 241/242] :

E.10.13. Corollaire. — Soit p un nombre premier. Alors pour tout objet M €
Mot(F,Fp)hmg, l'anneaw End(M) est extension d’une Fy-algébre semi-simple par un
nilidéal. En particulier le théoréme de Krull-Schmidt est vrai : tout objet est somme
directe d’un nombre fini d’objets indécomposables, uniques a isomorphisme pres.

E.10.14. Corollaire (cf. [41, cor. 8.3]). — Soit M € Mot(F)nmg, soit K/F une
extension, et soit (p;) € Im (End(M) — End(Mk)) une famille de projecteurs ortho-
gonaux de somme 1. Alors les p; se relévent en une famille de projecteurs orthogonauz
de somme 1 de End(M), de maniére unique d conjugaison pres.

Cet énoncé reste vrai a coefficients finis.

On aimerait pouvoir également démontrer que le foncteur d’extension des scalaires
Mot (F) — Mot(F) est conservatif. Il faut faire un peu attention car ce foncteur n’est
pas plein. Le probléeme est de montrer que, si f est un morphisme tel que fx soit
un isomorphisme, l'inverse de fx est défini sur F' : on s’en tire essentiellement quand
on sait ceci a priori ou quand la source et le but de f sont égaux. Ce probleme
est de méme nature que pour la conjecture standard B. Cela donne 1’énoncé un peu
désagréable suivant.

E.10.15. Corollaire

a) Soient M, N € Mot(F)nmg, I/F une extension, et f: M — N, g: N — M
deux morphismes tels que (gf)k soit un isomorphisme. Alors gf est un iso-
morphisme. Si (fg)x est également un isomorphisme, alors f et g sont des
isomorphismes.

b) Si N est indécomposable, il suffit de demander que (gf)xk soit un isomorphisme
pour que f et g soient des isomorphismes.

¢) [41, cor. 8.4]: Soient X, Y deux variétés projectives homogénes, K/F une ex-
tension et f € Hom(h(X),h(Y)). Si fx est un isomorphisme, alors f est un
isomorphisme.

Ces énoncés restent vrais a coefficients finis.

Démonstration

a) On se rameéne immédiatement au cas M = N,g = 1. Quitte & agrandir K,
on peut supposer que My est un motif de Tate mixte. Alors End(Mg) est
produit d’algebres de matrices M; sur Z; en observant que le terme constant
du polynéme caractéristique de l'image de fx dans M, est égal a £1 (c’est le
déterminant), on voit que l'inverse de fx est donné par un polynoéme Q(fk).
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En considérant fQ(f), on se rameéne au cas ot fx = 1; alors f est unipotent,
donc inversible.

b) En utilisant (a), on se ramene au cas ou (¢f)x = 1. Alors (fg)x est idem-
potent, donc égal & 0 ou 1 par hypothese. Mais (fg)x = 0 est impossible : cela
impliquerait que gx = (¢fg)x = 0, contredisant (¢gf)x = 1.

¢) On peut encore supposer que X et Y sont déployées sur K. En considérant le
motif de Tate de poids maximal intervenant dans h(Xg ) et h(Yx), on remarque
que nécessairement dim X = dimY. Alors la transposée de f définit un mor-
phisme g : h(Y) — h(X) et gx est évidemment un isomorphisme. On est donc
ramené au cas (a).

O

Dans la veine de (E.10.6), la définition suivante clarifie bien les choses et sera utile
plus loin :

E.10.16. Définition

a) On note Mothom (F')hmg le quotient de la catégorie Mot(F )nmg par I'idéal I du
théoreme E.10.10.

b) Soit p un nombre premier. On note Mothom (F,Fp)hme 'image essentielle de
Mot(F,Fp)hmg dans Motpom (F, Fp)iate (cf. (E.10.6) et notation E.10.9).

Par définition, les morphismes dans la catégorie
Mothom (F)hmg  (resp. Mothom (F,Fp)hmg ),
entre des motifs de variétés h(X) et h(Y'), disons, sont formés de I'image de
CHgim x (X x Y) dans CHgim x(X xY)  (resp. dans CHgim x (X x Y)/p).

Le théoreme E.10.10 et sa version modulo p montrent, comme ci-dessus, que les fonc-
teurs

MOt(F)hmg — MOthom(F)hmg et MOt(F, Fp)hmg — Mothom (F, ]Fp)hmg

sont conservatifs et que 'image d’un motif indécomposable est indécomposable. Le
corollaire E.10.15 et les remarques le précédant concernent la conservativité partielle
(?) des foncteurs

MOthom (F)hmg - MOthom(F)hmg et MOthom(F7 IFp)hmg - MOthom (F7]Fp)hrng-

E.10.F. La multiplicité d’une correspondance. — Soit o : h(X) — h(Y) une
correspondance entre variétés projectives lisses. Il existe un unique entier p(a) tel
que (py )« o a = p(a)(px)«, ol px et py sont les morphismes structuraux : c’est la
multiplicité de «. Cette fonction a les propriétés évidentes suivantes :

L p(a+ B) = pla) + p(B).
2. plao B) = p(a)u(B).
3. pla® B) = pla)u(B).
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4. Si « est le graphe d’une application rationnelle, p(a) = 1.

En particulier, si X = Y et que m est une correspondance idempotente, on a
wu(m) =0 ou 1; le second cas se produit si et seulement si la composition

N — h(X) -1,

ou N est le facteur direct défini par 7, est non triviale.

On peut aussi définir la multiplicité d’une correspondance o € CHgjp, x (X X Y),
ou X et Y sont des variétés quelconques avec Y propre : c’est Uentier p(a) tel que
P = p(a)[X] € CHaim x (X), ol p est la projection X x Y — Y. Elle coincide avec
la précédente dans le cas projectif lisse.

E.10.G. Opérations de Steenrod sur les groupes de Chow. — Dans [218],
Voevodsky définit des opérations de Steenrod en cohomologie motivique modulo p :
pour p = 2, ces opérations jouent un role essentiel dans sa preuve de la conjecture de
Milnor ([217], voir aussi [100, §6]). En comptant les degrés, on observe que les plus
importantes d’entre elles préservent les groupes de Chow modulo p

CH'(X)/p = H*(X,Z/p(i))

pour X une F-variété lisse. Il est tentant d’essayer de les définir directement dans
ce cadre, en évitant la théorie homotopique des schémas : cela correspond d’ailleurs
a une question de Fulton [58, ex. 19.2.8]. C’est ce qu’a fait Brosnan dans sa theése
[36]. Sa construction et les propriétés principales de ces opérations (pour p = 2) sont
exposées lucidement et succinctement par Karpenko dans [112, §2] :

Au moins pour les variétés quasi-projectives lisses X, Brosnan suit exactement la
construction de Steenrod, en utilisant les groupes de Chow équivariants définis par
Edidin et Graham [47] (voir aussi Totaro [210]). I obtient ainsi des opérations

S CH"(X)/2 — CH""(X)/2

(en cohomologie modulo 2, S° correspondrait & I'opération de Steenrod Sq?*). Ces
opérations ont les propriétés suivantes :

1. L’opération de Steenrod totale S = > S est un endomorphisme de I’anneau
CH"(X)/2.
2. S est contravariant pour les morphismes quelconques. Compte tenu de (1), cela
fournit la formule de Cartan pour les cross-produits de cycles.
3. Sur CH"(X)/2, S% est égal &
— 0 pour n < i;
— D’élévation au carré pour n = 1.
4. S* =0 pour i < 0; S° est Iidentité.
5. Formule de Riemann-Roch: si f : Y — X est un morphisme propre et o €
CH*(Y)/2, on a

f+(8(@) - e(=Ty)) = S(fsa) - o(=Tx)
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ou Tx et Ty sont respectivement les fibrés tangents de X et Y et ¢ désigne la
classe de Chern totale (les expressions —Tx et —Ty ayant un sens dans Ko(X)
et Ko(Y)).

Dans le cas ou f est une immersion fermée et ou « est la classe de Y, la formule
de Riemann-Roch se réduit a la formule de Wu :

(E.10.9) S([Y]) = fue(N)

ou N est le fibré normal de 'immersion f.

E.10.H. Le motif d’une quadrique déployée. — Soit X une quadrique déployée
de dimension d et d’équation ¢ = 0. L’anneau de Chow de X admet une description
treés simple : on a

Zht sii<d/2
(E.10.10) CH'(X) = { Zlq_; sii>d/2

ZI' 7% sii=d/2
oll h est la classe d’une section hyperplane de X et, si j < d/2, I; désigne la classe
d’un sous-espace projectif de X de dimension j. Pour j = d/2 (donc d pair), on a

deux telles familles de sous-espaces [* et [2, qui sont conjuguées sous 'action de O(q).
Plus précisément :

F.10.17. Lemme

a) Soit u € O(q). Alors u opére trivialement sur CH (X) sii # d/2. Sii=d/2, u
opére trivialement sur CH'(X) si u € SO(q) et échange I* et 1% siu & SO(q).

b) L’application naturelle O(q) — End(h(X)) est triviale si d est impair et se
factorise (non trivialement) & travers le déterminant si d est pair.

(11 suffit de tester (a) sur les réflexions puisque celles-ci engendrent O(q), ce qui est
facile; (b) résulte de (a) puisque End(h(X)) opere fidelement sur les CH'(X), cf.
(E.10.5) ci-dessous.)
On a de plus les relations (cf. par exemple [107])
Rt =2l ; (i>d/2)
RY2 = 1" 412 sid est pair
(R lg_y =1 (i<d/2)

0 sid=0
E.10.11 2 =
( ) ) {1 sid=2

{1e,1% pour a = 1, 2.

( )
( )
1 sid=0 (mod4)
{0 sid=2 ( )
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Ceci permet de donner une formule explicite pour les « projecteurs de Kiinneth »;
de X selon la décomposition (E.10.4) (m; projette sur CH;(X)) :
l; x bt sii<d/2
Rt x 14, sii>d/2
PxIP+12x1? sii=d/2etd=0 (mod 4)
PxP+PPxl! sii=d/2etd=2 (mod4).

(E.10.12) T =

Bien entendu, tous ces calculs restent valables modulo 2.

E.10.18. Remarque. — (E.10.10) et (E.10.11) sont des cas particuliers de [175,
prop. 1], qui permettrait de généraliser la formule (E.10.12) & une variété projective
homogene déployée quelconque.

Les opérations de Steenrod operent de la maniére suivante sur les images de h et
des [; dans les groupes de Chow modulo 2 :

(E.10.13) S(h'y=n'(1+h)" (i >0)
S(lg—i) =la—i(1 + h)i+1 (i >d/2).

(La premiére formule se réduit au cas ¢« = 1 par la propriété (1) du §E.10.G; elle
est alors évidente compte tenu de (3) et (4). Quant & la deuxiéme formule, elle est
démontrée par exemple par Karpenko dans [112, cor. 3.3] au moyen de la formule de
Wu (E.10.9). Noter également que h* = 0 pour i > d/2 d’apres les relations (E.10.11),
de sorte que la contradiction entre les deux formules pour ¢ = d/2 quand d est pair
n’est qu’apparente!)

E.11. Formes quadratiques et motifs : théories de Rost et de Vishik

Dans cette section, nous exposons les résultats de Rost et Vishik sur la struc-
ture du motif d’'une quadrique. Ils reposent sur le théoreme de nilpotence de Rost
(théoréme E.10.10), que Rost a démontré pour calculer le motif d’une quadrique de
Pfister (théoréme E.11.14). Ce calcul a ensuite été vastement généralisé par Vishik
dans sa these [211]. Vishik y travaille apparemment dans la catégorie DM®T(F) des
motifs triangulés de Voevodsky, mais D'article [213], sur lequel nous nous reposons,
clarifie les choses et montre que tout se passe en fait dans la catégorie des motifs
purs et résulte de calculs remarquablement élémentaires (a l’exception d’un résultat,
le théoréme E.11.31 qui utilise les opérations de Steenrod motiviques).

E.11.A. Facteurs directs du motif d’une quadrique, d’aprés Vishik. — Soit
X une quadrique anisotrope de dimension d. Notons

— h(X) son motif dans Mot(F)hmg ;

— h(X,F53) son motif dans Mot(F,F2)hmg ;

— hhom (X)) son motif dans Mothom (F')hmg ;

~ hhom (X, F2) son motif dans Mothom (F, F2)hmg-
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On notera aussi X = X x  F et on ne distinguera pas h(X) et hpom(X), ni h(X,Fa)
et hhom(X, IFQ).

D’apres le corollaire E.10.14, les facteurs directs de h(X) (resp. de h(X,Fs)) sont
en correspondance bijective, a isomorphisme pres, avec ceux de hpom(X) (resp. de
hhom (X, F2)). Vishik démontre de plus que les facteurs directs de hpom(X) et de
hhom (X, F2) sont aussi en correspondance bijective. Son raisonnement pour relever
des projecteurs modulo 2 en des projecteurs entiers est assez délicat dans le cas ou d
est pair : nous en donnons l'essentiel en E.11.A.2. En réalité, toutes les applications
aux formes quadratiques utilisent les groupes de Chow modulo 2 : la distinction entre
le cas entier et le cas modulo 2 n’a donc pas une grande importance en pratique.

E.11.A.1. Le cas de dimension impaire. — Si d est impair, la situation est relati-
vement simple : pour tout i € [0,d], la correspondance 2m; (cf. (E.10.12)) est ra-
tionnelle sur F, représentée par le cycle h?~% x hi. En particulier, End(hnom (X)) =

Im(End(h(X)) — End(h(X))) contient 2End(h(X)). Pour comprendre cette image
on peut donc réduire modulo 2; d’aprés (E.10.5), on a un isomorphisme d’anneaux

d
End(h(X,F2)) ~ [ ] Fa-
=0

L’image End(hnom(X,F2)) de End(hnom (X)) dans cet anneau correspond donc &
une partition P de {0,...,d}, et tout idempotent de End(hpom(X,F2)) se releve en
un idempotent de End(hnom (X)), unique puisque cette algebre est commutative.

Explicitement, soit I une partie de {0,...,d} telle que la correspondance m; :=
> i1 i soit définie sur F' : alors les I minimaux forment la partition en question. En
appliquant le corollaire E.10.14, on obtient que les (7);cp se relevent en des projec-
teurs orthogonaux 7y de somme 1 dans End(h(X)), de maniére unique & conjugaison
pres. En particulier, les 7; définissent une décomposition

WMX) = Dyep NI)

en somme directe de motifs indécomposables, unique a isomorphisme pres. On a

N()p = Die; L#.
Vishik note N — A(N) la bijection inverse de I +— N(I) : il appelle A(N) le support
du facteur direct indécomposable N.
Enongons une partie de ce qui précede :

E.11.1. Proposition. — Supposons d impair. Alors l'algébre End(hnom(X,F2)) est
commutative et semi-simple. En particulier,
(i) Tout facteur direct indécomposable de hpom(X,F2) apparait avec multiplicité
1.

(ii) Si N, N’ sont deux facteurs directs indécomposables de hpom(X,F2) non iso-
morphes, on a Hom(N, N") = 0.
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E.11.A.2. Le cas de dimension paire. — Le premier résultat difficile de Vishik est
que la description précédente s’étend (essentiellement) au cas pair.

E.11.2. Théoréme. — Soit X une quadrique non hyperbolique de dimension paire
d. Alors
a) Le radical de End(hnom(X,F2)) est engendré par 6 :=1—71, ot T est (le graphe
d’)une réflexion quelconque.
b) L’algébre quotient est commutative.
c) Tout systéme d’idempotents orthogonauz de somme 1 de End(hnom(X,F2)) se
reléve dans End(hpom(X)), de maniére unique & conjugaison prés.

En particulier, tout facteur direct indécomposable de h(X) apparait avec multipli-
cité 1.

Ce théoreme est (essentiellement) le contenu de [213, Sublemma 5.11].

Démonstration. — Voici une démonstration de (a) et (b) : d’apres (E.10.5),
End(h(X)) est une sous-algebre de

d
[1 Erd(CH (X)/2) = ] Fa x Ma(F2).
i=0 i#£d/2

L’image de 0 dans cette algébre est nulle dans chaque facteur Fa, et vaut 6 = (1 1)
dans Ms(F3) (lemme E.10.17).

Comme X n’est pas hyperbolique, tous les éléments de CHY 2(X)/2 sont de degré
pair (cf. remarques suivant (E.10.7)). En particulier, pour tout ¢ € End(h(X)),
Y(h%?) est de degré pair; autrement dit, si (ab) est 'image de ¢ dans My(Fs),
onaa+b+c+d=0. Notons A la sous-algebre de M5 (F5) définie par cette condition.

E.11.3. Lemme (Vishik). — Pour x € A, soit x, soit x + 0 est idempotent.

Ce lemme entraine que soit 1, soit ¥ + 6 est idempotent. Pour conclure la preuve
de (a) et (b), il suffit de montrer que 6 est dans le radical de End(h(X)) : mais il est
clair que 6 est de carré nul et que son produit avec toute matrice de A est un multiple
de 6.

Quant a (¢), il n’apparait pas sous cette forme dans [213], mais voici une maniére
de le déduire des calculs qui y sont faits. Tout d’abord, ’énoncé de (c) est vrai pour
I’homomorphisme End(h(X)) — End(h(X,Fs)) (vérification facile) ; ceci implique (c)
au cas ou l'on a

(E.11.1) 2End(h(X)) C End(hpom(X)).

E.11.4. Lemme. — (E.11.1) est vrai dans les cas suivants :
(i) End(hyom(X)) contient un élément v tel que tr(yp | CHY2(X)) soit impair.
(ii) Le groupe de Galois absolu G opére non trivialement sur CH*(X) (c’est-a-
dire sur CHY?(X)).
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Démonstration. — (i) est [213, sublemma 5.7] : nous renvoyons & loc. cit. pour la
démonstration, trés technique. (ii) Si 'action de Gr n’est pas triviale, Gy permute
I' et 2, donc opere comme O(q) ; alors Endg, (CHY?(X)) = Z & Z0 et (E.11.1) est
vérifié. O

Déduisons-en (c) : le cas intéressant est celui ou la condition du lemme E.11.4
n’est pas vérifiée. Soit € € End(hpom(X,F2)) un idempotent. L’hypotheése implique
que la trace de € opérant sur CHd/Q()_()/2 est égale a 0. Donc € opere sur ce groupe
comme 0 ou l'identité. Quitte & le remplacer par 1 — ¢, on peut supposer qu’il opere
trivialement. Or X est déployée par une extension multiquadratique de F' : il existe
donc un entier s tel que 2° End(h(X))9F = 25 End(h(X)) C End(hnom(X)).

Soit A I'image de End(hpom (X)) dans End(h(X))/2°. Comme le noyau de A5 —
End(hpom (X, F2)) est nilpotent, € se reléve en un idempotent e, € A, dont ac-
tion sur CH%2(X)/2% est nécessairement triviale. Par conséquent, 'image de €, dans
End(h(X))/2° se releve en un idempotent € de End(h(X)), et on a automatiquement
€ € End(hpom(X)). O

Pour compléter cette description, il faut encore étudier les homomorphismes entre
facteurs directs indécomposables. Notons 7rcll /2 et wg /2 les deux idempotents de A de
somme 1 (voir la définition de A juste avant le lemme E.11.3)

) 11 ) 0 1
Ta2=\g o)  T2T\og 1)

Wé/29_ =0, ’R’LQ{/QH_ =40, 9_7'(;/2 =40, 9_71'3/2 =0.

On a

Deux cas se présentent donc :

E.11.5. Proposition

a) Supposons que, dans End(h(X))/(6), un idempotent indécomposable € contienne
775/2 + 71'(21/2. Alors, si N¢ est le facteur direct correspondant de h(X), on a
End(N.) = Fy @ Foefe. Pour tout autre facteur direct indécomposable N, on
a End(N) = Fz, et Hom(N,N’) = 0 st N et N’ sont deuzx facteurs directs
indécomposables non isomorphes.

b) Supposons que, dans End(h(X))/(0), un idempotent indécomposable e
contienne 775/2 et qu’un autre idempotent indécomposable €5 contienne 773/2.
Soient Ny et Ny les facteurs directs de h(X) correspondants. Alors, pour tout
facteur direct indécomposable N de h(X), on a End(N) = Fa. Si N,N' sont
deuz facteurs directs indécomposables non isomorphes, on a Hom(N, N') = 0,
sauf si (N, N') = (N1, Na) auquel cas Hom(Ny, No) = 7r3/297rcll/215‘2 #0.

E.11.6. Remarque. — Comme me ’a fait observer Vishik, il est facile de donner
un exemple de deux facteurs directs indécomposables M, N de motifs de quadriques
(différentes) tels que dim Hom (M, N) > 3 dans Motpom (F, F2)hmg : prenons une forme
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quadratique ¢ de dimension d + 2 avec d > 5, de quadrique associée X, telle que
N = hpom(X, F2) soit indécomposable (par exemple g générique). On voit facilement
que ITm(CH?*(X x X) — CH?*(X x X)/2 a pour base (h? x 1,h x h,1 x h?) ot1 h est
une section hyperplane. Mais

Hom(N(d —2), N) = Hom(N(d — 2),NV(d)) = Hom(N ® N, L?)

est égal & ce groupe. (Noter que N(d — 2) est facteur direct de h(Y), ou Y est la
quadrique définie par ¢ L (d — 2)H, cf. (E.10.8).)

E.11.A.3. Les diagrammes de Vishik. — On a vu en E.11.A.1 que, si la dimension d
de la quadrique X est impaire, les facteurs directs indécomposables de h(X) sont en
bijection avec une certaine partition de I’ensemble des motifs de Tate intervenant dans
H(h(X)), qui peut étre identifié¢ & {0, ..., d}. Lorsque d est pair, le méme énoncé est
vrai d’apres E.11.A.2, mais on ne peut plus identifier cet ensemble & un ensemble d’en-
tiers puisque L%? intervient avec multiplicité 2. En fait, comme le remarque Vishik,
ces deux facteurs sont dissymétriques. Plus précisément, il fait le choix suivant :

TP = 1" x (I' + 1)
Mo = T2 — T (cf. (E.10.12)).

(Ainsi, 7"P opére comme w§/2 sur CH?(X)/2 si d = 2 (mod 4) et comme 71'3/2 +0
sid =0 (mod 4).) Il note L et L, les deux facteurs directs correspondants : la
restriction de degy & CHg/o(L"P) (cf. E.11.A.4) est nulle tandis que sa restriction a
CHg/2(Lio) est non nulle. Il note A(X) I'ensemble de ces motifs de Tate : ainsi, pour
tout facteur direct M de h(X), on peut identifier 'ensemble A(M) des motifs de Tate
intervenant dans H(X) a un sous-ensemble de A(X), et M est déterminé par A(M)
A isomorphisme prés. Enoncons ceci explicitement, pour référence ultérieure :

E.11.7. Proposition. — Soient N,N' deuz facteurs directs du motif d’une méme
quadrique. Si A(N) NA(N'") # 0, alors N ~ N'.

Pour représenter la décomposition de h(X) en facteurs directs indécomposables,
Vishik dessine des diagrammes fondés sur cette description. Ainsi, voici un diagramme
représentant la décomposition motivique d’'une quadrique définie par une 3-forme de
Pfister :

T

E.11.A.}. Le caractére de Vishik. — Vishik a introduit un critere tres pratique pour
démontrer un isomorphisme entre motifs indécomposables :

E.11.8. Définition. — Soit X une quadrique. On note degy ’homomorphisme
degy : CH,(X)/2 — Ty
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prenant la valeur 1 sur tous les générateurs apparaissant dans (E.10.10). C’est le
caractére de Vishik.

On a le lemme trivial suivant :

E.11.9. Lemme. — Si dim X est paire, degyof = 0, ot 6 est comme dans le
théoréme E.11.2.

On en déduit :

E.11.10. Théoréme ([213, th. 3.8]). — Soient X1, Xo deuzr quadriques et ay,as
deuz entiers > 0. Soient @ h(X1)(a1) — h(X2)(az) et §: h(X3)(az) — h(X1)(a1)
deuz morphismes de Mot(F,Fs), et soit v > 0 tels que (degx, of3 o )| cH,(X)/2 F
0. Alors il existe des facteurs directs indécomposables N1 et Ny de h(X1)(a1) et
h(X3)(az2), isomorphes, tels que L™ € A(Ny) et L™ € A(N3).

Démonstration. — Tout d’abord, on peut se ramener a a; = az = 0 en remplacant
X; et Xo par X] et X}, ol X/ est d’équation a;H L ¢; si X; est d’équation ¢; (cf.
(E.10.8)). Choisissons maintenant des décompositions en somme de facteurs directs
indécomposables

h(Xy) ~ @sES Nsl’ h(Xz) =~ @teT Nt2'

Travaillons dans Mothom (F, F2)hmg. Sur les décompositions ci-dessus, les mor-
phismes II(«) et TI(3) ont des écritures matricielles (ag) et (Bis) (voir (E.10.6) pour
se rappeler la définition des foncteurs H et II). De méme, II(8 o a) a une écriture
matricielle ((Boa)ss ). De plus, la proposition E.11.5 implique que, modulo 6 si dim X
est paire, cette matrice est diagonale. L’hypothese et le lemme E.11.9 impliquent
donc qu’il existe sg tel que

(6 o a)SOSO = Zﬁtsoasmﬁ =1 (mOd <9>)
teT

Par conséquent, il existe aussi un tg tel que Bys,st, = 1 (mod (0)). Soient Ny =
NslO et Ny = NtQO : le corollaire E.10.15 (b) implique que N1 ~ Ns. De plus, I’hypothese
implique immédiatement que L™ € A(N7y) et L™ € A(Ny). O

E.11.B. Premieéres applications

E.11.11. Définition. — Pour toute quadrique anisotrope X, on note Ny(X)
I'unique facteur direct indécomposable de h(X) tel que 1 € A(No(X)) : c’est le motif
initial de X.

E.11.12. Théoréme. — Soient X,Y deuz quadriques anisotropes. Alors X =Y &
No(X) 2~ No(Y).

L’implication = est le corollaire 3.9 de [213].
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Démonstration. — Voici la démonstration de Vishik : choisissons un point rationnel
p € Y(F(X)) et un point rationnel ¢ € X (F(Y)). Alors p et ¢ correspondent & des
appplications rationnelles p : X ~» Y et ¢ : Y ~» X. Soient a : h(X) — h(Y) et
B : h(Y) — h(X) les correspondances données respectivement par (I’adhérence du)
graphe de p et de g. Il est immédiat que la condition du théoreme E.11.10 est vérifiée
avec r = 0.

Je n’ai pas trouvé I'implication < dans [213], mais sa démonstration est facile :
soit ¢ : No(X) — No(Y) un isomorphisme. Il induit un morphisme

h(X) — No(X) —2= No(Y) — h(Y)

qui induit évidemment un isomorphisme CHg(X) = CHg(Y). Par le théoreme E.3.2,
tout point rationnel de X (sur une extension de F') fournit un point rationnel de Y,
donc X XY, et de méme YV < X. O

E.11.13. Théoréme. — Soit X une quadrique anisotrope. Alors h(X) contient

DL No(X)(3)

en facteur direct (cf. la définition E.6.1 pour se rappeler la définition de i1(X)).

C’est le corollaire 3.10 de [213]. Vishik le démontre ainsi : comme les No(X)(i)
sont visiblement deux a deux non isomorphes, il suffit de montrer que chacun est
facteur direct de h(X). Fixons i < i;1(X). Dans Xp(x), choisissons un sous-espace
projectif L de dimension 4. Son adhérence dans X x X définit une correspondance
a : h(X)(i) — h(X). D’autre part, considérons une section plane de codimension i
de X, et plongeons-la diagonalement dans X x X : cela définit une correspondance
B : h(X) — h(X)(4). Il est alors facile de voir que la condition du théoréme E.11.10
est vérifiée avec r = i.

E.11.C. Le motif de Rost
E.11.14. Théoréme. — Soit ¢ une n-forme de Pfister anisotrope, et soit X = X,
la quadrique associée. Alors il existe un unique motif M = M, tel que

(i) Mp~1@LOE" -1,

(i) h(X) = @7 " M().

Ce théoreéme est di & Rost [186]. Le motif M, est appelé le motif de Rost associé
a o : il joue un role clé dans la démonstration par Voevodsky de la conjecture de
Milnor (cf. [100, §8.1]).

Démonstration. — Voici comment Vishik le déduit du théoreme E.11.13 : nous allons
voir que M, = No(X,,). Partons de ce dernier motif (noté N pour simplifier). Comme
i1(X,) = 2", h(X,,) contient

M= @, NG
= Wi=0 i)
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en facteur direct. D’autre part, le lemme E.10.5 implique que H(N) contient au moins
deux motifs de Tate. En comptant, on voit successivement que
— le nombre de motifs de Tate intervenant dans M est > au nombre de motifs de
Tate intervenant dans h(X);
M = h(X);
— H(N) contient exactement deux motifs de Tate;

— le motif de Tate # 1 intervenant dans H(N) est nécessairement L,

On a le complément suivant :

E.11.15. Lemme. — Posons d = 2" — 2 = dim X. Alors le facteur LY? contenu
dans A(M,) est L'P.

C’est le point clé du contenu de [213, §5.7] (démonstration de la proposition 4.8).
Le raisonnement de Vishik est le suivant : A(M,(d/2)) contient L9, donc

CHy(H(M,(d/2))) = CHy(X) = CH(X)

dont le générateur est évidemment défini sur le corps de base. Il en est donc de méme
pour le générateur de CHg/o(H(M,)) = CHg(H(M,(d/2))). Comme X n’est pas
hyperbolique, ce générateur est nécessairement h%/2, et donc deg x (CHy2(H (M,))) =
0.

Avant d’énoncer un corollaire, donnons une définition :

E.11.16. Définition. — Soit N un facteur direct de h(X). On note :
— a(N) le plus petit entier a tel que L* € A(N).
— b(N) le plus grand entier b tel que L® € A(N).
— t(N) =b(N) — a(N) (cest la taille de N).

E.11.17. Corollaire. — Soit X une quadrique anisotrope de dimension d. Soit
a < i1(X), et soit N un facteur direct indécomposable de h(X) tel que L* € A(N). Si
a<d/2, ona N~Ny(X)(a). Sia=d/2, on a N ~ Nyo(X)(a) ou N ~ No(X) selon
que L* = L;, ou que L* = L"P,

Cet énoncé recouvre le contenu de [213, §5.7]. Pour le démontrer, rappelons que
No(X)(a) est facteur direct de h(X) d’apres le théoreme E.11.13. Sia < d/2, A(N)N
A(No(X)(a)) # 0, d’ol V'assertion. Supposons maintenant a = d/2. Alors d/2 <
i1(X), donc d’apres la proposition E.6.6, X est définie par une forme de Pfister.
D’apres le théoreme E.11.14; h(X) contient exactement deux motifs indécomposables
N tels que L2 € A(N'), asavoir N’ = No(X) et N' = No(X)(d/2). L’énoncé résulte
donc du lemme E.11.15.



260 APPENDICE E. FORMES QUADRATIQUES ET CYCLES ALGEBRIQUES

E.11.D. La taille du motif initial
E.11.18. Théoréme. — Soit X une quadrique anisotrope. Alors :

a) t(No(X)) = dimes(X).
b) No(X) =~ No(X) (dimes(X)).

La premiére partie de ce théoréme est le corollaire 4.7 de [213] ; la deuxiéme partie
est un cas particulier du théoreme 4.19 de op. cit. La démonstration se fait en deux
étapes :

1. Le cas i1(X) = 1.

2. Réduction au cas (1).

Pour ’étape (1), nous proposons la démonstration suivante, différente de celle de
Vishik : posons N = Ny(X) et K = F(X). D’apres (E.10.7), on a

X)) ~1@h(X)(1)® LY
ou X7 est la quadrique anisotrope définie par ¢;. On a aussi

D’autre part,
§(N)=6(Ng)=1+6(N")

est pair (lemme E.10.5), donc §(N’) est impair. En réappliquant le lemme E.10.5,
il en résulte que N’ n’est pas facteur direct de h(X;)(1). Mais alors on a forcément
L% € A(N), ce qui démontre (a).

Pour (b), on observe que NV (d) est facteur direct de h(X)V(d) ~ h(X) et que,
d’apres (a), A(N)NA(NY(d)) # 0 et on conclut par la proposition E.11.7.

L’étape (2) est une méthode devenue classique dans le sujet. Il y a plusieurs
manieres de faire cette réduction : dans [86, dém. du lemme 7.9], Izhboldin utilise
une technique générique. Vishik, pour sa part, démontre que X contient une sous-
quadrique Y telle que X =~ Y et i;(Y) = 1 [213, sublemma 5.25]. Si i;(X) = 1, il
n’y a rien & démontrer. Supposons que i1 (X) > 1. Alors toute sous-quadrique Z de
codimension 1 est stablement birationnellement équivalente & X (lemme E.7.1 (c)) et
on s’en tire par récurrence sur d = dim X.

Le théoréme E.11.12 montre maintenant que Ny(X) ~ No(Y). D’apres le théoreme
E.11.13, No(X)(i1(X) — 1) est facteur direct de h(X), ce qui implique a priori que
b = b(No(X)) < dimes(X). Pour montrer I'inégalité inverse, Vishik observe que le
lemme E.10.6 implique d’abord que b > d/2, puis que b > d —i;(X) parce que Np(x),
et donc h(X)p(x), contient un facteur direct isomorphe & L.

Le corollaire E.8.4 découle immédiatement des théoremes E.11.12 et E.11.18. On
déduit aussi du théoreme E.11.18 le corollaire suivant, di & Karpenko [110, th. 6.4] :
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E.11.19. Corollaire. — Soit o une correspondance de X wvers elle-méme, ou X est
une quadrique anisotrope telle que i1(X) = 1. Alors p(a) = p(at) (mod 2), ot ot est
la correspondance transposée et (i est la multiplicité (cf. E.10.F).

Démonstration. — Soit 7 le projecteur définissant No(X) : on a u(m) = 1 (cf. fin
de E.10.F). On a donc par E.10.F (2)

() = p(rarm).
Le théoréme E.11.18 implique en particulier que 7 = 7t. On a donc
(rar)t = maln.

Rappelons que End(No(X)) = Fy ou Fo @ Fef, ot § = 1 — 7 € End(h(X)) est
Pélément du théoreme E.11.2 (proposition E.11.5). Soit A = End(Ny(X)) dans le
premier cas et A = End(Ny(X))/(#) dans le second. Remarquons que 6" = 6, donc la
transposition induit une involution de A ~ 5, et cette involution est nécessairement
I'identité. Ainsi

t

(mam)t = mar  dans A.

D’autre part, x(0) = (1) — pu(7%) = 0 par E.10.F (4). On obtient donc finalement,

modulo 2 :

pla) = p(mar) = p((ram)') = p(ra'n) = p(a’)

comme demandé. O
E.11.E. Motifs supérieurs. — Soit X une quadrique anisotrope de dimension d,
d’équation g = 0, et soit (i1,...,4x) sa suite de déploiement (définition E.6.1). Pour

0 <r < h, posons également
,
I, = Z i
=1
Ainsi I, est I'indice de Witt de gp, (voir encore définition E.6.1).

E.11.20. Théoréme. — Soit r € [0,h[. Supposons qu’il existe un facteur direct
indécomposable N de h(X) tel que a(N) € [I, Ir11]. Alors :

a) Pour tout j € [I, I,41[, N(j — a(N)) est facteur direct de h(X).

b) On a t(N) = dimes(X,).

¢) On a N~ NVY(2a(N) — dimes(X,.)).

Ce théoréme est équivalent & [213, th. 4.13 et cor. 4.14]. Pour démontrer (a), Vi-
shik distingue deux cas : j > a(N) et j < a(NN). Dans le premier, la démonstration
est analogue & celle du théoreme E.11.13 ([213, §5.8]; il utilise les motifs des grass-
manniennes quadratiques du §E.6.B). Ensuite, il ramene le deuxiéme au premier par
dualité.

Nous proposons la démonstration suivante de (b), un peu différente de celle de
Vishik : dans le cas r = 0, c’est déja connu (théoreme E.11.13, corollaire E.11.17,
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théoréme E.11.18). A partir de 1a, on procéde par récurrence sur r de la maniére
suivante.

E.11.21. Lemme (cf. [213, sublemma 5.29]). — b(N) < d — I,.

Démonstration. — En effet, supposons le contraire. Alors a(NV(d)) = d—b(N) < i,.
Observons que NV (d) est facteur direct (indécomposable) de h(X)Y(d) ~ h(X). Par
récurrence, on a

t(N) =t(NY(d)) = dimes(Xs) =d — I, + 1
pour un s < r. Mais alors
bB(N)=a(N)+d—I;+1>d+ I, —I;+1>d+1

ce qui est impossible. O

Le lemme E.11.21 implique que N, est un facteur direct de h(X,)(l.). Par
conséquent, N’ = Np (—I,) est facteur direct de h(X,), et a(N') < i1(X,.). Il résulte
du corollaire E.11.17 que N’ contient No(X,)(a(N’)) en facteur direct, et d’apres le
théoreme E.11.18 que

t(N) =t(N') > dimes(X,).

Gréce a la partie (a) du théoreme E.11.20, on peut supposer que a(N) = I,.41 — 1.
Alors t(N) > dimes(X,) = b(N) > L4 +dim(X,) —ip41 = d— I, donc b(N) = d— I,
grice au lemme E.11.21, d’ou (b). Enfin, pour (c), on remarque que d — b(N) €
[I-,I.+1] et on applique la proposition E.11.7.

E.11.22. Corollaire. — Pour N comme dans le théoréme E.11.20, on a b(N) >
d/2.
Démonstration. — En effet, on a
b(N) =a(N)+t(N) > I + dimes X, = I, +d — 21, —ipj1+1=d— L1 +1
et cet entier est toujours > d/2. O

Le corollaire E.11.22 implique par dualité que a(N) < d/2 pour tout facteur direct
indécomposable N de h(X) : ainsi le théoréme E.11.20 décrit tous ces facteurs directs.
En particulier :

E.11.23. Corollaire ([213, th. 4.19]). — Tout facteur direct indécomposable N du
motif d'une quadrique est polarisable : il existe un entier r tel que NV ~ N(r).

On en déduit :

E.11.24. Corollaire. — Soient N, N' deux facteurs directs indécomposables de mo-
tifs de quadriques et soit f : N — N’ un morphisme. Supposons que [k soit un
isomorphisme, ot K/F est une extension. Alors f est un isomorphisme.
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Démonstration. — En tenant compte du corollaire E.11.23, c’est la méme que celle
du corollaire E.10.15 (¢) (on observe d’abord que, nécessairement, a(N) = a(N') et
b(N) = b(N")). O

E.11.25. Remarque. — Vishik m’a donné un exemple ou, bien que ¢(N) =
dimes(X,) dans le théoreme E.11.20, Np, n’est pas isomorphe & un twist de
No(X,) : il prend une sous-forme g de codimension 1 d’une forme p de dimension
12 telle que p € I?F. Si X est la quadrique correspondante (de dimension 9), on a
h(X) = No(X)@® N ou N est indécomposable (avec A(N) = {L, L3, L®, L?}). Mais ¢
est une voisine de Pfister (ce résulat est dii & Izhboldin), donc No(X7) est un motif
binaire d’apres le théoreme E.11.14, ce qui montre que Npg, est décomposable. cf.
[213, p. 77).

E.11.F. Equivalence motivique

E.11.26. Théoréme. — Soient q,p deuz formes quadratiques, m,n > 0 et X,Y
les quadriques associées. Supposons que, pour toute extension K/F, les conditions
i(pr) > n et i(qr) > m soient équivalentes. Supposons que h(Y') admette un facteur
direct indécomposable N tel que a(N) = n. Alors h(X) admet N(m — n) comme
facteur direct.

C’est le théoreme 4.17 de [213]. Sa preuve est dans [213, §5.9] : c’est une généra-
lisation de celle de 'implication = dans le théoreme E.11.12, qui repose également
sur le théoreme E.11.10 et utilise les grassmanniennes quadratiques. En voici deux
corollaires :

E.11.27. Corollaire. — Soit X une quadrique anisotrope, et soitr € [0, h[ ot h est
la hauteur de X. On prend les notations de la définition E.6.1. Supposons qu’il existe
une quadrique anisotrope Y telle que Y ~ XtV og XU+ est une grassmannienne
quadratique de corps des fonctions équivalent & Fr.1q (cf. §E.6.B). Alors Uhypothése
du théoréme E.11.20 est vérifiée.

Démonstration. — C’est le cas particulier n = 0 du théoréeme E.11.26. O

E.11.28. Corollaire (Equivalence motivique). — Soient X,Y deuz quadriques
anisotropes de la méme dimension. Alors h(X) ~ h(Y) si et seulement si i(Xg) =
i(Yi) pour toute extension K/F.

C’est I'un des plus beaux résultats de Vishik, le théoreme 4.18 de [213]. La nécessité
résulte facilement du théoreme E.11.26 ; pour la suffisance, Vishik remarque simple-
ment que le motif de X (ou celui de Y') « code »les indices de Witt supérieurs (cf.
lemme E.10.6).

Izhboldin a remarqué :
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E.11.29. Proposition ([84, cor. 2.9]). — Si dans le corollaire E.11.28 la dimen-
sion commune de X etY est impaire, alors ses deux conditions équivalentes équivalent
encore a X ~Y.

Démonstration. — En effet, choisissons deux équations ¢q,q’ de X et Y. Quitte a
multiplier ¢/ par un scalaire, on peut supposer que ¢ L —¢' € I?F (lemme E.4.4).
Par hypothese, le corps F; = F'(q) est un corps d’isotropie générique commun a ¢ et
¢’ . Par récurrence sur la hauteur commune de g et ¢/, on peut supposer que q; ~ ¢ ;
autrement dit, (¢ L —¢')r, ~ 0. En appliquant le théoréme E.6.12 de Fitzgerald (ou
la version plus faible obtenue plus élémentairement par Izhboldin dans [84, cor. 1.2]),
on en déduit que ¢ L. —q’ est soit hyperbolique, soit semblable & une forme de Pfister.
Mais le deuxiéme cas est impossible puisque dim g = dim ¢’ est impaire. O

E.11.G. La taille d’un motif binaire

E.11.30. Définition. — Un motif N € Mot(F)tate est binaire si H(N) est de la
forme L* & LP.

Le théoreme suivant est I'un des résultats les plus profonds de Vishik :

E.11.31. Théoréme ([213, th. 4.20]). — Soit N un motif binaire, facteur direct
du motif d’une quadrique anisotrope X . Alors t(N) est de la forme 2™ — 1.

Sa démonstration originelle [211, dém. de Statement 6.1] utilise les opérations
de Steenrod motiviques de Voevodsky : elle est reproduite dans [91, th. 6.1]. Plus
récemment, Karpenko et Merkurjev ont donné dans [115] une démonstration n’utili-
sant que les opérations construites par Brosnan (cf. E.10.G).

E.11.32. Remarque. — Vishik prouve plus : si dimes X = 2™ — 1 (cas auquel on
peut toujours se ramener), alors Ker(H"(F,Z/2) — H"tY(F(X),Z/2)) # 0. Kar-
penko et Merkurjev ne retrouvent pas ce complément. 11 est directement lié a la
conjecture ci-dessous (cf. [104, « conjecture »énoncée apres le corollaire 2 de l'intro-
duction] : cette conjecture prédit que le noyau précédent est engendré par un symbole
(a1y...,an41)). Pour des compléments la-dessus, nous renvoyouns a l’article [91] d’Izh-
boldin et Vishik.

E.11.33. Conjecture. — Soit N un facteur direct indécomposable binaire du motif
d’une quadrique, de taille 2™ — 1. Alors il existe une (n + 1)-forme de Pfister ¢ telle
que N soit de la forme No(X,)(a).

C’est la conjecture 4.21 de [213], cf. aussi [111, conj. 1.6] : elle implique que, si
tous les facteurs indécomposables de h(X) sont binaires, la quadrique anisotrope X
est définie par une forme excellente. Elle est connue pour n < 2 (facilement) et pour
n = 3 (Karpenko [111]).
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E.11.H. Compléments sur le motif initial. — Soit X une quadrique aniso-
trope. La proposition E.11.7 montre que les termes de A(Np(X)) controlent dans une
certaine mesure quels motifs supérieurs interviennent dans le théoreme E.11.20, et
présentent donc une interaction avec la suite de déploiement de X. Vishik a explicité
cette observation dans un certain nombre de théoremes.

E.11.34. Notation. — Gardons les notations du théoréme E.11.20. Soit r € ]1, h].
On note
A(X) = {n € [Ty T [ | L™ € A(No (X))}

(Vishik emploie le terme r-th shell pour désigner 'ensemble [I., I 41][.)
E.11.35. Théoréme

a) Soit r € ]1,h]. Si i, <i1, alors A (X) = 0.
b) Siiy nest pas divisible par iy, alors Ay(X) =

E.11.86. Théoréme. — Supposons que A.(X) =
est binaire.

pour tout r > 0. Alors No(X)

E.11.37. Théoréme. — Supposons que h(X;) ~ ;‘2:—01 No(X1)(I) (on pourrait
dire que h(X1) est engendré par No(X1)). Alors soit h(X) ~ ;1:61 No(X)(1), soit
No(X) est binaire (les deux cas étant possibles simultanément).

Ce sont respectivement les théorémes 7.7, 7.8 et 7.9 de [213] : ils se démontrent
par des arguments de comptage. Nous renvoyons & [213, §7] pour les démonstrations,
ou laissons au lecteur le plaisir de les reconstituer a partir des résultats exposés
précédemment. Nous leur ajoutons :

E.11.38. Théoréme. — Supposons que, pour v € [1,h], il existe un facteur direct
indécomposable N de h(X) tel que a(N) € [I,I,41[. Alors tous les No(X,) sont
binaires.

La démonstration est du méme tonneau.

A tous ces résultats on peut bien sur ajouter ceux sur la taille des motifs supérieurs
(théoreme E.11.18) et d’un motif binaire (théoreme E.11.31). Dans [213, §7], Vishik
utilise ceci en conjonction avec des théorémes de structure d’autres auteurs pour
déterminer toutes les suites de déploiement possibles pour les formes de dimension
paire < 12 ou impaire < 21. (Hoffmann [73] avait auparavant traité le cas de toutes
les formes de dimension < 10.)

E.12. Quelques démonstrations

E.12.A. Démonstration du théoréeme E.8.2. — Cette démonstration n’utilise
pas les opérations de Steenrod ni la théorie de Vishik; nous allons la simplifier tres
légerement en utilisant cette théorie, ce qui nous permet de considérer le corollaire
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E.8.4 comme connu, cf. remarque juste avant le corollaire E.11.19, ainsi que ce dernier
énoncé. Le corollaire E.8.4 montre que ’énoncé du théoreme E.8.2 est stablement
birationnel en X, et la réciproque du lemme E.6.5 nous réduit alors au cas ou i3 (X) =
1, ce que font Karpenko et Merkurjev plus élémentairement. Ils démontrent alors (1)
et (2) simultanément par double récurrence sur n = dim X +dim Y, le cas n = 0 étant
trivial.

Soit a € CHy(X x Y) la correspondance donnée par le graphe Z de 'application
rationnelle X ~» Y déduite d'un point fermé de Yp(x) de degré impair : alors p(a)
est impair.

Supposons d’abord dim X = dimY =: d et démontrons (2) : nous allons en fait
montrer que u(at) est impair. Supposons le contraire, et soit x € X un point de
degré 2 : quitte a modifier a par un multiple de z X Y, on peut alors supposer que
p(at) = 0. Comme deg : CHo(Xp(yy) — Z est injectif (théoreme E.3.2), cela implique
que « provient d’une correspondance o’ € CHy(X x Y') avec Y/ un fermé propre de
Y, et u(o’) = p(a) est impair. Choisissant un cycle représentant o/, on peut supposer
ce cycle irréductible et donc aussi Y'. Mais dimY’ < dimY = dim X, ce qui contredit
(1) par récurrence sur n.

Cette partie de la démonstration utilise seulement le fait que X est une quadrique,
mais pas encore ’hypothese i1(X) = 1; elle va intervenir maintenant.

Démontrons maintenant (1). Supposons au contraire que dimY < dim X. Kar-
penko et Merkurjev se ramenent d’abord au cas ot Z — Y est surjectif en remplacant
Y par 'image de Z. Leur stratégie est alors la suivante :

(i) Produire une correspondance vy : Y — X de multiplicité impaire.
(ii) A laide de « et +, fabriquer une correspondance ¢ : X — X telle que p(d) soit
impaire mais p(8') = 0, ce qui contredira le corollaire E.11.19.

Pour (i), ils font intervenir une astuce : quitte & faire une extension transcendante
pure, ce qui ne change pas la situation, on peut supposer que X contient une sous-
quadrique X’ de méme dimension que Y et vérifiant encore i1 (X) = 1 (cette construc-
tion est due & Izhboldin; nous y avons fait allusion au §E.11.D). Si ¢ : X’ — X est
I'immersion fermée correspondante, ils prennent

v =t (ah)

qui est bien de multiplicité impaire grace a (2), par récurrence.

Pour (ii), comme dans la démonstration de (2) on peut « extraire »de « une cor-
respondance ' de support T irréductible, tel que la projection T — Y soit surjective
de degré générique impair. Choisissons maintenant une variété propre S munie de
morphismes S — T,5 — Z génériquement finis, le second étant de degré générique
impair (prendre pour S une composante irréductible convenable de T' Xy Z). Les deux
projections (passant par Z et par T')) S — X fournissent la correspondance ¢ cherchée
(on a u(8?) = 0 parce que v n’est pas dominante).
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(Comme ils le remarquent, si Y est lisse il suffit de prendre la composée yoa; on s’en
tire dans le cas général en approximant cette construction, parce que le probleme est
birationnel.)

E.12.B. Démonstration du théoréme E.8.5. — Cette démonstration utilise
les opérations de Steenrod (plus précisément une opération) et, implicitement, la
théorie de Vishik, mais Karpenko exprime sa démonstration en termes de cycles
algébriques sans parler de motifs. Nous allons la résumer. Cela donnera une idée de
sa démonstration du théoreme E.8.6, qui est de la méme eau mais en plus compliqué.
Karpenko raisonne par ’absurde en supposant qu’il existe une quadrique aniso-
trope X de dimension d telle que i; := i1(X) > 27, ou r = va(d — 41 + 2). Quitte
a prendre une section hyperplane itérée, on peut supposer 7; = 2" 4+ 1 sans changer
d — iy (réciproque du lemme E.6.5). En particulier, on remarque que d est impair.
Posons
e{h si i < dj2
lg—i sii>d/2
cf. (E.10.10). Dans CH?~?" (X x X)/2, tout cycle a s’écrit

d
o= E a;et X ed=2 ' a; € Fs.
i=0

Karpenko exhibe un cycle «, défini sur F, tel que ag_or = 1 : pour cela il
prend le méme cycle que Vishik dans la démonstration du théoreme E.11.13, a savoir
I'adhérence dans X x X d’un sous-espace projectif de dimension 2" de Xp(x). Ob-
servant que e’ x e?"2 7% = b x h972" % est défini sur F pour d/2 — 2" < i < d/2, il
modifie « de fagon a assurer a;; = 0 pour ces valeurs de <.

Comme 2" < i; < d/2, e? est défini sur F. Le cycle 8 = a - (e® x €*") s'écrit
3 Bietxe?~t avec B; = a; pour i € [0,d—2"] : ceci résulte de la normalisation ci-dessus
et des formules (E.10.11). Considérant maintenant 3 comme une correspondance de
X vers lui-méme, les théoremes E.11.13 et E.11.18 impliquent

(E121) ﬁl = ﬁd—il-&-l—&-i = ﬂd—Q"—H pour 1€ [0, QT}

Comme on a évidemment 3; = 0 pour ¢ € [d — 2" + 1,d], (E.12.1) implique que
B; = 0 pour ¢ € [1,27], et donc que

(E122) Q] == Qor = 0

(remarquer que 2" < d —2").

Karpenko considere maintenant la correspondance de degré 0 v = 52" (a). 1l va
obtenir une contradiction en montrant par un calcul que (avec des notations analogues
aux précédentes) 4 = 0, et par un autre calcul que 4 = 1.

Pour le premier calcul, en réappliquant (E.12.1), il suffit de montrer que vor =0 :
mais cela découle trivialement de (E.12.2) en appliquant simplement les propriétés (2)
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(formule de Cartan), (3) (pour n = 0) et (4) des opérations de Steenrod (§E.10.G).
Pour le second calcul, ’égalité ag_or = 1 (qui n’a pas encore été utilisée !) implique que
5% (€972 xe%) = yy(e?xe?), et donc que S (e?2") = y4e? ou encore S? (Iyr) = valo.
Mais en appliquant (E.10.13), on obtient

d—2"+1
SQd(lgv') = ( or )lo

et (d_QTH) est impair. O

27



APPENDICE F

SOLUTION DE CERTAINS EXERCICES

Chapitre 1

Exercice 1.6.1. — Soit N = |F*/F*2|, et soit ¢ une N + 1-forme de Pfister. On
a ¢ ~ ((a,a,...)) pour un a convenable. Comme —1 € F*2  {(a,a)) ~ ((a,—a)) est
isotrope, donc hyperbolique. Donc ¢ ~ 0 et IN*1F = 0. Comme I"F/I"*1F est un
quotient de (F™*/F*2)®" pour tout n, ce quotient est fini pour tout n et donc W (F)
est fini.

Si 'on retire ’hypothese —1 € F*2, le résultat n’est plus vrai en général : on a
W(R) ~ Z.

Chapitre 2

Exercice 2.5.2

a) a € D*(q) & 3b,c € D(q) : a = b/c & D(g) N D(aq) # 0 & q L —aq est
isotrope.

b) C’est évident par exemple en utilisant a).

c¢) La premiere inclusion est claire en utilisant a), puisque a € G(q) < g L —aq est
hyperbolique. La deuxiéme est également immédiate en utilisant a).

d) C’est évident puisque D(q) C D(q').

e) Si q est une forme de Pfister, on a G(q) = D(q), d’ott G(q) = D?(q). D’apreés b),
cela s’étend au cas ou ¢ est semblable a une forme de Pfister.

Réciproquement, supposons que G(qx) = D?(qx) pour toute extension K/F.
Quitte & multiplier ¢ par un scalaire, on peut supposer que 1 € D(q); alors D(qx) C
D?(qx) pour toute extension K/F. On a donc D(qr) C G(qx ), d’ont D(qx) = G(qx)
pour tout K/F. Cela implique que ¢ est une forme de Pfister.

f) On a G(q) C D?*(q) d’apres ¢), D?(q) C D?(\p) pour A € F* convenable d’apres
d), D?(\p) = D?(yp) d’apres b) et D?(p) = G(p) d’apres e).
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g) D’apres d), on a D?(q) C D?(p). Réciproquement, si a € D?(p), ¢ L —agp est
isotrope d’apres a), donc hyperbolique puisque c’est une forme de Pfister. Soit ¢’ la
forme complémentaire de ¢q. On a

gl —ag~aq L —¢.

Comme dim ¢’ < dimg, cela implique que ¢ 1 —agq est isotrope, donc que a €
D?(gq). La deuxieéme affirmation résulte de e).

h) Soit g anisotrope de dimension 3 : elle est donc voisine d’une 2-forme de Pfister (.
Soit ¢’ sa forme complémentaire. Comme G(q) C G(¢) d’apres f), on a G(q) C G(¢').
Mais dimq’ = 1, d'ott G(¢') = F*? et donc G(q) = F*2. D’autre part, D*(q) =
D?(p) = D(y), qui est en général différent de F*2 : si ¢ = {(a, b)), alors —a, —b € D(yp).
Si par exemple F' = k(a,b) ol a et b sont des indéterminées sur k, on a évidemment
—a,—b ¢ F*2.

Chapitre 3

Exercice 3.4.1. — Par hypothese, dima, ¢p(y) < 2", donc par le Hauptsatz (thé-
oréme 3.3.1) @p(y) ~ 0; par conséquent, ¢ =~ 1) ® 7 pour un 7 convenable (corollaire
3.2.5). On a dim7 < 2! + 1, donc dim7 < 2" dimy < 2" et ¢ € GP,(F)
(corollaire 4.3.7). On sait qu’alors on peut choisir 7 € GP,_;(F') (proposition 2.4.11).

Exercice 3.4.2. — On a évidemment ¢ ~ ¢’ L n'. Si ¢’ L —¢’ est anisotrope, on a
n ~¢ L —¢'. Supposons ¢ L —¢’ isotrope. On a q}((w ~ 0; si pg est isotrope, cela
implique que ¢’ = 0 (lemme 2.4.1 et proposition 3.1.1 b)), dou 7’ ~ —¢' =¢ L —¢'.
Si @k est anisotrope, on a ¢’ = ¢; comme D(q') N D(¢') # 0, par le théoreme de la
sous-forme 3.2.4 il existe p tel que ¢’ ~ ¢’ L p. Mais alors nécessairement p ~ n’ et
donc ¢ ~¢' L 7.

Chapitre 4

Exercice 4.5.1. — Soient F,. = F(Upn, v=tntn_1,- .-, Un—2r+2, V/—Un—2r32Un_2r31) €t
Lr = FT(Ul, ce ,un_gr). On a

qr, ~ <u17 cee 7un—2r>

donc pour voir que i(qr,, ) = 2r, il suffit de voir que (uy, ..., u,—2,) est anisotrope sur
L,. Cela se démontre par récurrence sur r comme dans le cas d’'une forme de Pfister
générique. On sait que h(q) < [n/2]. Comme i(qy) peut prendre toutes les valeurs
paires entre 0 et 2[n/2], h(g) vaut nécessairement [n/2].
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Exercice 4.5.2

a) Si m = n, alors ¢ € GP,(F) d’apres le corollaire 4.3.7.

b) Supposons m = n — 1. Alors dim > 2"~1. Soient L le corps dominant de 1 et
T sa forme dominante. D’apres le théoreme 4.4.1, 7y, est semblable & une sous-forme
de 7, soit 7 ~ ayyy, L p. On a avp, = —p (mod J, (L)), donc deg(p) = deg(vr) >
deg(y) = n — 1. Par conséquent dimp > 2"~ d’ott dim+y = dimey = 2771 et
€ GP,_1(F).

Exercice 4.5.3. — Sin =degq+ 1, I'exercice 4.5.2 implique que ¢ € GP(F), donc
que ¢ € P(F) puisque ¢ représente 1. Mais alors a € D(q) = G(q), contradiction.
Supposons maintenant n > deg q + 1. Par le théoréme 3.2.4, on peut écrire

g~pLp
ag~¢ L p
avec p, p/ convenables. Alors (1, —a) ® ¢ ~ p L —p’, ce qui donne
gdesa+2 < dim,y ((1, —a) ® ¢) < 2(dim g — dim ¢)
ou 24¢8 9+l < dim ¢ — dim ¢. En additionnant cette inégalité avec celle de 'hypothese,

on obtient 29°89 < dim ¢. Mais alors qr(p) ne peut pas étre hyperbolique, d’apres le
théoreme 4.4.1.

Exercice 4.5.4

a) Soit g1 = (qp(q))an- Alors (F(q), ©p(q),q1) vérifie les hypotheses de 'exercice, et
N(¢1) < N(q). Par minimalité, N(q;) = 0, donc ¢1 € GP(F) et h(q) < 2. Comme on
suppose que N(g) > 0, on a h(q) = 2.

b) Soit a € D(g). Comme dans 'exercice 4.5.3, écrivons ¢ ~ ¢ L p, ag ~ ¢ L py,
d’ou (1, —a) ®q~p L —p1. Ona (p L —p1)p(g ~ 0 et

N(p L —p1) = dim p + dim p; — 24e8(<1—a>@q)
< 2(dim g — dim ) — 298D+ = 9N (¢) — 2dim ¢ < 2dim ¢

d’ott N(p L —p1) = 0 par minimalité. Ainsi, 0 = p L —p; € GP(F).

¢) Pour toute forme 1 sur F', notons ¢’ = (¥k)an. En particulier, ¢ = ¢;. Par
Pexercice 3.4.2, on a soit ¢ ~ ¢’ L p/, soit p/ ~ ¢ L —¢'. Mais ¢ # 0 et
q’K( o ~ 0 implique que ¢ = k. L'isométrie p’ ~ ¢ 1 —¢’ impliquerait donc
2dega 1 dim ¢ < dimp = dim ¢ — dim ¢, soit N(g) > 2dim ¢, contrairement & I’hy-
potheése. Par conséquent, on a ¢’ ~ ¢’ L p/, et de méme aq’ ~ ¢’ 1 p), ot

diman (< 1, —a > ®¢') < dim p’ 4 dim p = 2(29°87 — dim ) < 2¢s(@+1

donc < 1,—a > ®¢ ~ 0 et agx ~ qx. En appliquant I'exercice 4.5.3, il en résulte
que aq =~ q, c'est-a-dire que a € G(q).
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d) Soit K = F(Ty,...,T,U1,...,U;), avec r = dimgq. Alors (K, ¢k, qK) vérifie
les hypotheses de 'exercice. Par ¢), on a donc G(qx) = D(qk). En particulier, g est
multiplicative (définition 2.4.9). Mais alors ¢ € P(F) (théoreme 2.4.10), contradiction.

Chapitre 5
Exercice 5.8.3. — Récurrence sur s. Le cas s = 1 est connu : dans ce cas, on a
¢l —q~ap
pour un a € F* convenable. Supposons s > 1. On distingue deux cas :
a) Si s est impair, s — 1 est pair. On applique la récurrence a ¢, dont g5 est la

descente de la (s — 1)-ieme forme noyau. On obtient que q; ~ 1 L (—1)%"1q,, avec
1 excellente. Par conséquent

qL(=1)%qs L —p1>~ap
et ¢ L (—1)°¢s est bien excellente et voisine de p.

b) Si s est pair, s — 1 est impair, donc ¢/ = q; L (—1)*"1g, est excellente et voisine
de p;. Comme p; < p, il existe b € F* et ¢ tels que —¢' L ¢ ~ bp, soit

(—=1)%¢s Lo L —q1 = bp.

On en déduit que (b,—a) @ p ~ (—=1)%¢s L ¢ L —q est isotrope, donc hyperbolique,
et donc que g ~ (—1)%¢qs L .

On a dim¢ < dimp; < %dimp, donc dimy > %dimp. Supposons dimy >
%dim p. Alors ¢ est voisine de p, de forme complémentaire ¢’ qui est excellente,
et o est excellente. Supposons maintenant dime = %dim p. Cette condition est
équivalente & dim ¢’ = dim p; = %dim p. La premiere égalité a lieu si et seulement si
q¢ = q L (—1)*"1gs est semblable & p; ; ceci se produit si et seulement si s = 2. Dans
ce cas, ¢ est semblable a p;, donc est encore excellente.

Exercice 5.8.4

a) Si ¢ est voisine de la forme de Pfister m, on a ¢ L ¢’ ~ am avec ¢ € F* et
dim¢" = 2" —m. Alors (qr(q))an ~ @j(,) (théoréme 5.4.3), donc i(qp(q)) = m.

b) Si dimg = 5 (plus généralement si dimq = 2™ + 1), ¢ a déploiement maximal
d’apres le corollaire 5.2.8. Supposons que ¢ soit une sous-forme d’une forme d’Albert
anisotrope v et voisine d’une 3-forme de Pfister ¢. Il existe alors a € F™* tel que

dimap(ap L —y) <84+6—-2x5=4.

Comme ap L —y € I?’F, 7 = (ap L —7)an est semblable & une 2-forme de Pfister.
La forme 7 est anisotrope, sans quoi ¢ serait isotrope, donc hyperbolique, et ¢ serait
isotrope. Mais

AP pE(ry ~ VF(r)
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donc ¢p(;y est isotrope, donc hyperbolique et yp(;) ~ 0. D’apres le corollaire 3.2.5, 7
divise -y, ce qui est absurde pour des raisons de dimension.

c) On a ¢’ = g d’aprés le lemme 5.1.4 ¢) ; en particulier, ¢’ est voisine si et seulement
si g lest (théoreme 5.3.4). De plus, i(q},(q,)) = i(q%(q)). Sur F(q), on a g~ q 1L mH,
avec dimg; = 2" —m, et ¢~ ¢ L ¢" avec dimq¢” = m —m’. Dol

¢ ~ql—q"

avec dim(g; L —¢") = 2" —m’. Par conséquent, i(¢p,)) > m', d'olt i(¢},) = m’ par
le corollaire 5.2.8.

Exercice 5.8.5
a) Soient 1,2 deux n-formes de Pfister anisotropes contenant une sous-forme
semblable & ¢. Il existe donc aq,as € F* tels que

’L.(G,l(pl 1 _a2(p2) > 2n—2

dotti(pr L —p2) > 2" et (p1 L —p2)an € GP,(F) par le théoreme 2.3.2.
Soit ¢ la n-forme de Pfister associée. Il reste a voir que, si ¢ est anisotrope, elle
contient une sous-forme semblable & q. Mais ¢ ~ b(¢1 L —¢2) pour un b € F*, d’ou

Pr(q) ~ b(p1)r(g) L —b(@2)F(g) ~ 0.

La conclusion résulte alors du théoreme d’Arason-Cassels-Pfister.

b) Soient E = F(Ty,...,T,) et # = {(T1,...,T,). Par le lemme 5.2.6 a), 7 est
anisotrope sur E, et qp est également anisotrope puisque E/F est transcendante
pure. Considérons la forme ¢ =7 L —qg.

Soit (Eo, do), (E1,q1),- .-, (En,dn) la tour de déploiement générique de §. L’hy-
pothese sur dim ¢ montre que les conditions du corollaire 5.2.4 sont vérifiées. Il existe
donc i < h tel que 7g, soit anisotrope, (¢g,)an < Tg, et que E;(7)/E(w) soit trans-
cendante pure.

Par le lemme 5.2.6 b), E(m)/F est transcendante pure, donc E;(m)/F est trans-
cendante pure. Il en résulte que gg, () est anisotrope, et donc que gg, est anisotrope.
On peut donc choisir K = F;.

c) Ecrivons ¢ ~ ¢/ L (a), avec dim¢" = 2". Soient K,m comme dans b) : on a
T~ g L ¢". Soit ¢ = ¢" L (—a) : alors @i, est isotrope, donc a € D(q’l’((@)) et
K (p) < TK(¢):

[l reste & montrer que 7 () est anisotrope. Supposons le contraire. Alors g () ~ 0,
d’on

— ¢ est une voisine de 7 (Arason-Cassels-Pfister) ;

— qK(yp) st isotrope.

Mais alors qx () est également isotrope; c’est une contradiction, puisque K (m)/F
est transcendante pure.

d) Si les conditions de I’énoncé sont remplies, alors ¢ a évidemment déploiement
maximal puisque i1(q) = i1(qx) = dim ¢ — 2"~ 1. Montrons la réciproque. Soit ¢’ une
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sous-forme de ¢ de dimension 2" + 1. En reprenant la construction de ¢) (appliquée
a ¢'), on trouve une extension K/F et une n-forme de Pfister 7 anisotrope sur K
telles que K(7)/F soit transcendante pure et que q}((w) soit voisine anisotrope de
TK(e), OU @ est une K-forme de dimension 2" + 1 convenable. Posons L = K(y).
D’apres Pexercice 5.8.4 ¢), ¢ = ¢, donc qr, ~ ¢} et qr est également voisine de 7,
(théoreme 5.3.4).

Tl reste a voir que h(qr) = h(q). On a h(qx) = h(q) puisque K/F est contenue dans
Pextension transcendante pure K (7)/F. Soit (F;, q;) la tour de déploiement générique
de ¢, et soient pour tout ¢ K; = KF;, L; = LF;. Pour tout i, (¢;)k, est anisotrope.
On sait que ¢, est anisotrope, puisque ¢} l'est. Supposons i > 1. On a

— dimg; < 2";

- L = Ki().

D’apres le théoreme de Hoffmann, ¢; reste donc anisotrope sur L;, puisque dim ¢ >
2™ cela implique h(qy) > h(q), donc h(qr) = h(q).

Chapitre 8

Exercice 8.3.1. — Soit v une forme d’Albert, et supposons que v ~ ¢ L 7 avec
dimp =4 et drp = 1. Alors dim7 = 2 et do7 = 1, donc 7 est isotrope, ainsi que 7.

Exercice 8.3.2. — Soit v une forme d’Albert sur F, et soient ¢;,¢gs deux sous-
formes de v de dimension 5, soit v ~ ¢ L (d1) ~ g2 L (d2) pour dj,ds convenables.
On a alors

digi L —dago ~ (d1, —da) @y ~ 0
puisque (dy, —da) ® v € I3F.
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dim : Dimension d’une forme quadratique (ou bilinéaire)

dim,, : Dimension anisotrope

dim : Dimension modulo 2

dimeg : Dimension essentielle

D(q) : Ensemble des valeurs # 0 d’une forme quadratique ¢

G(q) : Groupe des facteurs de similitude d’une forme quadratique ¢
D?(q) : Ensemble des produits de deux éléments de D(q)

w
W( Anneau de Witt-Grothendieck

W,(F') : Groupe de Witt des formes quadratiques (en caractéristique 2)

I™F : n-ieme puissance de 'idéal fondamental 15,

I"W,F : Filtration de Wy(F)

Jn(F) : Idéal des formes de degré > n

P,(F) : Ensemble des classes d’isométrie de n-formes de Pfister
P(F) : Ensemble des classes d’isométrie de formes de Pfister
GP,(F) : Ensemble des classes de similitude de n-formes de Pfister
GP(F) : Ensemble des classes de similitude de formes de Pfister
d+ : Discriminant

A : Invariant d’Arf
C(q) : Algebre de Clifford d’une forme quadratique ¢ 69,
Co(q) : Partie paire de l'algebre de Clifford 69,

¢ : Invariant de Clifford

~ : Isométrie de formes quadratiques ou bilinéaires 2,
< : Relation de sous-forme entre formes quadratiques 2,
o ¢ Similitude

~ Equivalence de Witt 6,
< : Domination

~ e Equivalence stable

1 : Somme directe orthogonale 3,
® : Produit tensoriel 3,

(F) : Anneau de Witt des formes bilinéaires symétriques du corps F' 7,
F):

177
187

185
43
43

178

185

1

6
15
36
8

8
27
185
7

185

186

186
38
16
16
16
16
67

182

182

182
76
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e™ : n-iéme invariant supérieur

F(q) : Corps des fonctions de la quadrique projective associée & ¢
h(q) : Hauteur d’une forme quadratique ¢

deg(q) : Degré de ¢

in ¢ n-ieme indice de Witt supérieur

109
29
35
37

231
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de Pfister, 192
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