
Çàäà÷è ê ñïåöêóðñó ¾Àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì¿

1. Äëÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V îïðåäåëèì êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâîH(V) = V⊕V∗

ñ ôîðìîé q(x, f) = f(x) äëÿ âñåõ x ∈ V, f ∈ V∗.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî åñòü H(V) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé

ñóììîé ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïëîñêîñòåé.

(b) Ïóñòü U � âïîëíå èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàíñòâî êâàäðàòè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà

(V,q). Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîðôèçì êâàäðàòè÷íûõ ïðîñòðàíñòâϕ : H(U) →
(V,q), îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà U òîæäåñòâåííî. Â ÷àñòíîñòè, (V,q) ñîäåðæèò

îðòîãîíàëüíîå ñëàãàåìîå, èçîìåòðè÷íîå H(U).

2. Ïóñòü Q =
(
a b

F

)
� àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ ñ áàçèñîì 1, i, j,k, êàê â îïðåäåëåíèè 3.2.19.

Ââåäåì íà íåé ñîïðÿæåíèå � îòîáðàæåíèå cdot : Q → Q, q = a + bi + cj + dk 7→
q = a − bi − cj − dk � è íîðìó N : Q → F, N(q) = qq. Äîêàæèòå, ÷òî Q ðàñùåïèìà

(íåéòðàëüíà â òåðìèíîëîãèè îïðåäåëåíèÿ 3.2.7) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåé

åñòü áàçèñ (e, f,g,h), â êîòîðîì íîðìà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (xe+yf+zg+wh) 7→ xy−zw.

3. Ïðè êàêèõ ïðîñòûõ p àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ
(
−1 p
Q

)
ðàñùåïèìà (íåéòðàëüíà â òåðìè-

íîëîãèè îïðåäåëåíèÿ 3.2.7)?

4. Ïóñòü F � ïîëå. Èçâåñòíî, ÷òî F∗/(F∗)2 êîíå÷íî è −1 ∈ (F∗)2. Äîêàæèòå, ÷òî W(F)

êîíå÷íî. ßâëÿåòñÿ ëè óñëîâèå −1 ∈ (F∗)2 íåîáõîäèìûì?

5. (Nekov�a�r, Oesterl�e) Ïóñòü (V,q) � êâàäðàòè÷íîå ïðîñòðàíñòâî, u ∈ O(q) = {f ∈ GL(V) |
q(x) = q(f(x)) äëÿ âñåõ x ∈ V}. Äîêàæèòå, ÷òî det(u) = (−1)rk(1−u).

6. Ïóñòü q = 〈a1, . . . ,an〉 è q ′ = 〈b1, . . . ,bn〉 � äâå èçîìîðôíûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðì q = q1, . . . ,qr = q ′ òàêàÿ, ÷òî

qi ' qi+1, qi = 〈a(i)
1 , . . . ,a

(i)
n 〉 è, äëÿ êàæäîãî i, a

(i)
k îòëè÷àåòñÿ îò a

(i+1)
k íå áîëåå, ÷åì

äëÿ äâóõ çíà÷åíèé k.

7. Äîêàæèòå, ÷òî àíèçîòðîïíàÿ ÷åòûðåõìåðíàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ôîðìîé Ïôèñòåðà òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðåäñòàâëÿåò 1.

8. (Witt) Ïóñòü q � ôîðìà íàä F, a ∈ F∗. Äîêàæèòå, ÷òî G(q) + aG(q) ⊆ G(q ⊥ aq) (ñì.
îïðåäåëåíèå 1.4.5.).

9. Ïóñòü q,q ′ � äâå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

q,q ′ ïîäîáíû è èõ äèñêðèìèíàíòû ðàâíû (ñì. îïðåäåëåíèå 2.4.9). Äîêàæèòå, ÷òî q

è q ′ èçîìîðôíû. ×òî áóäåò â ñëó÷àå ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè?

10. (a) Ïóñòü q ∈ I2F � ôîðìà ðàçìåðíîñòè 2n. Äîêàæèòå (èíäóêöèåé ïî n), ÷òî C(q) '
M2(E(q)), ãäå E(q) � òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n − 1 øòóê àëãåáð êâàòåðíèîíîâ.

Â ÷àñòíîñòè, àëãåáðà C(q) íå ìîæåò áûòü àëãåáðîé ñ äåëåíèåì.

(b) Ïóñòü E � òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå n−1 øòóê êâàòåðíèîííûõ àëãåáð. Äîêàæèòå,

÷òî íàéäåòñÿ ôîðìà q ∈ I2F ðàçìåðíîñòè 2n òàêàÿ, ÷òî C(q) 'M2(E).
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11. (Bass�Tate) Ïóñòü E/F � êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëåé, n > 2. Äîêàæèòå, ÷òî

KMn (E) ïîðîæäàåòñÿ ñèìâîëàìè âèäà {x1, . . . , xn−1,yn}, ãäå xi ∈ F∗, yn ∈ E∗.

12. Äëÿ âñÿêîé ôîðìû q íàä F ïîëîæèì D2(q) = {ab | a,b ∈ D(q)} (ñì. îïðåäåëåíèå

1.4.5.).

(a) Äîêàæèòå, ÷òî a ∈ D2(q) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìà q ⊥ −aq èçîòðîïíà.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî D2(aq) = D2(q) äëÿ âñåõ a ∈ F∗.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî G(q) ⊆ D2(q) è G(q)D2(q) ⊆ D2(q).

(d) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè q 6 q ′, òî D2(q) ⊆ D2(q ′).

(e) Ïóñòü q àíèçîòðîïíà. Äîêàæèòå, ÷òî q ïîäîáíà ôîðìå Ïôèñòåðà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ðàñøèðåíèÿ K/F âûïîëíåíî G(qK) = D
2(qK).

13. Íàïîìíèì, ÷òî ôîðìà q íàçûâàåòñÿ round-ôîðìîé, åñëè G(q) = D(q) (ñì. îïðåäåëåíèå

1.4.5.). Ïóñòü q � round-ôîðìà.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî q2 ' (dimq)q.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè q èçîòðîïíà, òî îíà ãèïåðáîëè÷íà.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ϕ � ôîðìà Ïôèñòåðà, òî q⊗ϕ � round-ôîðìà.

(d) Ïóñòü q = 〈1〉 ⊥ ψ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 〈a,b〉 6 q, òî ab ∈ D(ψ).
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