Cohomologie cristalline : un survol

Antoine Chambert-Loir

Résumé. — Ce texte a pour origine trois exposés de Luc Illusie, Farid Mokrane et
lauteur a I’Ecole normale supérieure les 31 mai, 7 et 16 juin 1995.

Le premier exposé introduit la cohomologie cristalline et le complexe de de Rham—Witt,
en essayant de donner une idée correcte de quelques preuves, notamment des théoremes
de comparaison entre cohomologie cristalline et cohomologie de de Rham d’une part, et
cohomologie cristalline et (hyper)cohomologie du complexe de de Rham—-Witt d’autre part.

Le deuxieéme exposé expose la théorie des F-cristaux, de leurs polygones de Newton et de
Hodge, et le lien entre la cohomologie de de Rham-Witt et les pentes de Frobenius sur la
cohomologie cristalline.

Le troisieme exposé est consacré aux variétés ordinaires : on y mentionne notamment les
phénomenes d’ordinarité générique ainsi que des résultats analogues sur les corps de nombres.

Abstract. — This text stems out three introductory talks by Luc Illusie, Farid Mokrane
and the author about crystalline cohomology and some of its developments.

The first talk introduces crystalline cohomology and the de Rham—Witt complex. We hope
to have conveyed a correct idea of some proofs, especially of the comparisons theorems bet-
ween crystalline cohomology and first de Rham cohomology, second, the (hyper)cohomology
of the de Rham—-Witt complex.

In the second talk will be found an exposition of the theory of F-crystals, their Newton
and Hodge polygons, and of the link between de Rham-Witt cohomology and the slopes of
the Frobenius operator on the crystalline cohomology.

We begin the last talk by explaining the so called conjugate spectral sequence and the
Hodge-Witt decomposition. We then expose the theory of ordinary varieties, phenomenons
of generic ordinarity, and analogous results over number fields.

Classification mathématique par sujets (1991). — 14F20, 14F30.
Mots clefs. — Cohomologie cristalline, complexe de de Rham—-Witt, Frobenius, poly-
gone de Newton, polygone de Hodge, pente, variété ordinaire.
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Exposé I. COHOMOLOGIE CRISTALLINE
ET COMPLEXE DE DE RHAM-WITT

1. Les origines

1.1. Les conjectures de Weil

André Weil, dans son article [57], certainement un de ceux qui ont le plus
marqué la théorie des nombres de la seconde moitié de ce siecle, démontre
I’« hypothese de Riemann pour les courbes sur un corps fini ».

En général, si X est une variété algébrique (disons propre et lisse) définie
sur le corps fini & ¢ éléments k = F, la fonction zéta de X est la série formelle

1
Z(X/kat): H ]__tdega:;

zeX
z fermé

cette série a un sens car X n’a pour tout entier d qu'un nombre fini de points
fermés de degré d. En remarquant qu'un point fermé x de degré d donne lieu
a d points rationnels distincts sur le corps X(Fg), on peut démontrer que

7(X/k,t) = exp Z;ﬁ;ﬁ){(Fqn)ﬂ € 1+ tZ[[t]).

n
n>1

Autrement dit, la connaissance de la fonction zéta de X équivaut a celle du
nombre de points rationnels de X sur toutes les extensions finies de k.

Lorsque X est une courbe projective lisse de genre g sur k, Weil a prouvé
que la fonction Z(X/k,t) vérifie les propriétés suivantes :

i) Z(X/k,t) est une fonction rationnelle de ¢ & coefficients entiers ;

ii) on a l’équation fonctionnelle Z(X/k,1/qt) = q' =92~ Z(X/k, 1) ;
iii) Z(X/k,t) n’admet que 0 et 1/q comme poles, leur multiplicité est 1;
iv) les zéros complexes de Z(X/k,t) vérifient |t| = /q.

Quand X est une variété algébrique arbitraire, Dwork (|10], voir aussi [11])
a démontré de maniere « élémentaire », en utilisant ’analyse ultramétrique p-
adique (p est la caractéristique de Fy), que la fonction zéta de X est une fraction
rationnelle.
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Soit k une cloture algébrique de k. Alors, X = X ®j k est muni d’un en-
domorphisme ¢ donné dans une carte affine définie sur k£ par ’élévation des
coordonnées a la puissance ¢. Les points fixes de ™ sont ainsi exactement les
points rationnels de X sur le corps Fy». Pour une variété projective lisse sur k,
Weil remarque ainsi dans |57 que Z(X/k,t) est bien une fraction rationnelle a
condition de supposer l'existence d’une théorie cohomologique pour les varié-
tés sur un corps finis a valeurs dans des espaces vectoriels de dimension finie
sur un corps de caractéristique zéro dans laquelle on pourrait appliquer une
formule des points fixes de Lefschetz.

Dans le cadre peut-étre plus classique des variétés différentiables, on a en
effet une formule qui calcule le nombre de points fixes d’un morphisme ¢ d’une
variété différentiable compacte M dans elle-méme, assortis de multiplicités,
comme la somme alternée des traces de ¢ agissant sur, par exemple, les espaces
vectoriels de cohomologie de de Rham de M.

Les conditions nécessaires sur une telle cohomologie ont rapidement été for-
malisées sous le nom de « cohomologie de Weil » (voir |35]). La construction
d’une telle théorie cohomologique est 'une des motivations de Grothendieck
lorsqu’il élabore la théorie des schémas, et en particulier lorsqu’il étudie leur
« topologie étale». Pour tout nombre premier £ qui ne divise pas ¢, la coho-
mologie f-adique développée par Grothendieck et ses éleves est en effet une
cohomologie de Weil.

1.2. Rappels sur la cohomologie (-adique

Soient k un corps de caractéristique p et X un schéma séparé de type fini
sur k. Si k est une cloture algébrique de k et £ un nombre premier, on peut
considérer les groupes de cohomologie étale de X ® k, cf. [17, 16, 43| :

H (X®Fk, Z¢) = lim Hg (X©F, Z/0"Z), H(X®K, Q) = QoH (X®F, Z).

Pour tout 4, H(X ® k, Z¢) est un espace vectoriel sur Qp, muni d’une action
continue de Gal(k/k); si £ # p ou si X est propre, il est de plus de dimension
finie. De méme, on peut considérer les groupes de cohomologie étale & support
propre ch(X ® k, Qg) qui sont pour tout £ des Qp-espaces vectoriels de dimen-
sion finie munis d’une action continue de Gal(k/k). Si d est la dimension de
X, H(X®Fk,Qp) = H. (X ® K, Q) = 0 pour i & [0, 2d].
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Supposons ¢ # p. Rappelons que les modules de Tate f-adiques sont les
Gal(k/k)-modules définis par :

Z/0"Z(1) = pen(k),  Ze(1) =LmZ/e*(1) et Qul) = Qe® Zy(1).

On note Qu(—1) le dual de Q(1) et Qg(n) le produit tensoriel Qg(1)®" si
n>0et Qi(—1)2"sin <0.8SiV est un Qy[Gal(k/k)]-module et n € Z, on
notera V(n) le produit tensoriel V ®q, Q/(n).

Supposons que X est lisse sur k, purement de dimension d. On dispose dans
ce cas d'une dualité de Poincaré, compatible & 'action du groupe de Galois,
entre HY(X ® k, Q) et H2"4(X ® k,Qy)(d). En fait, pour X propre et lisse
sur k, X — H(X ® k, Q) est une « cohomologie de Weil » (cf. [35], dualité de
Poincaré, formule de Kiinneth, classes de cycles).

Supposons que k = F,. Si X/k est propre et lisse, géométriquement connexe,
de dimension d. Si F, = aq_l est le Frobenius géométrique, o, € Gal(k/k) étant
le Frobenius arithmétique a — a?, on peut définir des polynoémes

P; = det(1 — Fyt|HL(X ® k, Q) € Qu[t] ;

on a par exmple Py(t) = 1—t et Pog(t) = 1—¢?. Grothendieck a démontré [16]
la formule des traces de Lefschetz en cohomologie étale, d’ou résulte 1’égalité

2,0 = ST,

et en particulier la rationnalité de la fonction zéta de X (premiere conjecture de
Weil). La deuxieme conjecture de Weil (équation fonctionnelle) est alors une
conséquence de la dualité de Poincaré. Deligne 8] a prouvé les deux autres
conjectures de Weil (« hypothese de Riemann » et indépendance en £ # p) : les
polynomes P; sont a coefficients entiers indépendants de £ # p, et si P;(t) =
H?;l(l — ay;t), alors |a;j| = ¢"/2. 1l prouve aussi que les a;j sont des unités
£-adiques pour tout £ # p.
On peut alors se poser deux questions :

(a) quelles sont les valuations p-adiques des a;; ?

(b) si k = Q et si X/Q est un schéma propre et lisse, on a de méme une
représentation p du groupe Gal(Q/Q) sur H/(X ® Q, Q). Fixons un nombre
premier p et un plongement de Q dans Q_p, quelle est alors la restriction de p

a Gal(Q,/Qy)?
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Ces deux problemes sont liés a la réduction de X en p. Si p # ¢, la restriction
de p au sous-groupe d’inertie de GL(Q,/Q,) est quasi-unipotente (Grothen-
dieck, [55, Appendice] et [18, I, 1.1]) et cette restriction est méme triviale
si I'on a bonne réduction en p. Ce résultat est un analogue du théoreme de
monodromie complexe, di aussi & Grothendieck (|18, I, 3.3]).

1.3. Vers la cohomologie cristalline

Dans tout ce paragraphe, k est un corps de caractéristique p > 0 et X est
un schéma propre et lisse sur k, purement de dimension d.

Quelles sont alors les théories cohomologiques dont on dispose ?

~ la cohomologie étale H (X ® k, Z,). Elle fournit des groupes nuls pour i ¢
[0,d]. En effet, on a la suite exacte d’Artin-Schreier (exacte pour la topologie
étale)

0— (Z/pZ)X — ﬁx E) ﬁx — 0,

olt F est le Frobenius absolu qui est 'identité sur ’espace topologique et 1’é1é-
vation & la puissance p sur le faisceau structural. D’autre part, on montre
(descente étale ou fppf) I'égalité

Hét (Xa ﬁX) = HiZar (X7 ﬁx)

pour tout 7 > 0, l'indice ét (resp. Zar) signifiant que l'on calcule la cohomo-
logie du faisceau pour la topologie étale (resp. Zariski). Ainsi, la suite exacte
longue de cohomologie étale, la nullité de la cohomologie Zariski en degré plus
grand que la dimension et la surjectivité de 1 — F sur H*(€x) entrainent que
HY(X,Z/pZ) = 0 si i > d. Par suite, H (X, Z/p"Z) = 0 pour i > d et n > 0, et
de méme pour les coefficients Z, ou Q,.

De toutes fagons, Serre a remarqué (cf. [15], p. 315, ou |17], exposé IX,
§0) qu’il n’est pas possible de construire une cohomologie de Weil en carac-
téristique p & valeurs dans des Qyp-espaces vectoriels : si 'on veut que le H!
d’une courbe elliptique E soit de dimension 2, on obtient ainsi une représen-
tation des endomorphismes de E dans GL»(Q,), ce qui est impossible si E est
supersinguliere et End(E) une algebre de quaternions.

— la cohomologie de Hodge Hjjy,(X/k) = D HY (X, Qgi/k) ou la cohomo-
i+j=n

logie de de Rham HJ, (X/k) = H"(X, Q;(/k) Pour X/k propre et lisse, on

dispose d’une dualité, d’'une formule des traces, mais ce sont des espaces vec-

toriels sur k, ce qui empéche de compter des points rationnels. On trouvera
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néanmoins dans |18, exposé XVII| une formule de congruence pour la fonction
zéta.

—la cohomologie de Serre H:(X, W& ), ot W& est le faisceau des vecteurs
de Witt sur le faisceau structural [53]. Ce sont bien des modules sur W(k), mais
seulement en dimension < d. De plus, ce sont plus ou moins des relevements
p-adiques de H*(X, €x), alors qu’on voudrait relever la cohomologie de Hodge
ou de de Rham. Enfin, elle n’est pas nécessairement de type fini, comme le
montre 'exemple du H? d’un produit de deux courbes elliptiques.

L’idée de Grothendieck est alors la suivante. Supposons k parfait de ca-
ractéristique p > 0 et notons W = W(k). Supposons que X se releve en
un schéma propre et lisse Z/W, c’est-a-dire qu’il existe un schéma propre
et lisse Z/W tel que X = Z Xgpecw Speck. On peut alors définir le com-
plexe de de Rham de Z sur W et en particulier prendre son hypercohomologie

"R(Z/W) = Hi(Z,Qé/W). Grothendieck (cf. [15]) a pensé que ces groupes
devraient étre indépendants du choix de Z/W relevant X/k.

Pourquoi était-il naturel de penser que ce serait indépendant ? En fait, vers
1966, Dwork et Monsky-Washnitzer [44| avaient étudié le cas ol X est affine
lisse sur k et établi une invariance analogue pour une variante convenable de
la cohomologie de de Rham. De plus, la connexion de Gauf—Manin fournit une
explication : supposons qu’on dispose d’une déformation universelle f : 2~ —
S = SptW][[t1,...,t;]] de X/k, de sorte que tout schéma Z/W relevant X
correspond & un point x € S(W) (c’est-a-dire un morphisme continu W[[t]] —
W) tel que

7~% xsW=2%2 QWI[¢]] (W, z).

Notons alors " = Rif*Q'%/S la cohomologie de de Rham relative et suppo-
sons les # libres pour tout ¢ et de formation compatible & tout changement
de base. Alors, Hip (Z/W) = z* " = " Qwiy (W, ).

Or, les 7" sont munis d’une connexion naturelle, la connexion de Gaufs—
Manin

VGM:%i%%i@)Qé/W.
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Si Z; et Zg sont deux relevements de X/k, ils correspondent & deux morphismes
zety: W[[t]] = W tels que z =y (mod p). Alors, on peut définir un isomor-
phisme x(z,y) : ' @ (W, z) = #"' @ (W,y) par la formule

oo = X LV (96 (2)7)

|| >0 .
(On peut montrer que la série converge, cf. [33].) Ces isomorphismes sont
compatibles :
x(@y)x(y,2) = x(@,2),  x(z,z)=1d.

2. Cohomologie cristalline

2.1. Puissances divisées

Soit A un anneau et I un idéal de A. Une PD-structure sur I est une suite
d’applications 7, : I — A pour n > 0 telles que, moralement, «~,(z) =
z" /n!». Précisément, on impose les conditions suivantes :

—y(z) =1 et y1(z) = x pour tout z € I;

—Yu(z) €lsin>1et z €l;

ety = 3 mle)y(y) pour tous z et y € T;

i+j=n
~ Yn(Ax) = A"y, (x) pour tout z € I et tout A € A;
= (@) Ym () =

(m+n)’Ym+n( ) pour tout x €I et tous m, n € N;
~ Ym((T)) = o n.)m’)’mn( z) pour tout z € I et tous m, n € N. (Remar-
quons que (mn)!/(m!(n!)™) est le nombre de facons de répartir mn objets en

m classes de n, donc est entier.)

2.2. Ezxzemples

i) Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0, W(k) 'anneau des
vecteurs de Witt de k et considérons l'idéal (p) C W(k). Pour tout entier

> 0, la valuation p-adique de p™/n! est positive, elle est non nulle pour

n > 1. On peut ainsi définir une PD-structure sur l'idéal (p) en posant

Yn(p) = p"/n!.

ii) Soit A un anneau; on définit comme suit une A-algebre & puissances divi-

A<I17"' 7I7‘> = @FTLJ

n>0

sées :
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oll une base de I'" comme A-module est formée des symboles :I:[lkl] e ILkT]

avec k1 +---+k, = n et les k; € N. La structure d’algebre est définie par

les relations {L‘Em]{L‘En] = (m:”) x£m+"], de sorte que ng] vaut moralement
«(i)f /KDy, Lidéal I = At (z1,... ,2,) = @, "™ possede alors une

(n]

unique PD-structure telle que v,(z;) = ;" pour tout ¢ € {1,...,r} et

tout n > 1.

Remarque 2.1. — Si A est annulé par un entier n > 2 et si idéal I C A
possede une PD-structure, alors I est un nil-idéal (tout élément est nilpotent)
puisque z" = nly,(z) = 0 pour tout = € L. En particulier Spec A et Spec(A/I)
ont méme espace topologique sous-jacent.

2.3. Site cristallin et cohomologie cristalline

Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0. Notons W = W(k) I'anneau
des vecteurs de Witt, W,, Panneau W, (k) = W/p™ (donc W = k). Soit X un
k-schéma.

2.3.1. Site cristallin. — On définit le site cristallin Cris(X/W,,) de la facon
suivante :
— les objets sont les diagrammes commutatifs

i

U — A%

3 3
Speck — SpecW,

olt U C X est un ouvert de Zariski, ¢ : U < V est un PD-épaississement de U,
c’est-a-dire une immersion fermée de W,,-schémas telle que l'idéal Ker(Oy —
Oy) soit muni d’'une PD-structure § compatible & la PD-structure canonique
sur pW,, C W,, définie par v,(p) = p"/n! (i.e. on a é(pa) = y,(p)a™ si pa €
Ker(ﬁv — ﬁU))

— les morphismes de (U, V,d) vers (U, V', §") sont les diagrammes commu-
tatifs formés d’une immersion ouverte U — U’ et d’un morphisme V — V'
compatible aux puissances divisées.

— les familles couvrantes sont les familles de morphismes (U;, V;,0;) —
(U,V,0) tels que V; — V est une immersion ouverte et V = J, V;.

On peut donner une description assez explicite des faisceaux sur Cris(X/Wp,)
(pour plus de détails, voir 1, I11.1.1.4, p. 182-183]) : soit F un tel faisceau et
(U, V) un objet de Cris(X/W,,). En associant & un ouvert W de V les sections
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de F sur (Uxy W, W), on définit un faisceau sur V pour la topologie de Zariski;
pour un morphisme g : (U,V) — (U, V') dans Cris(X/W,), on obtient un
morphisme gy, : g’lF(U/,v/) — F(u,v) vérifiant :

— la condition de transitivité lorsqu’on se donne deux morphismes (U, V) —
(Ul7vl) N (UH,\/II);

— que gf est un isomorphisme si V. — V' est une immersion ouverte et
Uu=U Xyt V.

Réciproquement, si on se donne pour tout objet (U, V) de Cris(X/W,) un
faisceau F(yy) pour la topologie de Zariski sur V, ainsi que pour tout mor-
phisme g : (U,V) — (U, V') dans Cris(X/W,,) un morphisme de transition
gp : gilF(Ulyvl) — F(u,v) vérifiant ces deux propriétés, on définit un faisceau
sur le site cristallin.

On obtient ainsi le faisceau structural, noté Oy, , qui associe a tout objet
(U, V,6) du site cristallin Cris(X/W,,) le faisceau Oy .

2.3.2. Topos cristallin et fonctorialité. — Une fois défini le site cristallin, on
peut considérer le topos cristallin associé (i.e. la catégorie des faisceaux sur
ce site), noté (X/Wy,)eris. L'intérét du topos cristallin est que 'on dispose
alors d’une fonctorialité : si f : X — Y est un morphisme de k-schémas,
on peut lui associer un morphisme f=' : (Y/W,)eis — (X/Wy)es. Si le
passage aux topos est nécessaire, c’est qu’un épaississement de Y ne donne pas
forcément par image inverse un épaississement de X ; le passage aux faisceaux
permet en revanche de considérer le faisceau sur X (justement pas forcément
représentable) obtenu par image inverse d’un épaississement de Y.

2.3.3. Cohomologie cristalline. — La cohomologie cristalline est par définition
la cohomologie du faisceau structural : on pose

H' (X/Wy) = H((X/Wa)ais, Oxjw,) et H(X/W) = Lim H' (X/Wy).

Il existe aussi un homomorphisme de projection u du topos cristallin sur
le topos Zariskien (X/Wy,)eris = Xzar (cf. |1, III, 3.2]). Si E est un faisceau
cristallin sur X/W,,, le faisceau u,E sur X (pour la topologie de Zariski) est
défini de sorte que ’ensemble de ses sections sur un ouvert U C X soit égal
a I'((U/Wy,)eris, E). Si on munit X du faisceau constant W,,, c’est un mor-
phisme de topos annelés. (En revanche, ce n’est pas un morphisme de topos
annelés si X est muni de @x.) Par définition, I'(Xzar, usE) = I'(X/W,,,E) et
pour tout complexe E € D (X/W,,, Ox,w, ), RI'(Xzar, Ru.E) est isomorphe a
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RI'(X/W,,,E). En particulier,
H' (X/Wh, Ox w,,) =~ H (Xzar, Ru. Ox 1w,

2.34. Calcul. — Soit j : X — Z une immersion fermée de X dans un schéma
Z lisse sur W,,. L’idéal J = Ker(0z — Ox) n’a pas forcément de PD-structure,
si bien que les voisinages infinitésimaux de X dans Z (les schémas obtenus en
considérant 1’espace topologique X muni des faisceaux d’anneaux &’z/J*) n’ont
pas nécessairement de puissances divisées.

Considérons donc le PD-voisinage infinitésimal de X dans Z; c¢’est un PD-
épaississement j : X < Z universel parmi les PD-épaississements munis d’un
morphisme Z — Z tel que la composition X < Z — Z soit égale a j. Grosso
modo, Z est obtenu en rajoutant des puissances divisées & J de fagon universelle.
Si J est I'idéal de X dans Z, on a ainsi ﬁz/j = 0x. 1l existe de plus une unique
connexion intégrable

d:0; = 0; ®g, Q%/W
telle que dy,(z) = Yp—1(x) ® dz pour tout z € J. Ainsi, 07 © §27 )y est un
complexe de faisceaux abéliens sur Z qui a méme espace sous-jacent que X. Le
théoreme fondamental de Berthelot et Grothendieck est alors le suivant :

THEOREME 2.2 (Berthelot, |1, V, 2.3.2]). — Il existe un isomorphisme ca-
nonique entre la cohomologie cristalline H'(X/W,) et [’hypercohomologie
H'(X, 0; ®g, QE/W) de ce compleze.

COROLLAIRE 2.3. — 8i Z/W,, est un relevement lisse de X, alors Z = 7 et la
cohomologie cristalline de X/W,, est canoniquement isomorphe & la cohomo-

logie de de Rham Hi(Z/W,,) de Z.

Idée de la démonstration. — Les définitions générales de la cohomologie dans
un topos font intervenir « ’objet final » qui est le faisceau e associé au préfais-
ceau dont les sections sur un ouvert non vide est l’ensemble {0} & un élément.
Dans le cas du topos d’un espace topologique X, ce faisceau est représenté par
louvert X, mais dans le cas cristallin, ce faisceau n’est pas représentable. En
revanche, quand X est plongé dans un W,-schéma lisse Z, on montre que le
PD-voisinage infinitésimal Z couvre l'objet final. En l'occurrence, il s’agit de
montrer que pout tout (U, T,d) € Cris(X/W,), le morphisme U — Z se pro-
longe localement sur T en un morphisme T — 7 : d’apres la définition de Z,
il faut ainsi prouver que l'immersion fermée U — Z se prolonge localement sur
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T en une immersion T — Z, ce qui se démontre en utilisant le fait que U — T
est une nil-immersion et que Z/W,, est lisse.

On introduit ensuite le complexe de Cech—Alexander CA®*((Z — e), Ox/w,)
défini par

CAm((Z — 6), ﬁx/wn) = F(Z Xe =+ Xe Z, ﬁx/wn)
m + 1 facteurs

Les diverses applications naturelles entre les produits de Z en font un complexe
cosimplicial de groupes abéliens

A= (ea’ = eat Fea’ )
qui calcule (cf. [17, V, 1.11]) Ru.Ox w,, -

En outre, le faiceau Z X, --- X, Z est représenté par le voisinage Zm) 3
puissances divisées de X dans Z™*!. On peut aussi remplacer les applications
face par la somme alternée des faces. Ainsi, CA® est isomorphe au complexe
(vu comme complexe de faisceaux sur l'espace topologique X)

0,4~ 0 g ..

en remarquant que &, est isomorphe (comme faisceau sur X) au produit ten-
soriel m fois sur & du faisceau & = 01, des parties principales & puissances
divisées.

En vertu du lemme de Poincaré cristallin dont on cite une version naive
plus bas, le faisceau &; admet une résolution canonique

Oy P> PRy PRV

Cette résolution fournit fonctoriellement des résolutions de tous les #Z®--- &,
d’ott un complexe double C** (encadré dans le diagramme 1 ci-dessous) qui
calcule la cohomologie de Ox vy, .

On remarque que le complexe C*® est naturellement augmenté (par la pre-
miere ligne dans le diagramme) et que les colonnes du complexe augmenté
sont obtenues par «oubli d’une face» & partir d’un complexe cosimplicial de
groupes abéliens. En utilisant les application dégénérescence, on peut montrer
(cf. |1, V, 2.2.1] ou [21]) qu’un tel complexe est homotope & zéro. En définitive,
le complexe double C** est isomorphe dans la catégorie dérivée au complexe
de Cech—Alexander de gauche et au complexe de de Rham du haut, d’ou le
théoreme. O
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d1—do édI*dO
P PP —— PPV — e

da—d1+do

~

DiAGRAMME 1. Complexes de Cech-Alexander et de de Rham

Enfin, il faut prouver le lemme de Poincaré cristallin. La version ci-dessous
résout le cas particulier X = Speck, Z = Spec W,,[t], Z = Spec W, (t).

LEMME 2.4 (Lemme de Poincaré cristallin). — Soit A un anneau. Le com-

pleze de de Rham de Afty, ... ,t,] a valeurs dans Uanneau A(ty, ... ,t,) (muni
[k—1]

de sa connexion intégrable tgk] — t; dt;) est une résolution de A.

Démonstration. — Sin =1, c’est le complexe A(t) — A(t) dt donné par

> apttl > " agtt U at.

k>0 k>1

On voit ainsi que le complexe augmenté 0 — A — A(t) — A(t)dt — 0 est
acyclique, d’olt le lemme pour n = 1.

Notons w.A<t17---7tn> ce complexe et supposons par récurrence que le mor-
phisme A — w:&m bt
complexe dont les termes sont des modules localement libres sur A, si bien que

est un quasi-isomorphisme. Alors, w;‘@ ) est un
n

le morphisme

A® W)~ Waltr o 1) @ Wattn)
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est encore un quasi-isomorphisme; en définitive, le morphisme de complexes
R .. . )
A— WA (b1 ) est un quasi-isomorphisme, comme annoncé.

(En fait, cette preuve est la preuve d’analyse classique qui consiste a isoler
la derniére variable, i.e. & écrire une forme fermée w = wy A dt,, + wy. On écrit
d=d + % Adt,,. Ainsi d'wy = 0 et d'w; + (—1)”_1%w2 = 0. Ainsi, wo = d'np
(par récurrence) et w; + (—1)”_1%772 = d'ny, par récurrence encore. On voit

n
alors que w = d(n A dt, + n2). Le fait de prendre A un anneau quelconque
dans la récurrence est bien sir essentiel.) O

2.3.5. Frobenius. — Soit F : X — X le morphisme de Frobenius absolu (qui
est ’identité sur ’espace topologique et l’élévation a la puissance p sur le fais-
ceau structural). Notons o : W,, = W,, le morphisme de Frobenius induit par
le morphisme de Frobenius sur k ; alors, on dispose par fonctorialité d’un mor-
phisme o-linéaire sur la cohomologie cristalline F : H*(X/W,,) — H*(X/W,,).

Dans le cas ol X se releve en un schéma Z lisse sur W,,, on a ainsi une action
de Frobenius sur la cohomologie de de Rham H};(Z/W,,) bien qu’en général,
I’action de Frobenius ne se releve pas a Z. Par exemple, si X est une courbe
elliptique et si Frobenius se releve, la courbe elliptique est nécessairement or-
dinaire (et le relevement s’identifie au relevement canonique de Serre-Tate),
cf. le paragraphe I11.4.6.

2.4. Propriétés

Supposons désormais que X/k est propre et lisse purement de dimension d.
Alors les HY(X/W) sont des W-modules de type fini. Si Ky est le corps de
fractions de W, les H/(X/W) ® Ko sont alors des Kg-espaces vectoriels de
dimension finie, nuls pour 7 ¢ [0, 2d].

De plus, X — H(X/W)®Kj est une cohomologie de Weil : on dispose d’une
dualité de Poincaré entre H? et H24%, de classes de cycles Z"(X) — H?", d’une
formule de Kiinneth et d’une formule des traces de Lefschetz.

Supposons que k = F, (¢ =p") et notons F, = F". En utilisant la cohomo-
logie cristalline, Berthelot démontre alors la rationalité de la fonction zéta de
X en prouvant :

2d
Z(X/Fy,t) = [ det(1 — Fgt[H(X/W) © Ko) V™
1=0
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Quand X/k est projectif et lisse, les résultats de Deligne [8| sur la conjecture
de Weil ont permis alors a Katz et Messing [34| de prouver que le polynome
P;(t) = det(1 — Fgt|H (X/W) ® Ko) est égal au polynome obtenu par la co-
homologie ¢-adique (¢ # p). En particulier les nombres de Betti /-adiques et
cristallins sont les mémes :

b; = dimg, H(X ® k, Qp) = dimgk, H (X/W) ® K.

Soit A la variété d’Albanese de X/k. C’est une variété abélienne sur k, uni-
verselle pour les morphismes de X dans une variété abélienne. Alors, ’applica-
tion X — A induit un isomorphisme H'(A/W) — H'(X/W). De plus [47, 41],
HY(A/W) est le module de Dieudonné du groupe p-divisible h_I)nA[p”] de A.
Si g = dimA/k, c’est un W-module libre de rang 2¢g muni de deux endomor-

phismes F et V tels que FV = p (induits par les endomorphismes de méme
nom de A).

3. Complexe de de Rham—Witt

3.1. Pourquoit de Rham—-Witt ?

Pour au moins deux raisons!

D’abord pour permettre un calcul « concret et intrinseque » de la cohomolo-
gie cristalline, comme la cohomologie Zariski de X & valeurs dans un complexe
de faisceaux canonique convenable.

Mais on veut aussi comparer la cohomologie cristalline aux autres cohomo-
logies p-adiques. Rappelons en effet que H*(X/W;) = Hj (X/k) et que 'on
a donc une application naturelle de la cohomologie cristalline vers la coho-
mologie de de Rham : H*(X/W) — Hj;(X/k). Y a-t-il un analogue pour la
cohomologie de Hodge 7 Peut-on par exemple relier la cohomologie de Hodge a
la cohomologie cristalline, de maniere compatible & la suite spectrale de Hodge
vers de Rham ? Peut-on relier H} (X®k, Z,) & la partie de H*(X/W) ol F agit
par automorphisme ? Peut-on relier la cohomologie de Serre H*(X, WO ) a la
cohomologie cristalline ?

Et peut-on expliquer ainsi les phénomenes pathologiques en caractéristique p
comme la non-dégénérescence en E; de la suite spectrale de Hodge vers de
Rham, ou l'inégalité éventuelle A0 #£ p%1 7
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Pour répondre a ces questions, Bloch [5]| construit un tel complexe en uti-
lisant la K-théorie; il est toutefois limité par des hypotheses sur la dimension
de X qui doit étre < p, ainsi que par la restriction p # 2.

Deligne propose alors un canevas pour aborder ces questions par une mé-
thode de calcul différentiel, inspirée de Lubkin [37]. Cette méthode donnera
naissance au complexe de de Rham-Witt, développé par Illusie [25, 24| et
[llusie-Raynaud [29].

Enfin, Kato parvient & étudier le cas dim X > p par la méthode de Bloch [30].

Il existe de nombreuses facons d’aborder le complexe de de Rham—Witt,
cf. [26] pour un résumé des différentes approches. Nous expliquerons ici la
définition « universelle» donnée dans [25].

3.2. Complexe de de Rham—W:itt

3.2.1. Rappels sur les vecteurs de Witt. — Soit (X, Ox) un espace annelé en
F-algebres. On définit un faisceau d’algebres W&x dont les sections sur un
ouvert U sont les suites (ag,ay,...) avec a; € Ox(U). L’addition et la multi-
plication sont données par des polynémes universels

Sny, Pn€Z[Xp,...,Xn, Yo,...,Y,]
de sorte que
a+b=(ag+ by, S1(a,b),...) et a-b= (apby,P1(a,b),...),
oll par exemple
X§ +Y§ — (Xo + Yo)?
p

L’anneau W &x possede deux endomorphismes F (Frobenius) et V (Verschie-

S1=X1+Y: + et P, = Xng —I-XlYg +pX1Y;.

bung — décalage en allemand), donnés si a = (ag, a1, ...) par
Fa = (af),al,...) et Va = (0,ap,a1,...) ;

ils vérifient de plus l'identité FV = VF = p. Si z et y € WOk, on a 'égalité
zVy =V(Fzy).

On peut ainsi poser W, 0x = WOx /V*"WOx qui est aussi le faisceau d’an-
neaux dont les sections sur un ouvert U sont les suites finies (ag,... ,an_1)
d’éléments de €Ox(U), muni des lois d’addition et de multiplication induites
par les polynémes S, et P,,. On a alors WOx = lgn W, 0x.

n
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Si z € Ox, on définit son représentant de Teichmiiller [z] = (z,0,...) €
WOx. On vérifie l'identité [z] [y] = [zy].

3.2.2. (Pro)-complexe de de Rham-Witt. — Le pro-complexe de de Rham-—
Witt WeQ% est un systeme projectif (W, Q% )nen, ot W, Q% est pour tout n
une algebre différentielle graduée strictement anti-commutative (en abrégé
adg). On a ainsi pour tout entier n > 1 un complexe

W00 -4 w0k L w02 L.

on demande de plus que le systeme des'(WnQ%)n soi't égal & (W,,0%),, que soit
donné un opérateur additif V. : W, Q% — W, 1Q% qui soit le Verschiebung
usuel sur W, 0x et que soient vérifiées les identités

V(zdy) = VzdVy et (dlz])Vy = V([:L‘]p_ld[:r,‘] Y)

pour tous z et y € Ox.

On démontre qu’il existe un objet universel pour ces propriétés, autrement
dit un adjoint a gauche du foncteur (W, Q% — Ox); de plus W, Q% est pour
tout n un quotient du complexe de de Rham de W,, 0.

Pour n =1, W1 Q% est canoniquement isomorphe a €%.

Si O est parfait (i.e. F : Ox — Ox défini par F(a) = a” est un isomorphisme
de faisceaux abéliens), alors W, Q% = W,,0x pour tout n.

Si X est un schéma sur un corps parfait k de caractéristique p > 0, W, Q%
est une W, (k)-algebre différentielle graduée.

PROPOSITION 3.1. — Il existe une unique application additive F : W, Q% —
W15 vérifiant les propriétés

F(ab) = F(a)F(b), FdV =d sur W,0x, F(d[z]) = [z]P~!d[z],

et telle que F = Res oF ygye; sur W, 0x.
De plus, on a alors les identités suivantes :

FV = VF = p, FdV =d, xVy =V(Fxy).
(On a aussi dF = pFd, Vd =pdV.)

On peut montrer que 'endomorphisme F du complexe W,o2°® induit par
le Frobenius de X est égal a p'F sur W', Ainsi, la proposition précédente
exprime que F est «divisible» par p’ sur W,Q¢. Dans |25|, I'existence de F
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repose sur la description explicite du complexe de de Rham-Witt dans le cas
particulier suivant (|25, I, 2]) :
3.3. Ezemple fondamental

Supposons que X soit un point et &x = A = F,[Ty,...,Ty]. Définissons
deux anneaux :

B=2Z,Ty,..., Tn] et C=[JQT} ..., T ].
r=>0
Une forme w € QT(?/QP s’écrit d’une maniere unique sous la forme
dT; dT;
= i (D)= Ao A =2
w Zall lm( ) Til sz

Nous dirons que w est entiere si tous les coefficients a; appartiennent &

Uzl ",... % ccC.

r>0

Définissons le complexe E® des formes entieéres en posant

E™ ={w € Qf)q, ; w et dw sont entitres}.

Par exemple, T}/p n’appartient pas a E?, mais pT}/p y appartient. Si ’'on munit
I’anneau C des deux opérateurs F et V définis par

F(Ty) =T et V(Ty) =pT./7,

7

F et V agissent sur le complexe {22, /Q, et induisent des opérateurs correspon-
dants sur le complexe E® des formes entieres. Posons alors EI" = E™/(V*E™ +
dV"E™ 1), d’ott un complexe d’algebres graduées --- — E? ., — E — -+ . De
plus, V définit par passage au quotient un homomorphisme V : E} — E} | qui
vérifie V(z dy) = Vo dVy. Comme on a de plus E?/V"E? ~ W, A par ’homo-
morphisme qui envoie T; sur son représentant de Teichmiiller [T;] = (T;,0,...),
on a ainsi construit un V-pro-complexe.

THEOREME 3.2 (|25, I, 2.5]). — Le morphisme W,Q%\ — Eg défini par la
propriété universelle du complexe de de Rham—Witt est un isomorphisme.
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3.4. Propriétés dans le cas lisse

Soit X un schéma lisse sur un corps parfait k£ de caractéristique p > 0. Pour
tout entier n, W, Q% est une W, (k)-adg et le pro-objet « lgn » W, Q% est sans
n

p-torsion ; a fortiori, WQ& = lim Wn(& est sans p-torsion, si bien que WQ§ est
H

une W-adg sans p-torsion. De plus, W, Q% = WQ% /(VPWQ% + dVPWQL!)

est un faisceau cohérent sur le schéma W, (X) (i.e. |X| annelé par W, (0%)).

Rappelons le théoréeme suivant :

THEOREME 3.3 (Cartier). — Soit X un k-schéma de type fini. Il existe un

unique homomorphisme p-linéaire d’algébres graduées C™1 : @ Qg( — P %MQ;(

tel que C1(a) = aP sia € Ox et C1(dx) soit la classe de 2P~ dx (de sorte que

C~! prolonge F sur Ox). De plus, si X/k est lisse, C™1 est un isomorphisme,

appelé isomorphisme de Cartier.

Démonstration. — Voir [32], Th. 7.2, ou [28]. O

Notons BQL = dQ% — les bords — et ZQ' = Kerd : Q' — Q"1 — les
cycles. Alors, on peut montrer que le diagramme suivant est commutatif :

W, ———— W, 1 Q%

l l

Q5 QL /BOL

=

A0 = 79 /BQY

Ainsi, F releve I'isomorphisme de Cartier.

Plus généralement, si 'on définit des sous-faisceaux de W,Q¢ en posant
ZW, Q' = Kerd (cycles) et BW, Q! = dW,, Q"1 (bords), on peut démontrer la
proposition suivante :
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ProprosITION 3.4 (|29, 111, 1.4]). — L’mage par Uitéré de Frobenius F™ :
WgnQ§< — WnQ§( est le faisceau des cycles ZW,JZ% et Uon a un carré commu-
tatif

W€, ——— ZW, Qi

l |

W —=3 AW, 0%

qui définit un isomorphisme de Cartier généralisé C™™.

4. Comparaison avec la cohomologie cristalline

THEOREME 4.1 (Illusie [25, II, 1.4]). — Si X est un k-schéma lisse, il existe
un isomorphisme canonique entre la cohomologie cristalline H*(X/W,,) et [’hy-
percohomologie du complexe de de Rham-Witt H*(X, W, Q%), compatible a
l'action de Frobenius sur la cohomologie cristalline d’une part et sur le com-
pleze de de Rham—Witt via ¥ d’autre part.

Plus généralement, on a pour tout schéma X lisse sur k un isomorphisme

Ru*ﬁx/wn :) Wan
dans la catégorie dérivée D(X, W,,) des faisceauz en W, -modules sur X. Cet
isomorphisme est fonctoriel en X/k.

Rappelons d’abord que w est 'homomorphisme de Berthelot de projection
du topos cristallin sur le topos Zariskien (X/Wy,)eris = Xzar (cf. |1, IIL, 3.2]).
Rappelons ensuite le théoreme suivant, di & Berthelot, généralisation du théo-
reme 2.2 :

THEOREME 4.2 (Berthelot). — Soient Z un Wy,-schéma lisse et i : X — Z
une tmmersion fermée. Si X — 7 est l'enveloppe & puissances divisées de X —
Z, on a, dans la catégorie dérivée D(X, W,,), un isomorphisme

Preuve du théoréme 4.1. — Montrons comment définir un homomorphisme

R,U* ﬁx/wn — WnQ;(,
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ce qui revient & définir une fleche 0; ® Q%/Wn — W, Q% dans la catégorie
dérivée si X < Z est une immersion fermée de X dans un W,,-schéma lisse Z
et si Z désigne ’enveloppe a puissance divisée.

Supposons pour commencer que 'immersion fermée X < Z se prolonge en
une immersion W, (X) < Z (c’est vrai localement). On veut alors factoriser
X — Z par W, (X) et on peut le faire s’il y a des puissances divisées dans
l'idéal VW,,_1(0x) du morphisme X — W, (X). Or, il existe sur VW (&%) une
PD-structure canonique : comme (Vz)" = p" 'V (z") pour tout n > 1, il suffit
de définir ~, (Vz) = I%TV({L‘R), ce qui est licite étant donné que p"~1/n! € Z,.
On a ainsi un morphisme &5 — W, (0x) et par conséquent un morphisme de
complexes Q% — Q;}Vn(ﬁx)' Or, ﬁZ®Q§/Wn est le quotient de Q%/Wn par l’idéal
différentiel gradué engendré par les relations dryg(x) = y,—1(x) dz. Considérons
maintenant le diagramme

ﬁz (2] Q%/Wn s Q%/( . ) - Q{Nn(ﬁx)/«h/k (V:I,‘) — ’)/k_l(VLE) d{L‘>

gl |

(¥) *
Ru, 0 < W, Q%
e OX[Wn dans D(X, W) X

ou la fleche pointillée existe car la fleche Qfy, — WX se factorise par les
relations indiquées ; on prend ensuite le quotient pour n fini. Enfin, on montre
que la fleche (x) est indépendante des choix, en plongeant X dans un produit.

Pour prouver que c’est un isomorphisme, on peut le vérifier localement. Par
localisation étale, on se ramene au cas oil

X =SpecA = SpecF,[Ty,...,T,] et Z=SpecB =SpecZ,[Ty,...,Tn].

Comme il y a déja des puissances divisées dans 'idéal pZ,[T;,... ,Tx] du
noyau de B — A, on a Z = Z. Revenant au complexe des formes entieres,
il faut vérifier que le morphisme de complexes Qp/p"Qp — E; est un quasi-
isomorphisme. Si C = Qp[T1,...,Tx], on a alors une injection « : Qf —
E* C QE}/QP qui permet de trouver Ef . C E® tel que E* = Q} ® E§_ . On
prouve que Ef. . est homotopiquement trivial; I'inclusion « induit alors un
quasi-isomorphisme Qf/p™ — Ey = E*/(V" 4+dV").

Dans le cas général (ou X — Z ne se factorise pas globalement par W, (X)),
considérons un recouvrement ouvert (Ug,) de X et des immersions fermées
de U, dans un W,,-schéma lisse Z, qui se factorisent par W, (U,). On pose
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Uo = ]_[Ua, U1 = Uo Xon,... et Zo = I_[Za; Z1 = ]_[Za XW,, Zﬂ On a
ainsi un systeme simplicial de schémas

Wp(Us) — 7

v

X lisse

Ll

Spec k —— Spec W,

induisant un isomorphisme

ﬁZ. X Q%. — WanJ..
Par descente, 'image par Re, du terme de gauche de cet isomorphisme est
Ru.Oxw, tandis que celle du terme de droite est W,Q%. On montre finale-
ment que ’homomorphisme Ru.Ox w, — Wp2% ainsi obtenu est indépendant

du choix des Uy, — W, (U,) — Z, faits et 'argument précédent montre que
c’est un isomorphisme. O

COROLLAIRE 4.3. — Le faisceau abélien jleani est canoniquement iso-
morphe a Riu*ﬁx/wn, lequel est localement isomorphe & ’hypercohomologie
d’un complere de de Rham HiQ%/Wn lorsque 7 est un relevement de X sur W,.

En particulier, on dispose d’un isomorphisme o™-linéaire WnQ% 5 Riu, Ox/w, -
Remarque 4.4. — Hyodo et Kato ont étendu la théorie du complexe de de

Rham—-Witt & des situations non lisses ot X/k est supposé semi-stable (et plus
généralement, logarithmiquement lisse), voir [19] et [20].
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Exposé II. PENTES DU FROBENIUS CRISTALLIN

Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0, W = W(k) et K = Frac W.
Notons o "automorphisme de Frobenius de W.

1. F-cristaux

Définition 1.1. — Un F-cristal sur k£ est un W-module libre de type fini M
muni d’une application ¢ : M — M qui est o-linéaire injective.

Un morphisme du F-cristal M vers le F-cristal N est une application W-
linéaire u : M — N telle que p ou = w0 .

Une isogénie est un morphisme de F-cristaux qui induit un isomorphisme
de K-espaces vectoriels M @w K = N Qw K.

1.1.

i)

ii)

iii)

Exemples

Soit G un groupe p-divisible sur k£, M = D(G) son module de Dieudonné
(contravariant). Il est muni d’opérateurs F et V (induits par I’homomor-
phisme Frobenius F : G — G et Verschiebung V : G — G® par
fonctorialité du module de Dieudonné) vérifiant FV = VF = p. On pose
alors ¢ = F. Le rang de M est 2h, ou h est la hauteur de G.

Soit X/k propre et lisse de dimension d et M = H"(X/W)/torsion. Le
module M est muni d’une action de Frobenius ¢ et (M,¢) est un F-
cristal. Pour prouver que ¢ est injectif, on considere la dualité de Poin-
caré H™(X/W) x H2—™(X/W) — H24(X/W) O w qui est telle que
(pz, py) = po(z,y).

Soit W,[T] 'anneau non-commutatif des polynoémes en T avec la relation
Ta =o(a)T si a € W. Soit a = r/s € Q4 un rationnel positif, r € N et
s € N* étant premiers entre eux. Définissons My = W, [T]/(T° —p") et,
si m € M, posons @(m) = Tm. On constate que ¢ est o-linéaire injectif
(car si p(m) = 0, alors T*m = p"m = 0, si bien que m = 0). On dit que
M, est de pente a.

L’intérét de ce dernier exemple vient du théoréme suivant :
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THEOREME 1.2 (Dieudonné-Manin, [38]). — 1) Supposons que k est algé-
briquement clos. Alors, la catégorie des F-cristauz G isogénie prés est semi-
simple et ses objets simples sont les My, pour o € Q4 définis ci-dessus.
Ainsi, tout F-cristal M est isogene & une somme directe ©ocq, Mp* de
F-cristaux de pentes «. Les rationnels « pour lesquels n, # 0 sont par
définition les pentes de M, et Uentier ng dimyy (M) est la multiplicité de
la pente a.

Si k n’est pas algébriquement clos, les pentes de M sont par définition

les pentes de M ®@w W(k).

ii) Si k = Fy est fini, ¢ = p*, les pentes de M sont les valuations p-adiques
(normalisées par v(q) = 1) des valeurs propres de l’endomorphisme W -
linéaire ©® ; la multiplicité de la pente o est le nombre de valeurs propres
de valuation .

1.2. Exzemples
Reprenons les exemples précédents.

i) Dans le cas ou M est le module de Dieudonné d’un groupe p-divisible G,
'identité FV = p montre que les pentes de M sont dans [0,1]. La filtra-
tion d’un groupe p-divisible G dont les quotients successifs sont de type
multiplicatif, biconnexe et étale induisent une filtration correspondante
sur le module de Dieudonné. La partie étale est de pente nulle, la partie
biconnexe de pentes € ]0,1[ et la partie multiplicative de pente 1.

ii) Si M = H™(X/k)/torsion, comme @ o ¢" = p?, les pentes de M sont dans
[0,d]. Si X est projectif, le théoreme de Lefschetz faible et la dualité de
Poincaré permettent de voir que les pentes appartiennent en fait a [0, m]
si0<m<deta[m—d,dsid<m<2d.

Un F-isocristal sur k est défini en remplagant « W-module libre de rang fini »
par « K-espace vectoriel de dimension finie » dans la définition d’un F-cristal.
En associant & un F-cristal M ’espace vectoriel M ®w K, muni de ¢ ® 1, on
définit une équivalence de catégories entre F-cristaux (M, ¢) sur k a isogénie
pres et les F-isocristaux (V, @) sur k qui possédent un réseau stable par ¢. On
déduit du théoreme de Dieudonné-Manin pour les F-cristaux que la catégorie
des F-isocristaux sur un corps algébriquement clos est semi-simple, ses objets
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simples étant, pour a = r/s € Q (fraction irréductible, r € Z, s € N*), les
Va = Kq[T]/(T* —p").

Pour un corps k parfait quelconque, il y a ainsi équivalence de catégories
entre F-cristaux & isogénie pres sur k et F-isocristaux sur k a pentes > 0.

Si M est un F-isocristal sur £ et I une partie de R, on notera My le plus
grand sous F-isocristal de M dont les pentes appartiennent & I. (Par descente,
c’est encore un F-isocristal sur &k, méme si k& n’est pas algébriquement clos.)

2. Polygone de Newton et conjecture de Katz

Soit M un F-cristal sur k et a1 < as < --- < 4 les pentes de M ; notons
A; la multiplicité de la pente ; et 7 = dimyw M le rang de M. On définit alors
le polygone de Newton de M comme la fonction continue convexe, affine par
morceaux, Nwy(¢) : [0,7] — R telle que Nwy(0) = 0 et dont les pentes soient
aj pour 0 <t < A, ag pour A1 <t < A+ Ao, ete.

Ezemple 2.1. — Soit E une courbe elliptique sur k et M = HY(E/W) (c’est
aussi le module de Dieudonné attaché au groupe p-divisible de E). On a alors
deux dessins possibles pour le polygone de Newton (tracé en traits pleins),
suivant que E est ordinaire ou supersinguliere (voir au paragraphe I11.4.7 pour
d’autres dessins) :

2 0 1 2

0 1
E ordinaire E supersinguliére

On définit aussi le polygone de Hodge (parfois qualifié d’« abstrait » pour ne
pas le confondre avec celui défini plus bas) Hdgy(¢). Si

M/p(M) = (W /p'W)",
i>1

posons hy = dimw M — > h;. On dit que les h; sont les nombres de Hodge de
M et le polygone de Hodge est la fonction continue croissante convexe Hdgy (%)
qui vaut 0 en 0, de pente 0 sur [0, ho], de pente 1 sur [hg, hg + hi1], etc. Dans
I’exemple précédent, il est dessiné en traits pointillés.

Remarquons aussi que si, par définition, deux F-cristaux isogénes ont méme
polygone de Newton, c’est faux pour les polygones de Hodge.

On a alors le fait suivant :
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PROPOSITION 2.2 ([31]). — Omn a pour tout t € [0, dimw M] l"inégalité
Nwi(t) > Hdgy (¢).
Autrement dit, le polygone de Newton est au-dessus du polygone de Hodge.

Soit maintenant X/k un schéma propre et lisse, M = H™(X/W)/torsion.

Posons h; = dimy H™ (X, Qé{/k)v ce qui permet de définir un polygone de

Hodge « géométrique » ﬁ?ng(t)
Le théoreme suivant avait été conjecturé par Katz.

THEOREME 2.3 (Mazur [39, 40|, Ogus [4, 8], Nygaard [46]). — Soit X un k-
schéma propre et lisse et notons M le F-cristal H™(X/W)/torsion.

i) On a Vinégalité Nwy(t) > Hdgy(t) ;

i) si HPL (X/W) est sans torsion et si la suite spectrale « Hodge vers de

Rham » EY = H/(X, Q%/k) = H.F(X/k) dégénere en Ey, alors il y a

égalité entre Hdgy,(t) et I-,I(\i/gM(t)

COROLLAIRE 2.4 (a la Chevalley-Warning). — Soit k = F, et X/k une in-
tersection complete lisse de dimension d dans Pz"'n. Alors, le nombre de points
de X(Fys) est égal au nombre de points de P4(F,s) modulo ¢°° ou c est le plus
petit entier i > 0 tel que dim HY*(Q?) # 0.

Démonstration. — 11 suffit de traiter le cas s = 1.

11 résulte du théoreme de Lefschetz faible [34] que la cohomologie cristalline
de X est la méme que celle de P (en tant que F-cristaux), sauf en degré moitié,
c’est-a-dire pour HY(X/W).

En utilisant la formule des traces de Lefschetz en cohomologie cristalline
(cf. 1.2.4), on voit alors qu’il suffit de prouver que

det(1 — F,|HY(P?/W))
det(1 — F |HI(X/W))

=1 (mod ¢%.

Or, le numérateur vaut 1 ou 1 — ¢%? suivant que d est pair ou impair. La
symétrie des nombres de Hodge pour les intersections completes (en fait par
dualité de Serre, cf. |18, XI|) entraine que ¢ < d/2. 1l suffit donc de prouver
que det(1 — Fy|[H4(X/W)) est congru a 1 modulo ¢°.

Or, par définition de c, les pentes du polygone de Hodge de HY(X/W) sont
supérieures ou égales & c. D’apres le théoreme de Mazur-Ogus, il en est donc
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de méme pour les pentes du polygone de Newton de H%(X/W), si bien que les
valeurs propres de F, agissant (linéairement) sur HY(X/W) sont de valuations
> v(q°), ce qui conclut la preuve du corollaire. O

Remarque 2.5. — On trouve dans [18, XI, 2.5.8] la formule suivante pour le
niveau de Hodge ¢ : notons (a1, ... ,a,) le multidegré de 'intersection complete
X dans P"t? avec a; < --- < ayp,. Alors, ¢ est le maximum de 0 et de

[ 4 [£22 B2

Dans le cas d’une hypersurface lisse de degré d dans P", a; = d et on

obtient que le nombre de points sur F; d’une hypersurface lisse de dimension n
et de degré d est congru a #P""1(F,;) modulo ¢"/d . En particulier, une
hypersurface lisse de degré d < n dans P™ a un point rationnel (théoreme de
Chevalley—Warning |56]).

3. Lien avec de Rham—Witt

De l'isomorphisme H™(X/W) ~ H™(X, WQ°*) résulte une suite spectrale,
dite suite spectrale des pentes :

EY = H/(X, WQ') = H™(X/W),

qui est Frobenius équivariante si ’on fait agir le Frobenius par ¢ sur H”(X/W)
et par F = p'F sur H/ (X, WQ?).

THEOREME 3.1 (Bloch |5], Illusie |25]|). — La suite spectrale des pentes dé-
génere en E1 modulo torsion et fournit des isomorphismes de F-isocristaux

(H/(X, WQ) ®w K,p'F) 5 (H(X/W) @w K) a1
Idée de la preuve. — Tout d’abord, on prouve que les groupes de cohomologie
de de Rham-Witt H’ (X, WQ*)®w K sont des K-espaces vectoriels de dimension
finie (voir [25]).

On regarde ensuite les pentes des termes E;. Comme FV = VF = p, les
pentes de l'isocristal (H/ (X, WQ) ®w K, p'F) sont dans [, +1]. Comme V est
topologiquement nilpotent, elles sont en fait dans [4,7 4+ 1[. Alors, dij ®1 envoie
un F-isocristal de pentes [i,7 4+ 1] dans un F-isocristal de pentes [i + 1,7 + 2],
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si bien que dij est nul modulo torsion. De méme, toutes les différentielles su-
périeures d;/ sont nulles modulo torsion. Autrement dit, la suite spectrale des
pentes dégénere en E; modulo torsion. U

En particulier, la cohomologie de Serre H/ (X, W& ) s’identifie modulo tor-
sion au plus grand sous-F-cristal Hj(X/W)[Oyl[ de H/(X/W) dont les pentes
sont dans [0, 1].

De méme, les suites exactes d’Artin—Schreier pour tout n

0= Z/p"Z — W, 0x =5 W, 0x — 0
induisent, apres passage a la limite, une suite exacte en cohomologie étale
0 = H(X, Z,) — H™(X/W) 25 H™(X/W) = 0
qui identifie H} (X, Z,) au plus grand sous-F-cristal de H™(X/W) ot F est un

isomorphisme.

En degrés plus grand, on a le résultat suivant :

THEOREME 3.2 (Illusie, |25, I, 5.7.2]). — Soient n et i deux entiers > 1 et
dlog : 0% — W,Qk défini par © — d[z]/[z]. Soit ang(,log le sous faisceau
(pour la topologie étale) de WnQ§< engendré localement par les dlogxy N\ --- A
dlog ;. On a alors une suite evacte

0 = WpnQX 1o, = WnQ% R w0k = o.

Ces résultats ont de nombreuses applications : étude des parties de pentes
entieres, cf. |6], [29] et le paragraphe I11.3, classes de Chern [14, 13|, théoreme
de Riemann—-Roch en cohomologie cristalline [13|, inégalité d’Igusa—Artin—
Mazur |25, II, 5B|, dualité plate de Milne [3], etc.
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Exposé III. DECOMPOSITIONS DE HODGE-WITT,
VARIETES ORDINAIRES

Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0. On note W, = W, (k)
l'anneau des vecteurs de Witt de longueur n sur k, W = W(k), K = Frac W le
corps des fractions de W.

Soit X un schéma propre et lisse sur k.

1. Suite spectrale conjuguée

1.1. Définition

On a vu que l'on disposait pour tout entier n > 1 d’un complexe de de
Rham-Witt W, Q% dont ’hypercohomologie H*(W,, Q%) s’identifie canonique-
ment a la cohomologie cristalline H*(X/W,,). La suite spectrale conjuguée de
cran n est par définition la seconde suite spectrale d’hypercohomologie

(Conjp)  EY = H'(X, #7W,0%) = H'(X,W,0%) = H (X/W,) .

Les applications de restriction W, ;1Q% — W,Q% permettent de construire
un systeme projectif de suites spectrales. Comme les H(X, 77 W, Q%) sont
des W, modules de longueur finie, la limite projective est encore une suite
spectrale

(Conj) lim H' (X, 27 W, Q%) = lim H™(X/W,,) = H* (X/W) .

Par définition, on posera

H' (X, #7WQ%) = lim H' (X, #7W,Q%),
n

en prenant garde au fait que le membre de gauche n’est pas le 4° groupe de
cohomologie du faisceau J#7WQ%.

Remarque 1.1. — Si u : (X/Wy)eris — Xzar est la projection du topos cris-
tallin de X/W,, vers le topos zariskien, on sait que HIW, Q% = Rju*ﬁx/wn,
si bien que la suite spectrale conjuguée s’interprete uniquement en termes de
cohomologie cristalline : c’est la suite spectrale de Leray de w.
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1.2. Dégénérescence modulo torsion

Dans I'étude de la suite spectrale des pentes, la dégénérescence modulo tor-
sion résultait de la conjonction d’un théoreme de finitude et de la considération
des pentes de Frobenius sur les F-cristaux formés par le terme initial. Nous al-
lons faire de méme pour étudier la suite spectrale conjuguée.

En imposant que commute le diagramme :

Wy —= 5 W0t 25 W, 0 5 W, 08

= ce| e

AW 1 QY —~— AW, Q% £ » AW, Q%

(dans lequel les fleches verticales sont les isomorphismes de Cartier itérés), on
définit deux opérateurs F' et V' tels que F'V' = V'F’ soit la multiplication
par p : AW, 1Q° — H#'W,Q° Remarquons que F’ est topologiquement
nilpotent et que F = p'~'F’ sur le pro-objet (ou sa limite) J#*W,Q%.

THEOREME 1.2 (Illusie-Raynaud, [29, I11, 2.2]). — Les HY(X, #7WQ%) @w
K sont des K-espaces vectoriels de dimension finie et la suite spectrale conju-
guée (Conj)®K dégénere en Eg en définissant un isomorphisme de F-isocristau

H' (X, #7WQ%) @w K — [H (X/W) ®@w K] Li—14]
(via Uopérateur E sur H (A7) et I'endomorphisme de Frobenius usuel sur la
cohomologie cristalline).

Démonstration. — Admettons la finitude. Cela permet de considérer les termes
de la suite spectrale comme des isocristaux via F.

La relation F = p/~'F’ sur #£TWQY, jointe au fait que F' est topologi-
quement nilpotent, montre que les pentes de F sur H (X, #7WQ%) sont dans
]7 — 1,7], et de méme sur le terme EY de la suite spectrale. Alors, pour r > 2, la
différentielle d¥ ® 1 envoie Iisocristal EY de pentes € |j — 1, 5] dans E:;fl’j*r“
dont les pentes sont dans ]j —r,j 4+ 1 —r]. Ces isocristaux n’ayant pas de
pentes communes, d, = 0 pour tout r > 2, d’ott la dégénérescence modulo

torsion de la suite spectrale, ainsi que l'isomorphisme annoncé. ]

Sans négliger la torsion, on peut étudier les termes initiaux EX de la suite
spectrale conjuguée (Conj) pour j = 0 et montrer ainsi des résultats partiels :
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PROPOSITION 1.3 (|29, 111, 6.8]). — Le groupe H' (X, #°WQY) est de type
fini sur W et s’injecte dans H*(X/W). Son image est le plus grand sous F-
module de H'(X/W) oa Frobenius est inversible (« F-cristal unité », unit root
F-crystal en anglais).
Si k est algébriquement clos, Uinjection Z/p® — %”UW.Qgi induit un iso-
morphisme
HY (X, Z,) ® W = H' (X, #°WQ°).

2. Décomposition de Hodge—Witt

2.1. Cohomologie des cycles et des bords

Rappelons que le faisceau des cycles ZWHQ§< est le noyau de d : WHQ§< —
WRQQH; le faisceau des bords est défini par BWani = deQggl. Alors, les
groupes de cohomologie HY (X, ZW,Q%) (resp. H/ (X, BW, Q%)) sont des W,,-
modules de longueur finie et on pose

H (X, ZWQK) = lim H' (X, ZW,,Q% ),
n

resp. H/ (X, BWQY) = lim H'(X, BW,, Q% ).
n

PROPOSITION 2.1 ([29, IV, 1.5]). — L’injection de complezes ZW, Q% [—i] —
W,,.Q% induit une application canonique H (ZWQY) — H'™(X/W). L’image
de Hj(ZWQg()@)WK par cette application est la partie de pente i du F-isocristal
HH(X/W) @w K.

« Preuve ». — On a vu dans la proposition 1.3.4 que ZWHQ§< est 'image de
WQ% par la composition de F" : W.Q% — W.Q% et de la projection sur
WnQ§( On en déduit que le pro-objet ZW.Q% s’identifie a la limite projective
suivant F des pro-objets W.Q%. L’injection de complexes de I’énoncé induit
ainsi un isomorphisme
B (X, ZWQ%) = lim B (X, WQY).
F

Apres tensorisation par K, le membre de droite est un F-isocristal (via F) unité
(car F est alors un isomorphisme). Dans I'identification de H’ (X, WQ')®K avec
la cohomologie cristalline, Frobenius agit via F = p’F, ce qui acheve de prouver
que Hj(ZWQ§<) ® K est canoniquement isomorphe a la partie de pente ¢ dans
HH (X/W).A O



32 ANTOINE CHAMBERT-LOIR

On a une suite exacte de pro-objets
0 — BW, Q% — ZW, Q% — #'W,Q% — 0 ;
jointe & I’énoncé de dégénérescence modulo torsion de la suite spectrale conju-
guée, elle implique

PROPOSITION 2.2. — La suite exacte longue de cohomologie associée a cette
derniére suite exacte induit un isomorphisme d’isocristaux

[HHHX/W) @w K,y — H/ (BWQY) ow K .

2.2. Décomposition de Hodge—Witt

Dans tout ce qui précede, nous avons négligé la torsion de la cohomologie
du complexe de de Rham-Witt ; cette torsion n’est pas toujours de type fini.
On a cependant la proposition suivante :
PROPOSITION 2.3. — Les conditions (1) a (iv) suivantes sont équivalentes :
(i) H/(ZWQL) est de type fini sur W pour tout i et tout j ;
(i) H(
(iii) HY(WQY) est de type fini sur W pour tout i et tout j ;
(iv) H(
Définition 2.4. — Si les conditions précédentes sont satisfaites, on dit que X
est de Hodge—Witt.

/ BWQ%) est de type fini sur W pour tout 1 et tout j ;

/ %MWQ;() est de type finie sur W pour tout @ et tout j.

THEOREME 2.5 (|29, IV, 4.5|). — X est de Hodge-Witt si et seulement si la
suite spectrale des pentes (resp. la suite spectrale conjuguée) dégénére en Eq
(resp. en Ey). En notant Hp = HYH(ZWQY) et Hy = H'{BWQL), on
a dans ce cas des décompositions canoniques :

H"(X/W) = D Hj @ Hfj; ),

>0
H" {(WQY) = Hfy @ H
et H'" (X, A'WQ%) = Hﬁ_lﬂ-[ @ Hﬁ].
Remarque 2.6. — Notons que si HJ(WQgi) est sans torsion, alors il est de type

fini. En particulier, X est de Hodge-Witt et H*(X/W) est sans torsion si et
seulement si H/(WQ%) est sans torsion pour tout 4 et tout j.
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On peut donner des résultats plus précis en termes des filtrations que les
deux suites spectrales induisent sur la cohomologie cristalline. En effet, on a
une filtration décroissante (aboutissement de la suite spectrale des pentes)

PYH (X/W) = lim Im (H”j(X, W, Q%) — it (X/W))
n

et une filtration croissante (aboutissement de la suite spectrale conjuguée)

P;H™ (X/W) = lim Im (H (X, t;W, Q%) — H™ (X/W)) .

Si X est de Hodge—Witt, on a ainsi une décomposition

H"(X/W) = P;H"(X/W) ® P"" H"(X/W) & H]"iym[,

ce qu'on traduit en disant que les deux filtrations P® et P, sont «presque
opposées ». On remarquera que sur C, les deux filtrations analogues sur la
cohomologie de de Rham d’une variété projective lisse provenant des deux
suites spectrales d’hypercohomologie de Hodge vers de Rham sont opposées.

3. Variétés ordinaires

Définition 8.1. — On dit qu'un k-schéma propre et lisse X est ordinaire si la
cohomologie des bords est nulle en tout degré, i.e. si HJ (X,BQ%) = 0 pour
tous 7 et j.

Le théoreme suivant est dit & Bloch-Kato |6, 7.3| et Illusie-Raynaud |29,
IV, 4.13|. Avant de I’énoncer, rappelons que Wan(,log est le sous-faisceau de
W, 2% engendré localement pour la topologie étale sur X par les sections de
% /\---% pour zi, ..., z; € O% et [z] = (,0,...) le relevement

de Teichmiiller de z dans W, &x. (Pour n = 1, on obtient le faisceau Q%{,log

la forme

engendré par les différentielles logarithmiques dz/z usuelles.)

THEOREME 3.2. — Soit X un schéma propre et lisse sur un corps algébrique-
ment clos k. Les sept propositions suivantes sont équivalentes :

i) X est ordinaire ;

i) H/(BW,, Q%) = 0 pour tous i, j et pour tout n >1;
iii) H/(BWQY) = 0 pour tous i et j ;

)

iv) F agit par automorphisme sur Hj(X,W(Zg() pour tous i, j ;
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v) la fleche naturelle HI (X, Qg(,log) ®r, k — H/(X,Q%) est un isomorphisme
pour tous i et j ;

vi) la fleche naturelle Hj(X,WQgi,log) ®z, W(k) — H/ (X, WQ%) est un iso-
morphisme pour tous i et j ;

vii) les deuz suites spectrales d’hypercohomologie de Hodge vers de Rham dégé-
neérent en By (resp. Ey) et les deus filtrations ainsi obtenues sur Hip (X/k)
sont opposées.

Si la cohomologie cristalline H*(X/W) de X est sans torsion, alors X est
ordinaire si et seulement si pour tout entier n, le polygone de Newton du F-
cristal H"(X/W) est égal au polgone de Hodge géométrique de H"(X/W).

Enfin, si Hj(X,WQgi) est sans torsion pour tous i et 5, X est ordinaire st
et seulement si les pentes de Frobenius sur H"(X/W) sont entiéres.

Eléments de preuve. — Nous ne démontrerons pas tout ce théoreme dont une
grande partie est constituée de dévissages subtils.

Montrons toutefois que (i) implique (v). La suite exacte longue de cohomolo-
gie que 'on déduit de la suite exacte 0 — BQY — Q% — Q% /BQ% — 0 montre
que la projection Q% — Q%/BQ& induit un isomorphisme en cohomologie pour
tout ¢. D’autre part, considérons la suite exacte de faisceaux pour la topologie
étale : .

0= Doy = U~ Qk/BOk 0
en cohomologie étale, on obtient une application H7(Q%) — H7 (Q% /BQL) ~
HY(Q%) de la forme Id —C~! ot C~! est p-linéaire. Le lemme 3.3 d’algebre p-
linéaire implique que cette application est surjective. Par suite, on a des suites
exactes pour tout ¢ et tout j
0 — H (% 10) — (%) =5 HI(Qk/BOk) — 0,

et le lemme d’algebre p-linéaire nous dit que l'application naturelle k£ ®Qp,
HI (% 10g) = H?(€2%) est bien une injection.

Toujours d’apres I’algebre p-linéaire cette application sera surjective si C71 :
HY(Q%) — HI(Q4 /BQL) est surjective. Comme 1'homomorphisme de Cartier
C~! induit un isomorphisme Qg( — ZQ%/BQ%, il reste a prouver que l'appli-
cation naturelle ZQy /BOY — Q% /BQy est un isomorphisme en cohomologie.
Or, pour tout j, H/(Q% /ZQ%) = 0 du fait de la nullité en tout degré de la
cohomologie des bords. On a ainsi montré que (i) impliquait (v).
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Pour démontrer (vi) & partir de (v), on commence par prouver a ’aide de
dévissages le résultat analogue pour H7 (X,WnQéglog) puis on prend la limite
projective sur n.

Montrons que (vi) implique (iv) : la condition (vi) et la suite exacte de pro-
objets 0 — W.Qgi,log — W.Q% 1;F>W.Q§( — 0, joints auilemn}e d’algebre
p-linéaire impliquent en effet que H7(WQ% log) ®z, k ~ H’ (WQL)F=L dron
(iv). O

Dans I’ébauche de preuve du théoreme précédent, nous avons fait usage du
lemme (classique) d’algebre p-linéaire suivant :

LEMME 3.3. — Soit k un corps algébriguement clos de caractéristique p > 0
et M un k-espace vectoriel de dimension finie. Soit F : M — M wun application
additive, p-linéaire (i.e. F(am) = a?F(m)).

Les sous-espaces vectoriels Mg, = [, ImF" et My = |J,, Ker F" sont tels
que M = My @ My ; ils sont de plus stables par ¥, F étant bijectif sur My, et
nilpotent sur My;.

Enfin, Uapplication naturelle MF=1 ®F, k — M est injective d’image My et
1—F:M — M est surjective.

Démonstration. — Il est clair & partir des formules que Mg et My sont
stables par F, que F est surjectif sur le premier et nilpotent sur le second.
En «linéarisant » F, on voit qu’il est bijectif sur Mgs. En particulier, ’applica-
tion naturelle Mg @ Mp;; — M est injective.

Pour prouver la surjectivité, on utilise en général la surjectivité de l’isogé-
nie de Lang (cf. |54]). La preuve que nous donnons ici est plus élémentaire.
Remarquons qu’il existe un entier n tel que ImF" = Mg et Ker F” = My ;
si m € M, posons mgs l'unique élément de Mg tel que F™(m) = F™(mgg) et
Mpil = M — Mgs. On a ainsi F™(my;) = 0, si bien que myj € Mp;.

L’application naturelle MF=1 ®F, k — M est injective. En effet, si Fm; = m;
et que l'on a une écriture minimale ) a;m; = 0 pour des o; € k™ et oy, =
1. on obtient en appliquant F et en combinant les deux équations, 1’égalité
Ei#io(ai —a¥)m; = 0 d’out il vient que «; € F), et par conséquent Y a;m; =0
dans MF=! QF, k-

Son image N est est un sous k-espace vectoriel de M engendré par des élé-
ments de Mgg, donc est incluse dans Mg,. Montrons que N = Mgy ; comme N
est stable par F, on peut considérer F : M/N — M/N, ce qui nous ramene a
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prouver que MF=! £ 0 si Mg # 0. Apres avoir quotienté par My, la situation
est F : M — M bijectif tel que M¥=! = 0 et on doit prouver que M = 0.

Or, si M # 0, il existe une relation de dépendance linéaire de longueur
minimale pour m décrivant M \ {0}.

m~+ a F(m) 4+ -+ a, F"(m).

Si m =1, en choisissant A € k tel que \? = —ay, on voit que F(Am) = Am, ce
qui contredit I’hypothese que FM=! = 0. Si n > 1, on va trouver une relation de
dépendance linéaire plus courte. En effet, on peut trouver a, b1, ..., by_1 € k
tels que

(m + b1F(m) + - 4+ b,_1F" 1(m))
+aF(m+bF(m) + -+ b, F* H(m)) = 0.
En effet, cela revient & résoudre le systeme d’équations
b1 +a=ay, b+ abzl) =ag, ... b, 1+ abﬁf2 =da,_1, abﬁfl = ay,,

dans lequel tous les b; s’éliminent en une équation non triviale en a. Comme
MF=! = 0, Pargument du cas n = 1 montre que

m+b1F(m) + -+ + b, 1F" " (m) =0,

contrairement au fait que n est minimal. En définitive, M = N et MF:1®F1,/<: —
Mgs est un isomorphisme.

Pour prouver enfin que 1 —F est surjectif, il suffit par linéarité de le faire sur
chacune des deux composantes Mg et Myj. Sur Mg, c’est clair car I'isomor-
phisme précédent ramene ce probleme & une série d’équations d’Artin—Schreier.
Sur My, on peut écrire (1 —F)™! =1+ F+--- +F" si F**! =0, d’ott la
surjectivité dans ce cas. U

4. Exemples de variétés ordinaires

Soit k£ un corps parfait de caractéristique p > 0.
4.1. Fibrés projectifs

Soit X propre et lisse sur k. Si E est un fibré vectoriel sur X, alors P(E) est
ordinaire si et seulement si X est ordinaire. En particulier, 'espace projectif
standard est ordinaire.
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4.2. Eclatements

Soient X propre et lisse sur k et Y < X une sous-variété lisse, purement de
codimension > 2. Si X est éclaté de Y dans X, X est ordinaire si et seulement
si X et Y sont ordinaires.

Ces deux résultats se démontrent en calculant par exemple la cohomologie
des bords de P(E) (resp. de X) a partir des cohomologies de X (resp. de X et
Y), cf. [27] pour les détails.

4.3. Variétés abéliennes
On suppose que k est algébriquement clos.

ProrposiTiON 4.1. — Soit X une variété abélienne de dimension g sur k.
Alors, X est ordinaire si et seulement si elle est ordinaire au sens usuel, c’est-
a-dire si Uensemble des points de X(k) annulés par p est de cardinal p9.

Rappelons qu’en général le cardinal du sous-groupe X[p| de p-torsion de
X(k) est de la forme pl, ot Ventier f, appelé p-rang de X est compris entre 0
et g, tandis que le cardinal de ’ensemble des points de X(k) annulés par un
entier n premier i p est égal & n?9.

Démonstration. — (Cf. [6, 7.4] pour une autre preuve qui utilise les faisceaux
de formes différentielles logarithmiques.) Comme la cohomologie cristalline
d’une variété abélienne est d’une part sans torsion, d’autre part l'algebre ex-
térieure sur HY(X/W) (cf. par exemple [41]), il suffit de montrer que f = g si
et seulement si les polygones de Newton et de Hodge du F-cristal H!(X/W)
coincident.

Alors, X est ordinaire si et seulement si F est un isomorphisme sur H! (X, Ox ) ;
grace a la proposition suivante, cette condition est équivalente &

dimp, H'(X, Z/pZ) = g.

Or, la dimension de H' (X, Z/pZ) est le p-rang de la variété abélienne duale de
X, qui a méme p-rang que X (cf. [45, p. 147]). O

PROPOSITION 4.2 (Serre). — Soit X un schéma intégre et propre sur un corps
k algébriguement clos de caractéristique p. Alors,

HY(X,Z/pZ) = HY(X, 0x)F L.
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Démonstration. — On utilise la suite exacte d’Artin—Schreier
0—>Z/pZ—>GaHGa—>O,

ot (F —1)(z) = 2P — z. La suite exacte longue de cohomologie étale s’écrit,
compte tenu de la comparaison H*(X, G,) = H*(X, 0%),

0 —— HO(X, Z/p) —— HO(X, Ox) —— HO(X, Ox)

e

HY(X,Z/p) — HY(X, Ox) — HY(X, O%)

Comme X est integre et propre, le début de cette suite exacte est 0 — Z/p —

[ k, et la derniere fleche est surjective puisque k est algébriquement clos,
si bien que 'on a une suite exacte

0= HY(X,Z/p) » H'(X, 0x) "= H'(X, OX) ;
la proposition est ainsi démontrée. ]

4.4. Courbes

Une courbe X projective et lisse sur k est ordinaire si et seulement si sa
jacobienne est ordinaire. On peut supposer que k est algébriquement clos;
on dispose alors d’un plongement X < J, ot J est la jacobienne de X et ce
plongement est tel que 'application H!(J, &) — HY(X, Ox) qui en résulte par
fonctorialité est un isomorphisme. Ainsi, H!(€)"=! et H'(0x)"=! ont méme
dimension sur F,,. D’autre part, on déduit du théoréme de Bloch-Kato, Illusie—
Raynaud que X est ordinaire si et seulement si F est un automorphisme sur
HY(X, 0x), si bien que X est ordinaire si et seulement si J Iest.

4.5. Courbes elliptiques

Soit X une courbe elliptique sur k, supposé algébriquement clos. Si p = 2,
3 n’est pas ordinaire. Si p > 3, choisissons
une équation pour X de la forme y?> = z(xz — 1)(z — A). Notons Q le point
(0,0) ; les ouverts affines Uy = X\ {0} et U = X\ {Q} donnent une résolution
de Cech du faisceau @x qui permet de calculer HY(X, Ox) par la formule

seule la courbe d’équation 4> +y =z

HY(X,0x) =T (UgNUy,0x)/{f—g; f€T(Up,0x), geT(U1,0x)} .
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Siw = dz/y est la forme différentielle invariante sur X, 'application qui associe
a f el'(UynUyp,Ox) le résidu en Q de la forme différentielle fw définit un
isomorphisme H!(X, &x) = k. De plus, on constate que f = y/z induit un
élément 7, non nul de H'(X, &x). Alors, F*(n) est induit par y?/2? et 'on a

Resq (ﬂd_x> Resq ((I(:I: —1)(z — )\))(p—l)/2 d_:v)

zp-1 T

= 2x coeff. de 27! dans (z(z — 1)(z — )\))(P—l)/Z

_ pi/z < b/ 2) = 23,()) .

Ainsi, X est ordinaire si et seulement si A n’est pas une racine du polynome
o,

(Remarque : le facteur 2 dans le calcul du résidu vient de la ramification au
point Q de Papplication X — P! définie par z, ol & n’est pas une uniformisante
locale.)

4.6. Lorsque Frobenius se reléve

La proposition suivante, due indépendamment a Illusie (cf. |28, 8.6]) et
Nakkajima, montre que lorsque Frobenius se releve, la variété est ordinaire :

PROPOSITION 4.3. — Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique
p > 0 et X/k un schéma propre et lisse sur k. On suppose qu’il existe un
schéma propre et lisse X/Wg( ) relevant X, ainsi qu’un morphisme F: X=X
relevant le morphisme de Frobenius F : X — X. Alors, X est ordinaire.

Démonstration. — Grace a F, on peut relever I'isomorphisme de Cartier C~! :

Y — A1Q% en un morphisme ¢ : Q% — ZQ%. En effet, si z € O, F(z) =
2? 4 pu(x), pour un élément u(z) € Ox. On a F*(dz) = pz?P ' dz + p du(z) et
on peut définir une application &x — ZQk par

1=~
z— 2P tdr + d(u(z)) = —F*(d).
p
C’est une dérivation additive, p-linéaire ; elle se factorise donc en une applica-
tion additive et p-linéaire ¢ : Q% — ZQL (voir |9, p. 251, (b)] ou [49, Prop. 3|).
Notons « l'injection naturelle BQ% — ZQ%. Comme la composée de ¢ et de
la projection ZQ% — %ZQ;( de noyau BQ% est un isomorphisme, on voit que
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Iapplication (p, ) : Q% & BQY — ZQ% est un isomorphisme de faisceaux en
groupes abéliens. En particulier, on a pour tous 7 et j,

H (p,a) : H/(Q%) @ B/ (BQY) > H (ZQY).
Autrement dit, « induit une injection de k-espaces vectoriels H/(BQL) <
HY(ZQ%) dont le conoyau est de dimension dimy, H7 (Q%).
Pour prouver que H/ (BQY ) = 0, raisonnons alors par récurrence descendante

sur 4. C'est en effet vrai pour i > dimX. Si alors H7(BQY™) = 0 pour tout
entier j, la suite exacte

0 — ZQ% — Q% -% BQIF! - 0
montre que H7 (ZQ%) et H/(Q%) sont des k-espaces vectoriels de méme dimen-

sion, si bien que H7(BQY) est nécessairement nul.
Ainsi, X est ordinaire. O

4.7. Remarque sur « supersingulier »

Soit X une variété abélienne de dimension g > 1 sur un corps k algébrique-
ment clos de caractéristique p > 0. Nous avons vu que X est ordinaire si et
seulement si son p-rang vaut g, ce qui équivaut au fait que F est inversible sur
HY(X, Ox). De méme, le p-rang de X est nul si et seulement si F est nilpotent
sur HY (X, 0%).

On dit que X est supersinguliére si le polygone de Newton de H(X/W) a
une seule pente 1/2.

Voici quelques exemples de polygones de Newton qui montrent que cette
distinction p-rang nul / supersingulier ne se produit pas en dimension 1 ou 2,
mais peut se produire en dimension 3 (le polygone de Newton est dessiné avec
un trait continu, le polygone de Hodge est en pointillé) :

— en dimension g =1 :

0 12 0 1 2
ordinaire p-rg = 0, supersingulier

—en dimension g = 2 :

0 1 2 3 4 1 3 0 1 2 3 4
ordinaire p-rg=1 p-rg = 0, supersingulier
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—en dimension g = 3 :

0 1 2 3 4 5 6
ordinaire

. AN
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
p-rg = 0, non supersingulier p-rg = 0, supersingulier

Contrairement & ce que cette description pourrait laisser croire, les variétés
abéliennes supersingulieres peuvent étre encore classées & ’aide d’invariants
plus fins que le polygone de Newton.

Tout d’abord, un théoreme de Oort [52] affirme qu’une variété abélienne
est supersinguliere si et seulement si elle est isogene & un produit de courbes
elliptiques supersingulieres.

Si X est une variété abélienne sur &, on définit a(X) = dimy Hom(oy, X),
oll a, est le schéma en groupes sur k, noyau de F : G, — G,. S5i X est
supersinguliere de dimension g, on a l'inégalité 1 < a(X) < g. Toutes ces
valeurs de a(X) sont possibles et Oda—Oort [48, Prop. 2.1| prouvent qu’une
variété abélienne supersinguliere vérifie a(X) = ¢ si et seulement si elle est
1somorphe & un produit de courbes elliptiques supersingulieres.

Enfin, F|H'(X, Ox) est nul si et seulement si a(X) = g. En effet, si M =
HY(X/W) est le module de Dieudonné covariant de X, on peut montrer que
a(X) = dimy M/(FM + VM). Si a(X) = g, le théoreme de Oda—Oort et la
formule de Kiinneth montrent que F = 0. Réciproquement, on a d’apres Ny-
gaard [46] la formule

HY(X, 0x) = HY(X, WOx)/V = M/VM.
Si F =0, alors

a(X) = dimy M/(FM + VM) = dim; M/VM = dim, H (X, ) = g.
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5. Ordinarité générique

5.1. Autour du théoréme de spécialisation

Grothendieck semble avoir pressenti le premier que dans une « famille» de
F-cristaux, le polygone de Newton croissait par spécialisation. Le théoreme
suivant en est un avatar :

THEOREME 5.1 (|7]). — Soit S un k-schéma de type fini et f : X — S un
morphisme propre et lisse. Il existe une partition finie Sy, de S par des parties
localement fermées telle que le polygone de Newton de H (Xs/W(s)) @w Q soit
constant pour tout point géométriqgue s — S,,.

De plus, st t — S est une spécialisation de s, le polygone de Newton de
HY(X;/W(t)) ® Q est au-dessus du polygone de Newton de H'(X;/W(s)) ® Q

et les deuxr ont méme extrémités.

Le théoréeme énoncé ici est une conséquence d’un théoréme abstrait sur les
F-isocristaux convergents (cf. [7]).

Il admet un analogue abstrait pour les F-cristaux [31], d’ailleurs histori-
quement antérieur, mais qui nécessite de définir la notion de F-cristal sur une
k-algebre. A des détails (importants mais) techniques pres, le schéma de la
preuve est le méme :

— on se ramene au cas ou le F-cristal (resp. le F-isocristal convergent) comme
un W(A)-module libre de rang fini M (ot A est une k-algebre parfaite),
muni d’une application o-linéaire F: M — M

— en considérant des puissances extérieures, on se ramene a montrer que la
premiere pente croit par spécialisation ;

— on réduit alors le probleme & ’étude du polygone de Hodge abstrait (via
la, basic slope estimate de [31]) et & 'étude des s tels que F est multiple
de p*, ce qui définit une condition fermée (annulation de A\ composantes
fantomes des coefficients de F dans W(A)).

Par exemple, si X/S est un schéma propre et lisse tel que les R’ f, O /w sont
sans torsion, X est ordinaire si et seulement si le polygone de Newton est égal
au polygone de Hodge, ce qui définit une condition ouverte d’apres le théoreme
de spécialisation. Il est en fait facile de démontrer ce résultat en général :

PROPOSITION 5.2. — Soient S un schéma sur un corps k parfait de carac-
téristique p et X/S un schéma propre et lisse. L’ensemble des s € S tels que
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Xs/k(s) est ordinaire est un ouvert de S, appelé ouvert d’ordinarité de X sur
S.

Démonstration. — Notons f la projection X — S. Soit BQ%{/S I'image de
Q%_/IS par la différentielle dX/S. On commence par prouver que la formation

de Rf*BQgi/S commute au changement de base, si bien que X; est ordinaire
. L
sur k(s) si et seulement si Rf:BQy /s ®p k(s) = 0. Alors, une variante du
L
lemme de Nakayama montre que Rf*BQ%/S Qg k(s) = 0 si et seulement si

L
Rf*BQ%/S ®es Os = 0. Or cette derniere condition définit un ouvert de S, ce
qui conclut la preuve. O

En particulier, si S est irréductible et si I'ouvert d’ordinarité est non vide,
il est dense. Par exemple, considérons la courbe elliptique d’équation affine
y? = z(x —1)(z — ) au-dessus du schéma Speck[X, 1/(A(1—X))]. On a vu que
Vouvert d’ordinarité est défini par une équation polynomiale ®,(\) # 0, ce qui
montre dans ce cas que 'ouvert d’ordinarité est dense, De méme la courbe de
genre g générique (Miller [42|, Koblitz [36]), 'intersection complete générique
de dimension m et de multidegré (aq,...,a,) dans P™" (Illusie [27]), la
surface K3 générique (Ogus [50]) sont ordinaires. Dans de nombreux cas, le
schéma de la preuve est le suivant :

— on étend la notion de variété ordinaire & des situations plus générales que
celle d’'une famille propre et lisse, en autorisant notamment des dégénéres-
cences semi-stables (Si S est le spectre d’un anneau de valuation discrete R et
d’uniformisante 7, on demande que pour la topologie étale, le schéma soit loca-
lement isomorphe au sous-schéma fermé de A}, d’équation z1 -z, = 7); cela
signifie construire un complexe de formes différentielles & poles logarithmiques,
étendre l'isomorphisme de Cartier, etc.

—on prouve un critére permettant d’affirmer qu’une famille propre ayant une
dégénérescence semi-stable ordinaire est génériquement ordinaire ; par exemple,
le critere de Hyodo |27, Prop. 1.10, Prop. 2.6*| affirme la chose suivante :
Soit S un trait de caractéristique p, s le point fermé et n le point générique.
Considérons un schéma propre et semi-stable X/S tel que la fibre spéciale Y =
X soit somme de diviseurs Y; vérifiant que pour tous i1, ... ,i,, l'intersection
Yi, N+ Y, est lisse sur k(s), et ordinaire. Alors, X, est ordinaire.
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— on montre enfin que ’on peut déformer un élément donné de la famille en
un schéma auquel le critere s’applique. Dans le cas le plus simple des hyper-
surfaces dans Pt on part d’une hypersurface f = 0 de degré d et on choisit
(par récurrence sur d) deux polynomes g; et g4 de degrés 1 et d — 1 tels que
V(gg—1 = 0) soit lisse et ordinaire, ainsi que V(g1 = gq—1 = 0). Introduisons
le pinceau Af + pgi - - - g4 = 0 au-dessus de la droite projective de coordonnées
homogenes (A : p). Au-dessus du point (1 : 0), on obtient I’hypersurface f = 0,
tandis qu’au-dessus de (0 : 1), on a I’hypersurface semi-stable et ordinaire
g19qa—1 = 0. Le critere permet alors de montrer qu’une hypersurface générique
de ce pinceau est ordinaire, et a fortior: qu’il existe une hypersurface de degré
d qui est ordinaire.

6. Cas des corps de nombres

6.1. Courbes elliptiques

Soit X une courbe elliptique sur Q. On peut en trouver une équation a
coefficients entiers de la forme(?) y2 = 23 4+ az + b Alors, la réduction de a
et b modulo un nombre premier p, sauf pour un nombre fini de p (ceux qui
divisent 6(4a® 4 27b%)), fournit une courbe elliptique X, sur F,. La question
est alors : pour quels p la courbe Xp est-elle ordinaire 7 Dans le cas ol X est
donnée par une équation y? = z(z — 1)(z — \), avec X € Q, la question est de
savoir pour quels nombres premiers p (ne divisant pas le dénominateur de \)
I'on a ®,(X) = 0 modulo p.

Le théoreme suivant est classique :

THEOREME 6.1. — Soit X une courbe elliptique sur un corps de nombres K.
Quitte a remplacer K par une extension finie, [’ensemble des places finies p de
K telles que Xp est ordinaire est de densité strictement positive, égale a 1 st
XG n’a pas de multiplications complezes, a 1/2 sinon.

En revanche, celui-ci est bien plus récent :

THEOREME 6.2 (Elkies, |12]). — Soit X une courbe elliptique sur Q. L’en-
semble des p tels que Xp est supersinguliére est infini.

Mon part de y? = 4a® —goz—gs avec go = a/D et g3 = b/D, d’out Dy? = 4Dz>—ax—b, soit
encore (4D?)?D?y? = (4D?)%z® —aD(4D?)?z —bD(4D?)?, et en posant X = 4Dz, Y = 4D%y,
onaY?=X*—4aD — 16bD°.
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6.2. Variétés abéliennes

Soit K un corps de nombres, X une variété abélienne sur K et 2" /O le
modele de Néron de X sur ’anneau des entiers de K. Soit U C Spec O le plus
grand ouvert tel que 2y /U est un schéma abélien.

THEOREME 6.3 (Ogus, [51, Prop. 2.7]). — L’ensemble des s € U tels que le
p-rang de Zs est non nul est de densité strictement positive.

St dim X = 2, 'ensemble des s € U tels que Z est ordinaire est de densité
strictement positive.

Démonstration. — Soit £ > 2¢ un nombre premier et K'/K une extension
galoisienne finie telle que les points d’ordre £ de X soient définis sur K'.

Sip € U est une place de K dont la caractéristique résiduelle p est totalement
décomposée dans K’ et vérifie p > 4¢?, nous allons montrer que le p-rang de
A, est non nul.

Fixons en effet une place p de K au dessus de p et choisissons Fy dans
Gal(K/K) qui releve ('opposé de) la substitution de Frobenius z — z'/? de

Gal(F,/F,). Comme p est totalement décomposée dans K', F,, fixe K’ et agit
ainsi trivialement sur le noyau de ¢ dans X(K). Par suite, la trace t, € Z; de
Fy sur le module de Tate £-adique est congrue & 2g modulo Z.

Or, d’aprés Weil, les valeurs propres de Fy sont des entiers algébriques ay,

.., azg et le p-rang de 2, est égal au nombre de ces entiers algébriques a;

tels que vp(a;) = 0. Enfin, les estimées archimédiennes de Weil affirment que
la;] < /p pour tout entier 4 et toute valeur absolue archimédienne, si bien que
It < 29/p.

Supposons par l'absurde que le p-rang de 2}, est nul, c’est que tous les a;
vérifient vp(a;) > 0, si bien que vy(ty) > 0 et t, = > a; € Z est multiple de p.

Puisque ¢ est multiple de p et que /p > 2g, t est nécessairement nul. Comme
£ > 2gett=29 mod/, on a une contradiction qui montre que le p-rang de
Zp est non nul.

Or, d’apres le théoreme de densité de Cebotarev, I'ensemble des nombres
premiers p totalement décomposés dans K’ est de densité de Dirichlet non
nulle, ce qui conclut la démonstration de la premiere partie du théoreme.

Quand dim X = 2, on veut montrer que le p-rang de 2}, est souvent égal a 2,
c’est-a-dire trouver p tel que deux valeurs propres de Fy sur HY (X ®k K, Zy)
soient des unités p-adiques. Dans le cas contraire, les valeurs propres de F), sur
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H2(X @k K, Z¢) = N2 H' (X @k K, Z;) sont toutes nulles modulo p et la trace
de Fy sur H*(X ®k K, Z) est de la forme ¢ = pt'.

Supposons que p est totalement décomposé dans le corps K’ qui rend ra-
tionnels les points d’ordre £, I, est congru a l'identité modulo ¢, donc sa trace
sur H?(X ®k K, Z;) est congrue & 6 modulo £. De plus, K’ contenant aussi les
racines £¢ de l'unité, p = 1 modulo £ si p est totalement décomposé dans K'.
On a donc ¢t = pt' =6 (mod ¥¢) et t' = 6 modulo 2.

D’apres les estimées de Weil, on a aussi |t| < 6p, ¢’est-a-dire t' € {—6,... ,6}.

Choisissons £ > 12. Cela implique ¢ = 6, soit ¢ = 6p. Or, t est somme
de six nombres algébriques de norme inférieure ou égale a p. Ils sont donc
tous égaux a p. D’apres le théoreme de Katz—Messing [34], ’endomorphisme
(linéaire) de Frobenius F sur la cohomologie cristalline H?(X,/W(F,)) a le
méme polynoéme caractéristique qu’en ¢-adique. Comme Frobenius est semi-
simple dans l'algebre des endomorphismes de 2, /F} tensorisée par Q, il I'est
a fortiori dans H?(X,/W(F})) ® Q.

Par conséquent, F est exactement la multiplication par p sur H*(X,/W(F})).
Par suite, le polygone de Hodge abstrait de H*(X,/W(F,)) a une seule pente
égale a 1, ce qui contredit le théoreme de comparaison I1.2.3 entre les polygones
de Hodge abstraits et géométriques. U
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